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MANSION  (P.).  —  MÉLANGES  MATHÉMATIQUES  (  iSSS-iSgS ).  —  I.  Histoire, 
Esquisses  biographiques.  II.  Analyse  algébrique.  Analyse  infinitésiinalc. 
III.  Géométrie  euclidienne  et  non  euclidienne.  Un  vol.  in-S**;  iv-56  p.  Paris, 
Gauthier-Villars,  1898. 

Ce  Livre,  comme  Pindiquc  le  tilre,  est  une  réunion  d^arliclcs 
très  divers,  mais  dont  la  réunion  même  renseigne  le  lecteur  sur 
les  goûts  de  M.  Mansion,  qui  sont  ceux  d^un  philosophe,  d^un 
historien,  d'un  savant,  d'un  curieux  et  d'un  professeur.  Les  ques- 
tions de  principe  le  préoccupent  peut-être  avant  tout,  comme  le 
prouvent  les  nombreux  articles  sur  les  diverses  Géométries,  et 
ceux  aussi  qu4l  a  consacrés  à  divers  points  de  Phistoire  des 
Sciences,  qui  touchent  presque  tous  à  des  problèmes  philoso- 
phiques; l'histoire  ancienne  ne  l'empêche  pas  de  s'intéresser  à  ses 
contemporains,  et  il  a  esquissé  la  vie  de  quelques-uns  d'entre 
eux;  on  trouvera  dans  ses  Mélanges  plusieurs  démonstrations 
vraiment  simples  et  élégantes  de  propositions  importantes  d'Ana- 
lyse;  mais  il  ne  craindra  pas  de  s'arrêter  quelque  temps  sur  la 
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6  PREUlÈnH   PARTIE. 

qui  donne,  à  très  peu  près,  ta  valeur  exprimée  en  degrés  de 
l'aogle  B  d'un  triangle  rectangle;  enfîn  la  préoccupation  de 
l'ordre,  de  la  rigueur,  de  la  simplicité  dans  l'enseignement  ne  le 
quitte  jamais.  J.  T. 


CANTOR  (M.).  —  PouTiscHE  Aritbhetie  oder  dib  Arithmetie  des  tagli- 
ciiBN  Lebbnb.  Un  vol.  in-S";  i-i36  p.  Leipzig,  Teubner,  1898. 

Ce  petit  Livre,  fort  inléressanl,  est  sorti  d'un  Cours  de  douz« 
leçons  que  M.  Moritz  Cantor  fait  chaque  année  à  l'Université  de 
Heidelberg  aux  étudiants  en  Économie  politique.  Dans  les  diffé- 
rents pajs,  les  maîtres  qui  enseignent  dans  les  Universités  sentent 
la  nécessité  de  se  détourner  un  peu  vers  les  choses  réelles,  et  il 
est  juste  de  dire  que  quelques-uns  de  ceux  qui  ressentent  avec 
plus  de  vivacité  le  désir  d'être  utiles,  dans  !e  sens  le  plus  vul- 
gaire du  mol,  se  trouvent  avoir  beaucoup  fait  pour  le  progrès  de 
la  Science  pure  :  celle-ci,  sans  doute,  restera  leur  objet  de  prédi- 
lection; mais  il  n'est  pas  indispensable,  pour  aimer  une  science, 
d'en  mépriser  les  applications  et  d'ignorer  les  problèmes  que  pose 
la  réalité.  Quoi  qu'il  en  soit,  l'exemple  de  M.  Cantor  mérite  d'être 
suivi,  et,  à  qui  voudrait  l'imiter,  son  Livre  fournirait  un  cadre 
commode,  un  modèle  de  clarté  et  de  précieux  renseignements 
historiques. 

Les  premiers  Chapitres,  sur  l'intérêt  simple  et  composé,  sont  très 
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actuaires.  Bien  des  gens  n'ont  pas  trouvé  l'occasion  de  satisfaire 
la  curiosité,  qui  les  a  traversés  pendant  quelques  minutes,  de  sa- 
voir comment  se  fait  le  calcul  des  primes  d'assurances,  ou  du 
montant  des  rentes  viagères.  Si  même  les  législateurs  ou  les 
administrateurs  avaient  la  notion  des  problèmes  que  les  Tables 
de  mortalité  permettent  de  poser  et  de  résoudre,  les  règles  pour 
l'avancement  des  fonctionnaires  à  l'ancienneté,  le  règlement  des 
retraites  causeraient  peut-être  moins  de  mécomptes,  soit  aux  con- 
tribuables, soit  au\  intéressés.  Si  tous  ceux  qui  ont  besoin  de 
savoir  ce  qui  se  trouve  dans  le  Livre  de  M.  Cantor  veulent  le 
lire,  on  peut  être  assuré  qu'il  aura  de  nombreuses  éditions.  Il  le 
mériterait  d'autant  plus  que  l'auteur  a  pris  grand  soin  d'en  rendre 
la  lecture  non  seulement  facile  à  ceux  qui  savent  peu  de  Mathé- 
matiques, mais  encore  agréable.  J'ai  déjà  dit  qu'on  y  trouvait 
de  nombreux  et  très  intéressants  renseignements  historiques, 
dont  il  est  inutile  de  dire,  étant  donné  l'auteur,  qu'ils  inspirent 
pleine  conGance;  mais  M.  Cantor  a  bien  voulu  aller  jusqu'à 
l'anecdote  :  il  nous  conte,  par  exemple,  que  Gauss  aimait  fort  à 
jouer  au  w^hist;  qu'il  tenait  note,  sur  un  registre  spécial,  du 
nombre  d'as  qu'il  avait  à  chaque  coup;  qu'il  compta,  après  un 
nombre  respectable  d'années,  combien  de  fois  il  avait  eu  o,  i, 
2,  3,  4  ds  6t  que  les  rapports  de  ces  nombres  de  fois  se  sont 
trouvés  conformes  aux  règles  du  Calcul  des  probabilités.  On  m'a 
fait  observer  qu'il  y  avait,  dans  cette  concordance,  une  forte  raison 
de  croire  à  l'honnêteté  des  partenaires  de  Gauss,  et  de  Gauss  lui- 
même,  pendant  qu'ils  donnaient  les  cartes.  Je  ne  crois  pas,  d'ail- 
leurs, qu'on  ait  émis  de  doute  à  ce  sujet.  J.  ï. 


VIVANTI  (G.).  —  Corso  di  Calcolo  infinitésimale,    i   vol.  in-S";   576  p. 

Messine,  Triniarchi;  1899. 

Ce  cours  de  Calcul  infinitésimal  a  un  caractère  élémentaire; 
l'auteur  s'est  limité  au  cas  des  variables  réelles;  il  s'est  borné, 
dans  chaque  théorie,  à  ce  qu'il  y  a  de  plus  essentiel,  et  a  toujours 
choisi,  pour  les  appliquer,  des  excfuples  très  simples;  mais  il  se 
distingue  par  un  grand  souci  de  la  précision  et  de  la  vraie  clarté . 
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Au  reste,  on  sait  que  les  géomètres  italiens  onl  pris  une  part  très 
active  et  heureuse  au  travail  critique  dont  les  fondements  des  Ma- 
tliématiques  oot  été  l'objet,  et  au  progrès  dans  l'enseignement 
qui  devait  en  être  la  conséquence.  Pour  nous  borner  à  l'Analyse,  il 
nous  suffira  de  rappeler  ici  les  recherches  déjà  anciennes  de 
M.  Dini  et  le  Livre  classique  de  MM.  Genocchi  et  Peano.  M.  G. 
Vivanii  a  publié  lui-même,  il  j  a  quelques  années,  un  1res  inté- 
ressant travail  sur  le  concept  de  l'infini  et  ses  applications  aux 
Mathématiques  :  dans  le  Livre  que  nous  annonçons,  il  n'est  pas 
difficile  de  reconnaître  que  l'auteur  est  de  ceux  qui  aimeraient 
à  philosopher;  mais,  cette  fois,  c'est  l'enseignement  proprement 
dît  qui  le  préoccupe;  il  écarte,  autant  qu'il  le  peut,  ces  subtilités 
qui  ne  sont  pas  l'alTaire  des  commençants  auxquels  il  s'adresse; 
mais  il  a  tenu  à  donner  toujours  des  définitions  bien  nettes,  et 
à  dire  tout  ce  qu'il  fallait  pour  qu'elles  fussent  claires;  c'est  ainsi 
qu'il  a  repris,  au  début,  la  notion  de  nombre  irrationnel,  au  sens 
de  M.  Dedekind,  et  les  propositions  fondamentales  concernant  les 
limites;  il  a  énoncé,  dans  chaque  cas  particulier,  les  conditions 
précises  sous  lesquelles  sont  valables  les  résultats  qu'il  annonce; 
si  même  ces  conditions  ne  sont  pas  nécessaires,  il  a  pris  soin  d'en 
avertir  le  lecteur.  C'est  dans  cet  esprit  que  sont  étudies,  par 
exemple,  les  intégrales  défînies,  les  fonctions  implicites,  les 
maxima  et  les  rainima  des  fonctions  de  plusieurs  variables,  les 
notions  d'arc  de  courbe,  d'aire  d'une  surface  courbe,  etc.  Au 
reste,  M.  Vivanti  a  évité  sagement  l'abus  des  abstractions  analy- 
tiques ;  les  interprétations  et  applications  géométriques  sont  tou- 
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donl  il  a  tenu  à  faire  connaître  la  pratique;  il  s'est  expliqué  a 
ce  sujet  avec  une  entière  franchise  dont  les  étudiants  lui  sauront 
certainement  gré.  Il  n^y  a  pas  d'inconvénient  à  donner  à  ces  der- 
niers un  enseignement  incomplet,  à  leur  exposer  une  démonstra- 
tion qui  n^est  pas  rigoureuse,  du  moment  qu'ils  sont  avertis. 
C'est  souvent  le  seul  moyen  de  leur  donner  un  instrument  dont 
ils  ont  besoin  et  dont  ils  peuvent  se  servir  sans  le  connaître  par- 
faitement. Si  Ton  excite  ainsi  leur  curiosité  et  leur  désir  d'en  sa- 
voir davantage,  c'est  tout  bénéfice.  Le  meilleur  enseignement  est, 
à  coup  sûr,  celui  qui  éclaircit  tout,  mais  le  pire  est  peut-être  celui 
qui  masque  les  difficultés  et  les  imperfections  des  démonstrations, 
parce  qu'il  risque  de  fausser,  non  seulement  l'intelligence  de  l'étu- 
diant, mais  le  jugement  même  que  ce  dernier  porte  sur  sa  propre 
intelligence  :  s'il  croit  avoir  parfaitement  compris  une  démonstra* 
lion  imparfaite,  l'étudiant  aura  de  sa  valeur  intellectuelle  une 
opinion  exagérée;  pour  celui  qui  est  vraiment  intelligent  et  qui 
éprouvera,  devant  cette  même  démonstration,  un  trouble  qu'il  ne 
parvient  ni  à  dissiper,  ni  à  s'expliquer,  il  en  résultera  une  dépres- 
sion tout  aussi  fâcheuse.  Quant  à  reprocher  à  M.  Vivanti  de 
n'avoir  pas  réussi  à  donner,  en  seize  pages,  une  exposition  rigou- 
reuse du  Calcul  des  variations,  personne  assurément  n'y  songera. 
Les  matières  traitées  par  M.  Vivanti  se  retrouvent  dans  tous 
les  Ouvrages  sur  le  Calcul  différentiel  et  intégral  et  Ton  nous 
permettra  de  ne  pas  en  faire  l'énumération.  Nous  nous  bornerons 
à  dire  un  mot  de  l'ordre  adopté  :  l'Ouvrage  comprend  cinq  Par- 
lies  :  la  première  est  consacrée  aux  notions  préliminaires;  la 
deuxième  aux  dérivées  et  intégrales  des  fonctions  d'une  variable  ; 
la  troisième  aux  dérivées  et  intégrales  des  fonctions  de  plusieurs 
variables;  la  quatrième  aux  applications  géométriques;  la  cin- 
quième aux  équations  différentielles  ordinaires  ou  aux  dérivées 
partielles.  On  voit  que  l'auteur  a  mêlé  systématiquement  le  Calcul 
différentiel  et  le  Calcul  intégral;  on  peut  donner,  pour  justifier 
ce  mélange,  beaucoup  de  raisons;  M.  Vivanti  s'est  borné  à  en 
signaler  une  qui,  au  point  de  vue  pratique,  est  très  forte  :  Eu 
enseignant  les  choses  dans  Tordre  qu'il  a  suivi,  l'étudiant  peut 
être  exercé  plus  tôt  et  plus  longtemps  aux  intégrations  ;  le  champ 
des  exercices  qu'on  peut  lui  fournir  est  plus  vaste,  plus  varie  et 

plus  intéressant.  J.  T. 

-ma^- 
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SUR  LES  IMTARIANTS  PROJECTIFS  D'UN  STST£HE  DE  n 
DANS  L'ESPACE  A  n  + 1  DIHEMSIOHS  ; 

Par  m.  E.-O.  LOVETT. 


D'après  la  théorie  de  Lie  ('),  les  invarianls  difTérentiels  du 
n'™"  ordre  d'un  groupe  de  iransformaiions  ponctuelles  à  r  para- 
mètres, dans  l'espace  à  n  +  i  dimensions,  sont  les  solutions  du 
système  complet  d'équations  aux  dérivées  partielles  formé  en  éga- 
lant à  zéro  les  nommées  m^*'^"  prolongations  des  r  transformations 
indépendantes  infinitésimales  ponctuelles  qui  engendrent  le 
groupe. 

Soient  les  r  transformations  indépendantes  infinitésimales  du 
groupe  à  r  paramètres 


(!)    x./«2'W^< 


,  à/JT,,  ; 


Les  secondes  prolongations  de  ces  transformations  peuvent  éiir 
écrites  sous  la  forme 


"•■/"l'wg.-S'w.-^.-S'S" 
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déterminées  par  les  équations 


1 1 


OXi 


n 


■jf  =  Ç»,/.  5J  (  '^o  —  Zj'  ^o<J  '^'^J  )  =  o- 


(4) 


n 


§j(  ^o,y— V*^o,/,AûtrA:  1  =  o,        y  =  i,  ••,  w, 


dj?;t 


(^07; 


(^JTy  da7^ 


^0,kj' 


Le  groupe  général  projeclif  est  engendré  par  les(/îH-i)(/2-f'3) 
transformations  indépendantes  infinitésimales  ponctuelles 


(^>     &r  '''ë'  "^^ 


àf 


^    ^  dxj 


/,  y,    A"  =  O,    I,    .  .  .,    /l. 


Soit  un  système  de  m  +  i  points  dans  l'espace  à  n  +  i  dimen- 
sions, donné  par  les  coordonnées 


(6) 


^v,Oï     ^v,l> 


î      ^v,n>  ^  —  ^J»      I»      •  •  •>      '^^ 


Tous  les  invariants  différentiels  du  second  ordre  du  système  (6) 
par  le  groupe  (5)  sont  des  solutions  du  système  complet  formé 
par  les  équations  aux  dérivées  partielles  qui  peuvent  s'écrire  plus 
commodément  comme  il  s'ensuit  : 


(7) 


nt 


2- 


AL 

àx:,^ 


m 


=  o, 


2^  f  ^v.y 


à/       ,         àf 


âx^^o        Or,, 


,o,y/ 


m 


2'("-'5fe- 


I  =  o,  I ,  . . . ,  /i  ;    y  =  I ,  . . . ,  /i 

àf  àf 

^v,o,y  x:: —  —  •ï'v,o,y,y 


àXy^Q^i 


''*^v,0,/,y 


^^y»    /, y  =  I, ...,  /i; 


m 


2^ 


v,/ 


—  ^v,0,/ 


<>/ 


àXy^O,i 


—  ^V,0,/,/ 


r^/ 


àXyf^Q^lJ 


m  ^ 


/  =  I ,  .  .  . ,  /î  ; 


; 
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de  m  4-  I  poinls  el  leurs  dérivées 


/  a7/,o— ^A-,0— ^/a:>i.,o,y(a?/j— a?A-,y)  j 


A*  =o,  I ,  . . . ,  m, 

sont  des  invariants  absolus  par  le  groupe  général   projectif  de 
l'espace  à  /i  -+-  i  dimensions. 
En  notant  que  la  relation  (*  ) 

(— i)«|a7A:,o,i,i,  a-A-,o,î,t,  . . .  1  a:A-,o,/i,/ï  I  =  A J"^*  G^. 

existe,  où  Ga  est  la  courbure  gaussienne  généralisée   par  Kro- 
necker  (^)  et 


n 


4=1  -+-2'(^A»o,y)*, 

nous  avons  comme  résultat  l'interprétation  géométrique  suivante 
des  m  -\-  1  invariants  (8)  : 

Que  Ton  prenne  des  m  -h  i  hypersurfaces  dans  l'espace  à  /i-j-  i 
dimensions  choisies  absolument  arbitrairement,  sauf  qu'une  sur- 
face doit  passer  par  chacun  des  m -\- i  points  du  système  (6); 
que  Oi^i,  . .  . ,  p/^rt  soient  les  rayons  de  courbure  principaux  de 
rhypersurface  parle  point  (x/^o>  ^/,i7  •  •  •  ?  ^/,/<)  à  ce  point;  prenez 
un  point  quelconque  du  système  et  joignez-le  par  des  lignes 
droites  à  tous  les  autres  points  du  système;  que  6/  soit  Fangle  à 
(j^A,o^  •••?  ^fi,n)  entre  la  normale  de  T hypcrsurface  par 
(xa,o,  ...,xa,«)  et  la  droite  joignant  (xa,o,  ...,Ja,//)  à 
(X|,o?  •  •  •?  •^/,/i)>  et  que  ^i  soit  Tangle  entre  celte  dernière  ligne 
et  la  normale  du  point  (.r/,o,  ..  ..^/,/î)  de  Tliypersurface  par  ce 


(')  Rf.ez»  Mathcmatisriic  Anna/en,  Hd.VIl. 

«  -)  Herichte  der  Iterliner  Akadcniic  dcr  \\  isscnscliaftcn,   iSfù,. 
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point;  alors  les  expressions  (8)  monlrent  que  les  formes 


■y,pt..pt,i-.-?*-;. 


sonl  des  constantes  absolues. 

Quand  les  »i+  i  points  sont  sur  une  ligne  droite,  c 
invariants  se  réduisent  aux  formes  plus  simples 


iif"™-*'»' 


Si  les  m  +  t  points  sont  collinéaires  et  que  les  liypersur faces 
soient  clioisies  à  avoir  parallèles  leurs  plans  tangents  à  ces  points 
respectifs,  les  invariants  deviennent 


i'(np-|n^-- 


Si  les  m  4-  i  points  sont  sur  une  li^persurfacc  du  (nt  -|-  i)'" 
degré  et  une  ligne  droite,  simultanément,  nous  avons 
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relation 

•1 

OÙ  G  est  ]a  courbure  totale  de  Gauss,  M  la  courbure  moyenne  de 
Sophie  Germain  et  C  la  courbure  de  Casorati. 

Toutefois,  dans  l'espace  de  dimensions  plus  hautes,  les  inter- 
prétations dans  les  termes  de  M  et  de  C  perdent  la  simplicité 
présentée  dans  celles  en  termes  de  G.  Ce  fait  est  une  autre  indi- 
cation de  la  sagesse  de  vue  de  M.  Darboux  (*)  en  caractérisant  la 
courbure  totale  comme  Tidée  de  la  courbure  la  plus  importante 
pour  la  Géométrie. 

Les  invariants  susnommés  prennent  des  formes  intéressantes 
quand  un  nombre  de  points  ou  un  nombre  d'hypersurfaces  coïn- 
cident. Le  lecteur  reconnaîtra  de  différents  théorèmes  connus,  en 
deux  ou  trois  dimensions,  comme  des  cas  particuliers  des  théo- 
rèmes donnés  ci-dessus.  On  peut  aussi  ajouter  que  les  théorèmes 
de  cette  Note  fournissent  la  généralisation  complète  de  certains 
théorèmes  que  Fauteur  a  présentés  dans  une  Note  acceptée  pour  la 
publication  dans  The  american  Journal  of  Ma thema tics. 

Outre  les  invariants  cités,  le  système  a  au  moins 

n(n  -h  5)(/w  -+-  i)  —  •;•  (/i  -h  i)  (n  h- 3) 

'?. 

invariants,  mais  ceux-ci  ne  se  sont  pas  montres  posséder  un  intérêt 
géométrique  important. 


(  '  )  Leçons  sur  la  Théorie  générale  des  Sur/aces j  l.  II,  p.  3()5. 
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COMPTES    RENDUS    ET   ANALYSES. 
BURKHARDT  (H.)  und  MEYER  (Fn.)-  —  Encyklopaedie  der  matuemati- 

SCHBN  WlSSBNSCHAFTEN   MIT   EiNSCIILUSS   IIIRER  AnWENDCNGEN.  —  MU  Un- 

lerslûlzung  der  Akademeien  der  Wissenschaften  zu  Mlinchen  und  Wien 
und  der  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Goltingcn  sowie  unter  Mit- 
wirkung  zahlreicher  Fachgenossen.  —  Ers  ter  Teil  :  Reine  Mnthematik. 
—  Erster  Band  :  Àrithmetikwid  Jlgehra.  Redigirl  von  W.  Franz  Meyer. 
Erstes  Hefl.  Un  voL  in-8°;  iia  p.  Leipzig,  Teubner,  1898. 

Cette  Encyclopédie  aura  sa  place  dans  toutes  les  bibliothèques 
mathématiques.  Le  temps  est  venu,  sans  aucun  doute,  de  dres- 
ser, dans  un  ordre  méthodique,  le  Tableau  des  connaissances  es- 
sentielles qui  sont  acquises  et  d'en  indiquer  les  sources  princi- 
pales :  autrement,  l'étude  de  la  Science  et  le  travail  de  recherches 
deviendraient  bientôt  impossibles,  puisqu'on  ne  peut  ni  posséder, 
ni  même  lire  tous   les  Livres  et  tous  les   Mémoires  :  après  les 
études  élémentaires,  le  plus  difficile  est  souvent  de  savoir  ce  qu'il 
faut  lire,  de  connaître  le  but  que  l'on  veut  atteindre  et  le  chemin 
qui  y  mène.    Celui  qui,  pour  quelque  partie  de  la  Science,  est 
arrivé  dans  cette  région  où  le  travail  de  recherches  commence  uti- 
lement, a  souvent  besoin  de  résultats  qui  appartiennent  à  d'autres 
parties  de  la  Science,  dont  il  n'a  pu  faire  une  étude  approfondie, 
ou  qu'il  a  quelque  peu  oubliées.  Au  reste  les  besoins  des  travail- 
leurs sont  trop  certains  et  les  services  que  rend  déjà  le  Synopsis 
de  M.  Hagen,  dont  il  convient  de  rappeler  l'initiative  méritoire, 
trop  évidents  pour  qu'il  y  ait  lieu  d'insister.  Si  utile  qu'elle  appa- 
rût, l'entreprise  de  cette  Encyclopédie  avait  de  quoi  effrayer;  il 
fallait,  pour  la  diriger,  des  hommes  ayant  autant  de  dévouement 
que  de  science,  capables  de  grouper  une  élite  de  collaborateurs, 
et  ne  craignant  pas  de  les  stimuler;  puis  il  fallait  que  l'autorité  de 
l'œuvre  fut  certaine  :  les  noms  des  directeurs,  la  compétence  des 
collaborateurs,  le  patronage  des  grandes  Compagnies  scientifiques 
de  Munich,  de  Vienne  et  de  Gottinguc,  rassureront  entièrement 
le  lecteur  sur  la  solidité    d'une  entreprise,  qui  sera  rapidement 
menée  à  bonne  fin. 

La  première  Partie,  consacrée  aux  Mallicinati(|Ufs  pures,  coni- 

Bull.  de*  Sciences  malheni.,  2'  série,   l.  XMII.  (  r^vricr  iHf)»).)  :> 
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prendra  trois  Volumes  :  oous  donnons  ci-dessous  la  division  des 

matières  et  les  noms  des  auteurs. 

ToxE  I  (édJLé  par  .M.  Pr.  Mejer)  :  Akithhbtioie  et  Algèbhb. 
A.   Arithmétique. 
I.   Fondements  de  l'Arithmétique  :  H.  Schubert. 
ï.  Science  combinaioîre  :  E.  Netto. 

3.  Nombres  irrationnels    Cl    convergence    des   opérations  inrinies  ;    A. 
Pringsheim. 

4.  IVombres  complexes  :  E.  Sludv. 

;i.  Leçons  sur  les  ensembles  :  A.  Schoenllii!?. 
C.  Groupes  discrets  finis  ;  H.  Burkliardl. 

1).  Algàbre. 

1.  Fondements. 

a.  b.  Fonctions  rationnelles  :  E.  Kcito. 

ri  Formations  algébriques  :  G.  Iiand'bcrg. 

1  Théorie  des  invariants  :  Fr.  Mcver. 

:t.  Équations. 

ti.  Séparation  et  approximation  des  racines  ;  C.  RUngci 

b.  Fonctions  raiionncltes  des  racines  :  K.  Vahlen. 
r.  Théorie  de  Galois  et  applications  :  G.  lloldcr. 
d.  Systèmes  d'équations  :  K.  Valbcn. 

/.  Groupes  finis  de  substitutions  linéaires  :  P.  Wimen. 

C.   Théorie  det  nombre*^ 
i.  Théorie  élémentaire  des  nombres  :   P.  Bachmann. 

2.  Théorie  des  formes  :  K.  Vahlen. 

3.  Théorie  analytique  des  nombres  :  P.  Bachmann. 
".  Hilberl. 
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Tome  H  (édité  par  M.  Hurkhardt)  :  Analysk. 

A.   Analyse  des  quant  liés  réelles, 

1.  Principes  du  Calcul  iniinitésiinal  :  A.  Pringslieim. 

2.  Calcul  difîérentiel  et  intégral  :  A.  Voss. 
n.  Intégrales  définies  :  G.  Brunel. 

4.  Équations  différentielles  ordinaires  :  P.  Painlevé. 
r>.   Equations  aux  dérivées  ])artielles  :  E.  von  Weber. 
().  Groupes  continus  de  transformations  :  L.  Maurer. 

7.  Conditions  aux  limites. 

a.   Equations  différentielles  ordinaires  :  M.  Bôcher. 
h.   Elquations  aux   dérivées  partielles   de  la  théorie  du  potentiel  :   H. 
Hurkhardt  et  Fr.  Meyer. 

c.  Autres  équations  aux  dérivées  partielles  :  A.  Sommerfeld. 

8.  Développements  en  séries  :  II.  Burkhardt  et  A.  Sommerfeld. 

9.  Calcul  des  variations  :  A.  Kneser, 

B.  Analyse  des  quantités  complexes. 

1 .  Théorie  générale  des  fonctions  :  W.  Osgood. 

2.  Fonctions  algébriques  et  leurs  intégrales  :  W.  Wirlinger. 

3.  Intégrales  définies  :  II.  Burkhardt. 

4.  Équations  différentielles  linéaires  :  H.  Burkhardt. 
4  bis.  Fonctions  sphériques,  etc.  :  A.  Wangerin. 

.^.  Equations  différentielles  non  linéaires  :  P.  Painlevé. 
G.   Fonctions  inverses. 

a.  Fonctions  elliptiques  :  AV.  Ilarkness. 
h.  Fonctions  abéliennes  :  AV.  Wirtinger. 
c.  Fonctions  automorphes  :   E.  Frickc. 

7.  Fonctions  ihéta  :  A.  Krazer  et  W,  Wirtinger. 

8.  Équations  et  opérations  fonctionnelles  :  S.  Pincherle. 

Tome  III  (édité  par  M.  Fr.  Meyer)  :  Géomktuih. 

A.    Géométrie  pure. 

1.  r*rincipes  de  la  Géométrie  :  F.  Enriques. 

ti.  Géométrie  élémentaire  :  M.  Simon. 

'A.  Partage  de  l'espace  et  configurations  :  II.  Steinitz. 

4.  Analysis  si  tus  :  G.  Brunel. 

r>.  Fondements  de  la  Géométrie  projecti\e  :  A.  Schœnllies. 

(î.  Géométrie  descriptive  :  C.  Hodenherg. 

7.  Géoniétrie  de  l'inversion  :  II.  Burkhardl. 
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B.  Fondements  de  l'application  de  l'Algèbrt 
à  la   Géométrie. 


I.  Questions  de  principe  ;  G.  Pcano. 

3.  Méthodes  des  coordonnûcs  :  A.  Scliœnflies. 

3.  Analyse  géométrique  :  11.  Rurkliardl. 

C.  Géométrie  algébrique. 

\.  Coniques  :  K.  Dingelde)'. 

S.  Théorie  générale  des  courbes  de  <lej;ré  supérieur  :  K.  Roiin. 

3.  Courbes  algébriques  spéciales  :  G.  Kohn. 

4.  Surfaces  du  second  ordre  :  0.  Slunde. 

9.  Théorie  générale  des  surfaces  de  degré  supérieur  :  G,  Casteint 
F.  Enriques. 

8.  Surfaces  algébriques  spéciales  :  Fr.  Meyer. 

7.  Espaces  à  plusieurs  dimensions  :  Ch.  Segrc 

8.  Transformations  et  correspondances  algébriques  :  0.  Castelni 
l'.  Enriques. 

!l.  Géométrie  des  éléments  spatiaux  :   E.  Walscli. 

10.  Méthodes  de  dénombrement  :  11.  ?.cuthen. 

D.   Géométrie  différentielle. 

1,  t.  Apflliéation  du  Calcul  diiïércntici  et  intégral  au\  courbes 
surfaces  :  II.  von  Mangoldi. 

:).  Courbes  sur  les  surface;  :  R.  von  Lilienthal. 

4.  Courbes  transcendantes  particulières  :  G.  Scliaiïcrs. 

.').   Surfaces  transcendantes  particulières  :  II.  von  Lilientlial. 

li.  Application  et  correspondance  de  deux  surfaces  l'une  sur  l'a 
A.  Vdss. 

7.  Transformations  de  contact  r  G.  ScbaiTers. 
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sembleot  très  convenables  :  avec  une  bonne  Table  des  matières, 
TEncyclopédie  présentera  tous  les  avantages  d'un  dictionnaire, 
sans  en  avoir  les  inconvénients  trop  manifesles. 

Le  fascicule  qui  vient  de  paraître  permet  de  se  rendre  compte 
de  la  façon  dont  elle  sera  exécutée  :  on  v  trouvera,  sans  démon*» 
stration,  mais  avec  les  références  indispensables  aux  sources,  les 
faits  mathématiques  essentiels;  les  références  permettront  donc 
de  trouver  les  démonstrations  ;  pour  plus  d'un  lecteur,  celles-ci 
résulteront  souvent  de  la  juxtaposition  des  faits  :  les  idées  géné«- 
rales,  les  doctrines,  sont  analysées  avec  soin,  et  des  indications 
historiques  sufflsantes  permettent  de  se  rendre  compte  de  l'évolu- 
tion de  la  Science.  Les  éditeurs  se  sont  d'ailleurs  permis,  avec 
raison,  d'introduire  les  abréviations  qui  ne  nuisent  pas  à  la  clarté  : 
ils  sentent  la  nécessité  de  ne  pas  faire  une  œuvre  démesurée. 

L'analyse  proprement  dite  d'un  tel  Livre  est  impossible  :  nous 
en  reproduisons  ci-dessous  une  page,  prise  à  peu  près  au  hasard, 
de  manière  que  le  lecteur  puisse  se  rendre  compte  de  la  ri-^ 
chesse  des  renseignements  qu'il  trouvera  dans  cette  Encyclopédie 
et  de  l'esprit  dans  lequel  elle  est  faite  :  il  s'agit  des  détermir 
nants  : 

2!.  Composition  et  Produit.  —  Le  produit  d'un  D.  du  w'^'"" 
et  d'un  D,  du  /i'^'»"«  degré  se  met  aisément  sous  la  forme  d'un  D. 
du  m  -f-  /i*'™*  degré  en  les  juxtaposant  de  manière  que  les  diago-» 
nales  se  suivent  (théorème  de  Laplace).  J.-Ph.-M.  Binet  et  A.-L, 
Gauchy  ont  représenté  le  produit  de  deux  D.  du  /i'*"*®  degré  par 
un  D.  du  /i^''™*^  degré  (*).  En  même  temps,  ils  ont  donné  l'exten- 
sion suivante  :  avec  deux  systèmes  «/;t,  bifç  on  forme  un  troi= 
sic  me  cm,  composé, 

«/*  ( *  =  I »  . . . ,  m  ;  /:  =  I ,  . . . ,  n);  biji{i  —  \^  ,..,/<;  /,=i  i ,  , . . ,  //i  ), 

t^ik  =  ^ aa bu(l  =  I ,  ...,//*;  /i  =  I ,  ,,../«;  À  =  i ,  . . . ,  //  ) ; 
X 

alors  I  Cik  I  =  o  pour  m>  n\  puis  |  an  |  =  |  «/v;  |  |  luh  \  pour  m  =  n  ; 
et,   eniin,  pour  m  <  /?,  |  cn,  \  ^T]  !  ^Ui  \  \  l^it  h  où  /  parcourl  toutes 


(' )  /,  de  /'À'c.  Polyt.,  Cali.  i^i  (i8i3),  p.  aMo;  Cali.   17  (1^12),  ['•  ^:)«- 
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les  combinaisons  possibles  de  la  wi"""  classe  fûrinées  avec 
1,2,  ,..,  n.  Le  cas  moyen  doune  la  rtgle  de  multiplication  ('). 
Les  divers  arrangements  des  él.  en  I.  et  co).  donnent  quatre 
formes  difTérentes  pour  le  produit  (*).  A  celte  représenta  lion  se 
rattachent  d'importantes  formules  d'Analyse  et  dr  Théorie  des 
nombres  ('). 

22.  Autre  mode  de  composition.  —  hironccher  (')  a  fait  remar- 
quer un  autre  mode  de  composition  :  «,*(/, A^i,  ....  m)  cl 
bgi,{ff,h  = ,  h)  sont  composi5seii  Cpg  =  ai^bgk 

I;,  =  (,--■)« +  ff  ;,=(/--. |«  +  A:,-,  A  =  !....,,„;„",/,  =  . n\. 

Alors  on  a  [  c^,  I  ^  |  r/,*  |"  |  b^n  T- 

23.  Déterminants  compOBés-  —  L'étude  des  D.  composés, 
c'est-à-dire  des  D.  dont  les  éléments  sont  eux-mêmes  des  D.  for- 
més d'après  certaines  lois,  oITre  un  intérêt  particulier.  Tout 
d'abord  on  rencontre  l'étude  du  D.  formé  avec  les  él.  ajj,  c'est- 
à-dire  avec  les  adjoints  des  a,^.  Cauchy  (*)  a  donné  la  valeur  pour 
la^^l  (/,  /."  ^  1,  '2,  . .  ,  n).  Jncobi  (*),  plus  généralement  pour 
I  "^î*!  ('ï  ^  ^  ''  ^'  •  ■  •'  '"'  "*<«)■  Dans  le  premier  cas,  on  a  une 
puissance  du  D.;  dans. le  second,  une  telle  puissance  multipliée 
par  un  sous-dét.  |a,*|.  ■Ces  théorèmes  ont  été  étendus  par 
Franke{').  Au  lieu  des  a]^  on  considère  les  sous-dét.  du  ni''"" 
degré  />/*(/,  li  =^  \.9..  . . .,  ^)  où  tx  =  ^  "  j  et  où  le  numérotage 
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est  élendu  à  tous  les  [jl  sous-dét.  du  //i'*"*''  degré  du  D.  Soit  en- 
suite />)^  adjoint  k  pik\  c'est-à-dire  que  p'if^  est  un  sous-dél.  du 
{/i  —  m)'*""*  degré  de  \aik\  et  que  le  produit  des  termes  princi- 
paux daDS/7|A  GX-Pik  est  un  ternie  de  |  aïk  |.  On  a  alors 

les  sous-dét.  de  \piif\  se  représentent  sous  la  même  forme  que 
Jacobi  a  donnée  aux  sous-dét.  de  |  a-/^  |  (  0* 

Plus  général  encore  est  le  théorème  de  Syhesler  (-)  que  nous 
caractériserons  brièvement  en  disant  qu'il  se  rapporte  à  une  cer- 
taine manière  de  ranger  les  D.  |/?/a  |t 

Dans  d'autres  travaux,  on  compose  des  D.  avec  des  suites  de 
deux  D.  donnés  et  l'on  prend  ces  nouveaux  D.  comme  éléments 
d'un  D.  (3). 

Cette  citation  suffit  pour  montrer  jusqu'où  l'on  a  cherché  à  dire 
beaucoup  en  peu  de  mots.  Le  lecteur  n'a  qu'à  se  représenter  le 
nombre  de  pages  qu'exigerait  la  démonstration  des  propositions 
indiquées  ici  pour  voir  combien  serait  chimérique  l'entreprise 
d'une  Encyclopédie  avec  démonstrations.  Ce  que  l'on  mettra  en 
trois  Volumes  en  exigerait  sans  doute  soixante, 

La  citation  précédente  montre  comment  les  auteurs  entendent 
condenser  et  grouper  les  faits  mathématiques.  Elle  est  extraite  do 
l'article  de  M.  Netto  sur  la  «  Kombinatorik  »,  qui  contient  les 
propositions  essentielles  de  la  théorie  des  arrangements,  combi- 
naisons, permutations,  etc.  et  des  déterminants.  Il  conviendrait, 
d'un  autre  côté,  de  montrer  dans  quel  esprit  philosophique 
M.  Schubert  a  traité  de  la  notion  de  nombre  rationnel  et  des  opé* 


(')  C.-W.  BoiiCHARDT,  /. ./,  Math..,  61  (i863),  p,  353-365,  fait,  observer  que  ce 
théorème  est  un  cas  particulier  d'un  théorème  donné  antérieurement  par  Sylves^ 
1er;  Kronecker,  Berl.  Ber.  (1862),  p.  822,  montre  son  identité  avec  le  Ihéo- 
rcme  de  Jacobi  précédemment  cité.  —  Cf.  Picquet,  Comptes  rendus,  86  (1878), 
p.  3oo.  —  /.  de  t'Éc.  Pot.,  Cah.  45  (1878),  p.  201. 

(2)  Phil.  Mag.  (4),  1  (i85i),  p.  4i5.  —  Cf,  Krobemus,  J.f,  Math,,  86  (1879), 
p.  34;  Berl.  Ber.  (189'!  ),  p.  242-  —  Netto,  Acla  Mat.,  17  (1894),  p.  201  ;  J.  f. 
Mat  h.  y  114  (1895),  p.  345.  —  \\.-V.  Scott,  Lond.  Proceed.,  14  (i883),  p.  91.  — 
C.-V-  V.  Velzer,  Amer,  /,,  0(i883),  p.  164.  —  F)m,  Barbier,  Comptes  rendus^ 
î>r,  (i883),  p.  1843;  ibid.,  97  (i883),p.  8>.—  E.-J.  Sxysos,  Lond.  phil.  Mag.  (5), 
\\  (i><97)»  P-  396. 

(    )  Pi*:QrFT,  loc.  cit.  —  (i.  /.khfuhs,  /..  f.  .]fa//i.,  7  (1S82),  p.  49'». 
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rations  arithmétiques,  avec  quelle  ampleur  M.  Pringsheim  a  ex- 
posé les  idées  de  Cantor,  Dedekind,  Wcierslrass,  du  Bois-Rey- 
mond,  Krouccker  sur  les  nombres  irrationnels;  avec  quelle 
précision  il  a  traité  des  concepts  qui  se  rapportent  à  la  notion  de 
Itmilc.  Les  quelques  pages  qui  se  rapportent  aux  règles  de  con- 
veif^ence,  et  où  l'auteur  s'est  trouvé  obligé  d'analyser  brièvement 
ses  propres  recherches,  sont  particulièrement  intéressantes. 

MiM.  Uurkhardt  et  Meyer  ont  d'autant  plus  de  mérite  à  avoir 
entrepris  celle  œuvre  considérable  qu'il  leur  est  impossible  de  se 
faire  aucune  illusion  sur  son  caractère  provisoire.  Sans  aucun 
doute,  leur  Livre  contribuera  à  accélérer  le  mouvement  de  créa- 
lion  scicnlilîque  :  si  leur  œuvre  devient  rapidement  caduque,  c'est 
qu'elle  aura  beaucoup  servi;  sou hai Ions-leur  d'avoir  eux-mêmes 
à  la  refondre  un  jour.  Plus  lard,  dans  des  temps  qu'ils  ne  con- 
naîtront pas,  elle  acquerra  une  grande  valeur  historique. 

J.  T. 


Lbs  Savants  hodeiinbs,  leur  vie  et  leurs  traval'x. 
i  vol.  gr.  in-8%  vt[i-453  pages,  Paris,  Nony  cl  G",  181J9. 

Il  serait  à  souhaiter  que  tous  les  Mathématiciens  qui  ont  des 
loisirs  sussent  les  employer  aussi  fructueusement  que  M.  Re- 
bière,  qui  s'est  fait  l'hislorlcn  des  savants.  Après  ses  deux  pre- 
miers Ouvrages  ;  Ma  thématiques  et  Mathématiciens  et  Les 
Femmes  dans  la  Science,  qui  ont  eu  le  succès  que  l'on  sait. 
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Irop  près  des  savants  dont  il  parle  pour  oser  exprimer  une  opinion 
personnelle  ! 

Quoi  qu'il  en  soit,  tel  qu'il  est,  son  Volume  est  des  plus  inté- 
ressants et  nous  n'aurions  garde  d'en  déprécier  les  grands  mérites. 

L'Ouvrage  débute  par  des  Notices  sommaires  sur  les  Secrétaires 
perpétuels  de  l'Académie  des  Sciences.  Les  Secrétaires  actuels, 
MM.  Joseph  Bertrand  et  Berthelot,  n'y  figurent  qu'à  titre  de  mé- 
moire, car  M.  Rebière  s'est  fait  une  règle  absolue  de  ne  parler 
que  des  savants  décédés. 

Après  cette  rapide  énumération,  le  Volume  est  partagé  en  trois 
Parties  :  Les  Mathématiciens  et  les  Astronomes,  les  Physiciens  et 
les  Chimistes,  les  Naturalistes.  Dans  chaque  catégorie,  l'auteur 
passe  en  revue  tous  ceux  qui  ont  illustré  la  Science  et  que  la 
Science  a  rendus  illustres.  Ils  sont  soixante-quatre  :  de  Cassini  à 
(^hasles  et  Le  Verrier  pour  les  Mathématiques,  de  Mariotte  à 
Pasteur  en  Physique,  de  Tournefort  à  Claude  Bernard  pour  les 
Naturalistes. 

Cette  classification  des  savants  en  trois  classes  est  peut-être  un 
peu  artificielle.  Nous  savons  bien  qu'il  faut  adopter  un  plan  et 
mettre  de  Tordre  en  toutes  choses;  mais,  pour  notre  part,  nous 
aurions  préféré  simplement  Tordre  chronologique  ou  alphabétique 
à  cet  étiquetage  difficile  et  nécessairement  incomplet. 

Voici  Pasteur  qui  figure  parmi  les  Physiciens.  Il  est  vrai  qu'il 
fut,  au  début,  un  Minéralogiste  et  qu'il  entra  à  ce  titre  à  l'Aca- 
démie; mais  sont-ce  ses  travaux  sur  les  tartrates  qui  l'ont  rendu 
célèbre?  Voici  encore  Ampère  qui  est  classé  parmi  les  Physiciens. 
Or,  ne  fût-ce  pas,  au  premier  chef,  un  Mathématicien  et  des 
meilleurs?  Chacun  sait  qu'il  était  un  expérimentateur  maladroit 
el  un  analyste  subtil  et  profond. 

Ceci,  bien  entendu,  n'est  qu'une  observation  sans  grande 
portée,  qui  ne  veut,  en  aucune  façon,  diminuer  Tœuvre  de  M.  Re- 
bière. La  critique  n'est-elle  pas,  d'ailleurs,  une  preuve  de  la  sin- 
cérité des  éloges?  Et  nous  ne  saurions  trop  en  faire  :  à  Tauteurqui 
a  su  nous  donner  dans  ces  courtes  études  des  idées  claires  et  pré- 
cises sur  les  travaux  de  tous  ces  hommes  illustres,  aux  éditeurs 
qui  ont  pris  soin  de  nous  présenter  un  volume  agréable  à  Tœil  et 
orné  d'un  grand  nombre  de  portraits  authentiques. 

Cj.   Bourlet. 


PItEUIËHE  PAKTIB. 


NOTB  SDR  L'fiQDATIOK  DIFFËRBHTIBLLE  DE  LiPLUE 
ET  SUR  UKE  FORMULE  D'ABEL; 

Par  m.  C.  CAILLEK, 
ProfesMur  à   l'UnLïersilé  de  Genève. 

La  formule  d'Abel  dont  il  s'agit  ici  est  celle  de  la  fin  de  la 
page  99  de  ses  Œuvres  (éd.  de  MM.  Sj'Iow  el  Lie,  i"  vol.),  au 
inojen  de  laquelle  l'auteur  résout  l'équation  fonctionnelle 


/ 


'/■{  =  ) 'li  . 


-=)" 


■.^{x) 


par  rapport  à  la  fonction  inconnue  f{x).  La  formule  est  suscep- 
tible d'une  vérification  directe  fort  simple;  mais  la  lecture  des 
Mémoires  IL  et  LV d'Abel  (  i"  vol.,  p.  11-18  et  97-101)  prouve  que 
l'illustre  géomètre  fut  conduit  à  sa  formule  par  des  considérations 
plus  ou  moins  rigoureuses  empruntées  à  Talgorîtlime  des  difTé- 
reniielles  à  indices  quelconques.  A  ce  point  de  vue,  elle  s'est 
souvent  présentée  aux  auteurs  qui  ont  étudié  la  théorie  de  ces 
différentielles  dont  elle  est,  aujourd'hui  encore,  l'apiilication  la 
plus  intéressante. 

Je  me  propose  d'indiquer  ici  une  extension  assez  remarquable 
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Considérons  une  équation  diflTérentielle  de  Laplace  de  la  forme 

conlenant  (2/14-2)  constantes  rto,  (li,  «2>  •••?  «/<;  ^o,  Aii 
i-jî  •••1^/1  •  nous  nommerons  les  premières  (a)  les  paramètres, 
et  les  secondes  (A)  les  modules  de  Téquation.  Nous  représenterons 
souvent  par  ^(^)  une  intégrale  de  Péquation  précédente. 

Soient  maintenant  deux  équations  de  Laplace  de  même  ordre 
et  de  modules  égaux,  de  paramètres  quelconques,  ^i(^)  et).2(j:^) 
deux  intégrales  de  ces  équations.  La  fonction 


X3(x)=   /  'ki{j:)'ki{x  —  z)dz 


(Tintégrale  étant  prise  le  longd^un  certain  contour  dans  le  champ 
de  la  variable  complexe  z  entre  certaines  limites  fixes  ou  va- 
riables avec  x)  se  nommera  la  résultante  des  fonctions  X|  et).,. 
On  suppose,  bien  entendu,  Tintégrale  du  second  membre  déter- 
minée et  finie,  ce  qui  aura  Heu  si  le  contour  d^intégration  évite 
les  points  singuliers  des  fonctions  )h(-)  etX2(^  —  z).  Dans  la 
supposition  précédente,  et  moyennant  certaines  restrictions  que 
nous  établirons  plus  bas,  nous  allons  former  Téquation  diflféren- 
lielle  dont  dépend  la  résultante  A3. 

Désignons  par  «o,  «1,  . .  . ,  «/i  les  paramètres  de  A,  (x),  par  aj,, 
a\j  ...,  a',^  ceux  de  A2(x),  et  écrivons  leurs  équations  différen- 
lielles  ainsi  : 

Dans  la  dernière  substituons  à  la  lettre  x  le  binôme  (x  —  c), 
ce  qui  donne  lieu  aux  identités 


et  généralement 


— r    =   (—1)'    ■       ■ 

Ox'      ^      ^  oz'^ 
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L'équation  ('2)  transformée  peut  donc  s'écrire 

^(  *»  -i-r  +"1    .   „   ,    -•-■■-  +  *n^i) 


d"!. 


,    d—'X, 


4-(-.)''' 


équation  que  l'on  peut  mettre  sons  une  forme  plus  générale  par  la 
remarque  suivante.  Quelles  que  soient  les  indéterminées  a\, 
a,,  ...,  a',,  on  a  identiquement. 


..+  {-:)'.<X,J. 

En  ajoutant  terme  à  terme  cette  relation  avec  la  précédente,  nous 
obtenons  pour  ^g(x  —  z)  une  équation  aux  dérivées  partielles 
avec  «arbitraires  a",  indépendantes  des  modules  et  des  paramètres 
de  ^1  ;  en  outre  les  variables  x  et  s  s'^  trouvent  séparées,  l'un  des 
membres  ne  contenant  explicitement  que  la  lettre  x,  l'autre  que 
la  letlfe  s.  Cette  équation,  qu'il  faut  écrire  tout  au  long,  est  la 
suivante  : 
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Soll  A|  ce  lerme  additionnel,  il  viendra 

(al -+-  boX)  -^  -4-  (a\  -+-  bxx)  -j^  -h. . .-+-  «H-  ^, x)X3 

=  /Il  ^- J  X, (z) I^K^  60T) -^  ^- «  ^  ^.^)  —pi  + . . . 

Remplaçant  ensuite  au  second  membre  Ja  parenthèse-crochet  par 
sa  valeur  tirée  de  Féquation  (2  6/5),  on  aura 

/'i  -+-  2  (-')'''' fM^)«  -  <  -+-  biz)  ^-^^  dz     (i  =  o,  I,  2,  . . . ,  /ï), 

puis  intégrant   par  parties  et  désignant   par  /t2  Tensemble   des 
termes  intégrés 

lt(x  —  z)  dz  2^-^^^^l(a''i  —  a'i  -h  biz)li] 
(1  =  0,  1,  ...,  n), 


ou  encore 


formule  générale  lorsqu'on  pose  par  définition  6_i  =  o. 
Déterminons  maintenant  les  arbitraires  aj  par  la  condition 

a)  =  a,-h  a'i  —  (n  —  /-+-  i)6i_i        (e  =  o,  i,  2,  . . .,  /i), 

CD  aura 

quantité  égale  à  zéro  d'après  l'équation  (1).  Ainsi,  en  posant 
encore,  pour  abréger,  h  =  A|  -|-  ^2,  nous  obtenons  l'équation  dif- 
férentielle de  la  résultante  )^3(:r)  sous  la  forme 

(3)     (a;-+-6or)X^3'*)-f-(cfî-f-^,a:)X'3''->'-h...-+-(«;;-h6«a:)X3  =  //; 

sauf  le  second  membre  h  c'est  une  équation  de  Laplacc. 

Les  intégrales  de  (1)  et  (2)  désignées  par  X,  et)v2,  ainsi  que  les 
limites  de  l'intégrale  résultante  )v3,  sont  restées  indéterminées. 
Nous  allons  les  choisir  de  manière  à  rendre  nulles  les  deux  quan- 
tités /i|  et  /12  :  on  a  alors  h  =  o  et  la  résultante  vérifie  une  équa- 
tion de  Laplacc,  de  même  forme  que  les  deux  composantes.  Le 
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choix  que  nous  allons  faire  n'est  pas,  Uni  s'en  faut,  le  seul  qui 
remplisse  la  condition  requise  :  il  suflîra  au  but  restreint  que 
nous  avons  en  vue  présentement. 

Nous  supposerons  désormais  constamment  a,^o,  a'^^  o, 
&(=■;  d'où  résulte  a^^o.  La  supposition  a  pour  but  de  faire 
coïncider  entre  eux  et  avec  l'origine  les  points  critiques  éven- 
tuels des  fonctions  composantes. 

L'équation  déterminante  relative  à  l'une  des  composantes,  la 
première  par  exemple,  s'écrit 


r(r 


.|)(r-a)...(/- 


il  existera  donc  une  intégrale  delà  forme  "/.,{j:)  =  j'"~''i"' l*(x). 
expression  dans  laquelle  I'(j')  désigne  une  série  de  puissances, 
convergente  à  toule  distance  de  l'origine  et  assujettie,  si  l'on  veut, 
il  la  condition  accessoire  P(o)  =3  1.  On  peut  dire  que  celte  inté- 
grale, unique  de  son  espèce,  appartient  à  l'exposant  n  —  o,  —  1  : 
ce  seront  les  fonctions  de  celle  sorte  que  nous  représenterons 
désormais  par  le  signe  À,  auquel  nous  substituerons,  en  cas  de 
besoin,  Iclableaudes  paramètres  {a,,a2<  ....a„)ou  lesvmbole(f7,'). 

L'existence  d'une  intégrale  déterminée  unique  appartenant  à 
l'exposant  (n  —  a,  —  1)  a  lieu  sans  restriction  aucune  si  a,  n'est 
pas  un  nombre  entier.  Lorsque  a,  est  un  entier  négatif  ou  nul  le 
fait  reste  encore  exacl. 

Si  a,  est  un  entier  positif  au  plus  égal  an  —  1,  l'équation  dé- 
terminante possède  n  racines  entières  dont  deux  égales  au  nombre 
entier  n  —  fl|  —  1  ;  sî  n,  est  un  entier  supérieur  à  (n  —  1),  les  ra- 
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qui  y  figurent.  La  substilulîon  de  cette  valeur  dans  Téquation  dif- 
férentielle (i)  fournit,  après  quelques  réductions  faciles,  la  relation 
récurrente 


i  =  n  —  l 


bnOLr^n  "+*      ">]     ^7,r[rt|-hl  "H  ^<(r  —  /l  -H  I )]«,-/  =  O 


1  =  0 


dans  laquelle  le  coefficient  ÂVr  représente,  pour  abréger,  Texpres- 
sion  numérique  (r  —  i)(r  —  i  —  r)  (/•  —  / —  2). .  .(/•  —  n  -\-  2)  el 
doit  être  remplacé  par  Tunité  pour  i=in  —  1 . 

Prenons  l'exposant  initial  r  égal  à  Tune  des  valeurs  o,  1,  . .  ., 
(/!  —  2)  :  chacun  des  coefficients  du  tableau 

"0,r-4-li      ^*l.r-f-l> 

^'o.r-J-îî      "l,/--+-5î      A«,;.-|-2. 


est  nul,  tandis  que  les  suivants  /»V,//-i,  /»\,//i  •  •  •  sont  tous  diffé- 
rents de  zéro.  Grâce  à  cette  circonstance,  la  récurrence  précé- 
dente laisse  arbitraires  les  coefficients  a;.,  a^+i,  oir^^y  •  •  •?  ^n^2  et 
détermine  les  suivants  a„_,,  a„,  a,,^,,  ...  eu  fonction  de  ceux-ci 
par  des  formules  finies  donnant  naissance  à  des  séries  conver- 
gentes. Le  fait  demeure  exact,  quel  que  soit  le  dernier  facteur  de 
réquation  déterminante  [«i  -h  f^o('*  —  ''  +  0]  ^^  '^^^  même  qu'il 
deviendrait  égal  à  Tune  des  expressions  /•,  /•  —  !,...,(/•  —  n  -{-  2). 
Il  existe  ainsi  (n  —  r  —  i)  intégrales,  linéairement  indépen- 
dantes, commençant  par  la  puissance  œ^]  si  Ton  attribue  à  r  les 
valeurs  o,  t ,  2,  . . . ,  (/i  —  2)  successivement,  il  est  clair  que  l'en- 
semble des  intégrales  ainsi  obtenues  forme  un  faisceau  de  (n  —  i) 
fonctions  seulement,  linéairement  distinctes.  On  peut  évidem- 
ment choisir  comme  base  du  faisceau  (n  —  1)  intégrales  distinctes 
des  formes  suivantes 

.>'o  =     I    —  ;j^o    -r"  '  -■-  ''o     •'^'"-^  — 

>•;  =     .r*     -^-  ;i.2      -r''    '  -r-  Vj      .r«  4-  .  .  . . 


n-2  —  ''  —    ,•*«— 2'  ^^    'II-  t' 


n  —  \  -i-  «i..     ..  r'/  _:- 
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les  autres  intégrales  étant  comprises  dans  la  formule 

c„y„  -+-  <-,^,  + . . .  -^  c„.,j'„.,. 

Les  intégrales  dépendent  des  paramètres  a, ,  uj,  .•.,(!„  et  en 
sont  des  fonctions  continues,  tant  qu'elles  restent  finies  :  si  donc, 
par  suite  de  la  variation  de  a,,  l'expression  n  ~  a,  —  i,  d'abord 
fractionnaire,  converge  vers  l'une  des  valeurs  entières  o,  i ,  — , 
(n  —  2)  ou/-,  rinlégrale).^  qui  appartient  à  rcs|>osaDl(/j  — a, —  1) 
finira  par  se  confondre  avec  l'une  des  intégrales  du  faisceau  pré- 
cédent :  elle  commencera  par  la  puissance  x'  et  sera  du  type 
suivant  :  CrjTr-i-  Cr+tj'r+t  -i-  ■  -  ■  Cn_i^«_ï-  Deux  intégrales,  primi- 
tivement distinctes,  en  fournissent  donc  une  seule,  déterminée, 
leur  limite  commune,  jouant  pour  ainsi  dire  le  rôle  de  solution 
double  de  l'équation  différentiel  le.  Celte  solution  double  sera  de 
nouveau  dite  appartenir  à  l'exposant  n  —  a,  —  1  et  représentée 
par  les  symboles  /.^  o»  {a,,  a^,  . ...  a„)  ou  encore  (a,).  Le  coef- 
ficient de  son  premier  terme  est  égal  à  l'unité. 

Mais  si  l'exposant  (n  —  a,  —  1)  est  enlier  et  négatif,  il  est  clair 
que  la  récurrence  donnera  des  valeurs  infinies  pour  les  coeffi- 
cients a^.  On  sait  qu'il  n'existe  plus  alors  d'intégrale  appartenant 
à  l'exposant  (/i  —  a,  —  1)  :  le  signe  À  ou  (n,)  perd  dans  ce  cas  toute 
signification. 

Ces  préliminaires  achevés,  considérons  deux  fonctions  X,,  ï,, 
ou  (o,)  et  (ff/),  de  mêmes  modules,  et  leur  résullante_>'  entre  les 
limites  o  et  x,  soit 
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lent  Tune  et  l'autre  pour  x  =  o  avec  leurs  (n  —  i)  premières  dé- 
rivées. Dans  celle  hypothèse,  il  est  alors  évident  que  les  deux 
parties  A|,  A2  qui  forment  le  terme  h  sont  séparément  nulles. 

En  résumé,  sous  la  double  condition  «i  <I  o,  a\  <!  o,  il  est  dé- 
montré que  la  résultante^  vérifie  Téqualion  différentielle 

(4)     a:y«i4-(a';H-6,2-)y«-»)-H(rt;-^6ja:)^(«-2^-h...-h(a;-h^>;,a:)7  =  o, 

avec 

a}  =  af  -i-  a)  —  {n  —  i  -+•  i)/>/-i         (  /  =  i ,  2,  3,  . . . ,  /i ). 

Lorsque  x  est  infiniment  petit,  il  en  est  de  même  pour  j^  et  le 
terme  principal  étant  évidemment  égal  à 

L  '  r(7./i  — «,  —  «,) 


•-0 

ou  encore 


r(7i  — rt,)r(/j  —  n'^        „  , 


r(/i-«';) 

on  conclut  que  j^  ne  diffère  de  l'intégrale  A^-,  appartenant  à  Tex- 

posant  n  —  «,  —  i ,  que  par  le  tacteur  constant :rq— —x • 

En  d'autres  termes,  la  résultante  des  fonctions  {a^)  et  («^)est 
égale  à  la  fonction 

Je  dis  de  plus  que  la  formule  obtenue 

(d)  jp.     _^.T -U'{^)=  j     Ki{z)\a-{3^  —  z)dz 

demeurera  vraie  lorsqu'on  remplacera  les  inégalités  t/|  <^  o,  a\  <^  o 
par  celles-ci  plus  compréliensives  ai<^ny  a\<^n^  suflisanles 
d'ailleurs  pour  la  convergence  de  l'intégrale. 

Admettons  d'abord  que  les  nombres  ^,,  a\j  a]  soient  tous  trois 
fractionnaires.  Les  séries  )^a(3),  ^«'(x  —  z)  étant  absolument  con- 
vergentes, on  peut  former  leur  produit  en  groupant  ensemble  les 
termes  de  m""™*'  dimension  en  .r  et  :?;  de  plus,  en  faisant  abstrac- 
tion du  facteur  :;""''•"' (j* —  :?)"-«■-*  commun  à  tous  les  ternies 
et   qui    peut  devenir    inlini    aux    limites    de  l'intégrale,  la  série 

Bull,  de»  Sciences  mcithém.,  2*  série,   l.  WIII.  (Fé>ricr  i!^<nj.)  S 
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sera  unirorménienl  convei^enlc.  La  difTérence  entre  le  produit 
>.a(-)Àa(x  —  ;)  et  la  somme  des  p  premier^  termes  de  noire 
série  peut  donc  se  représenter  par  tpZ"~''~'{x  —  s)"""'"',  expres- 
sion dans  laquelle  le  facteur  tp  décroît  uniformément  jusqu'à  zéro 
à  mesure  que  p  augmente.  La  limite  de  l'intégrale 


.('- 


-i(^ 


est  donc  aussi  /.éro  et  l'on  peut,  jiar  suite,  intégrer  la  série  terme 
par  terme.  Dans  celte  intégration,  le  terme  de  /«'"^^""dimension  en 
^  el  =  fournit  un  résultat  de  la  forme  '^' "  7"„' l^l"  ~  "' ^  A^jt"-*-' 
et  le  coefficient  A„  s'exprime  rationnellement  en  fonction  des 
paramètres  a,  et  a\.  Or  ce  coefficient  doit  coïncider  avec  celui  Au 
même  terme  dans  Xa»,  lorsque  a,  et  a\  sont  tous  deux  négatifs, 
l'identité  (5)  avant  sûrement  lieu  dans  ces  conditions  :  mais 
comme  les  coelliclents  du  développement  Â„-  son!  également  ra- 
tionnels en  ai  el  a),  l'identité  subsiste  nécessairement  quelles  ^uc 
soient  les  valeurs  numériques  de  ces  coelllcienls. 

Si  inènie  l'un  ou  l'autre  des  cocificients  /7,,  n\,  a\  devenait 
entier,  il  n'v  aurait  rien  à  clianger  au  fond  du  raisonnement  pré- 
cédent :  la  conclusion  subsiste  en  toute  circonstance,  tant  du 
moins  que  17,  et  a\  restent  inférieurs  à  n. 

IjC  raisonnement  précédent  met  du  reste  en  lumière  le  caractère 
algébrique  du  théorème  (5)  :  il  est  é(pii valent  à  tine  série  d'iden- 
tités, de  forme  rationnelle,  liant  les  coefficients  des  trois  fonc- 
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et   la  fonction  X   appartenant   à  Texposant  q  se   trouve  c{^ale  à 

{—')  r[i  -\-  q)(axyjq{2i^â~x)^   si  )*on  représente,  comme  de 
coutume,  par  J^(j:)  la  fonction  de  Bessel  de  première  espèce 


x'/ 


L        i!(i-+-(7;  "^  2!(i-4-7)('24-7)  J' 


développement  dans  lequel  q  est  un  nombre  quelconque,  positif 
ou  négatif,  supérieur  à  ( —  i).  Malgré  la  présence  des  signes  am- 
bigus X*,  \/xy  (-j    qui  figurent  dans  sa  définition,  la  fonction  X 

est  parfaitement  déterminée  et  voici  son  développement  en  série 
que  nous  représenterons  par  ^q{oc)  : 

•'  i!(<y-i-i)        '2l{q  -hi)(q  -r-'i) 

"^  ~^I(^/  -^  l)(7H--2)(</-4-  3)         '  *  *  ' 

pour  le  cas  a  =  i.  On  a  d'ailleurs  constamment  \t^=^  —  ^q{^^) 
pour  «  p^  o  et  Afl  =  x^  pour  a  =  o. 

Il  est  souvent  avantageux  pour  la  symétrie  des  formules  d'envi- 
sager une  fonction  un  peu  plus  générale  que  'fq{'^),  la  suivante 

J"/-r  -r— r i ;—. : H 


>•/'(/'"+- 7^      >^p^{p  -^  q){>'P  -^  g  )     '        /ilp"(x'^     '    ' 

avec  0L„=  (p  -\-  q){'Ap  -\-  q){':^p  -i-  q).  ,  ,{np  ^  q),  Nous   la    re- 
présenterons parcp(a:;  /?,  q)  ou  rsp^g{x). 

Il  est  clair  que  cp,^^  ou  'f(x;    i,  q)  est  égale  à  'fy(-'*);   d'autre 
part,  la  relation  d'homogénéité 

permet  de  ramener  toujours  la  fonction  générale  Op^q  à  la  forme 
particulière  'fç(.r).  Enfin   cp(j:;/>,  q)  vérifie  récpialion  difieren- 

tielle 

d-  y  dy 

jc     y.  —iq  —  i)^ .r/>->  )'  =  (), 

et  sa  liaison  avec  la  fonction  de  Hessri  s'exprime  ainsi 
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La  formule  rondamenlale  (5)  esl  ici 


\f    ?,(«s}7r[A(^-=)lrf= 


i-y)r(i- 


!■(■/ 


— ^,f,.^,I^fa-4-fr)]. 


et  l'on  pourrait  y  supposer  x  =  i  sans  rien  perdre  en  généralilë. 
Si  l'oD  remplace  la  fonction  a  par  J,  les  quantités  ^i\^a,  ii\/l} 
])ar  a  et  6  respectivement,  cnlin  la  variable  z  d'intégration  par 
cos^ïi,  la  formule  précédente  deviendra,  sauf  changement  de  ^en 
m  —  1  et  de  /■  en  /!  —  i , 


valable  pour  m  >  o,  n  >  o,  n  et  t  quelconques. 

La  formule  est  susceptible  d'une  troisième  forme  pai 
tion  de  la  fonction  «p,,(:i:)  :  elle  s'écrit  alors  (q^o) 
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formule  exacte  pour /*>>o,  quel  que  soil  a.  Faisons-j  a=  i  el  r 
égal  à  rentier  n  ;  corame  on  a  évidemment 

on  conclut  par  comparaison  avec  la  précédente 

a„  désignant  toujours  le  produit  (/?  H- 7)('-^/> -h  7).  •  •(/*/>  H- ?)• 
Reprenons  (8)  et  faisons-y  r  =  o,  puis  égalons  de  part  et  d'autre 
le  coefficient  de  bP'*]  on  obtient 

L       (a/'-i-p)/'       J 

après  la  diflférentiation,  il  faut  au  second  membre  remplacer  |â 
par  zéro.  Posons  encore  a=i,  la  formule  précédente  pourra 
s'écrire  sous  la  forme 

d'où,  en  se  reportant  à  Téquation  (9),  la  formule 

(M)  ?..«.^.(-)  =  »»— f.-^^)''^'.^^- 

Les  équations  (10)  et  (11)  contiennent  toute  la  théorie  du  dé- 
veloppement en  fraction  continue.  En  effet,  si  l'on  prend  le  cas 
le  plus  simple  n  =  i ,  on  aura 

Mettons  dans  cette  dernière  p  -i-  q,  2p  -h  q,  ...  à  la  place  de  q 
et  éliminons  'f,,.^^^^,  ^p.-ip+q^  ...  à  l'aide  de  la  première;  il  est 
clair  que  '^p.np^'f  prendra  la  forme  u'^  -h  v^',  ix  cl  v  étant  deux  i)olj- 
nomes.  Il  existera  donc  une  relation  linéaire  entre  trois  fonctions 

contiguës  'fp,,ip+^f;  ^p,in-\)p^q]  ?p,(/i-2)/>+v  Le  résultat  explicite 
qu'on  obtient  est  le  suivant  : 
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En  posant 


on  aura 

(.3)  I 


obéissant  à  la  même 


An  et  B„  représentent  deux  poljnomei 
loi  de  récurrence 


(i-i) 


(    A„+i  —  (  pn  -7-  q)\„  -t-  J'/'An-i. 
j    B„+,  =  (yin-r  7)11,1-1- J-^B„_|, 

avec  les  valeurs  initiales  Aj,^  i ,  A)  ^  ^,  Bo^=  o,  li,  ^  jr,  de  sorte 
que  -^  est  la  n'"^'  rédiiilede  la  fraction 
constituantes  sont 


e  dont  les  fractions 


W'  f-^'l'  ■^/'  +  ?'  i/'-r-'i       !' 


sauf  une  variante  dans  les  notations  ;  ces  polynômes  A„  et  li„  sont 
ceux  auxquels  M.    II.  Graf,    dans  ses  importants   travaux  sur  les 
fonctions  de  Besscl,  a  donné  le  nom  de  polynômes  de  SchlœJU. 
On   a  trouvé  ci-dessus   deux   expressions   pour  la  différence 

A„a-B„»' 


A„y. 


...,=^,..,..=<^j;,..,,.,.^-.- 


)-dz. 


et  comme  l'une  et  l'autre  tendent  vers  zéro  pour  x  grandissant, 
on  conclut  que  la  fraction  continue  précédente,  prolongée  à  Tin- 
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a  été  question  ci-dessus.  Quant  au  polynôme  C,i,  il  satisfait  à  la 
récurrence  suivante 

~p~  )       {Ti^ijl 

et,  en  outre,  aux  conditions  initiales  Co=  i,  C|  =  <y 

Comme  seconde  application,  considérons  quelques  intégrales 
définies  liées  aux  fonctions  hesséliennes  :  elles  sont  en  très  grand 
nombre,  comme  on  sait,  et  beaucoup  d'entre  elles  ont  de  rim[)or- 
lance  pour  la  solution  de  problèmes  de  Physique  mathématique. 
L'équation  fondamentale  et  d'autres  analogues  qu'on  déduira  de 
Ja  proposition  générale  exposée  ci-dessus  en  choisissant  différcm- 
ineiit  les  limites  des  intégrales  sont  une  source  presque  inépui- 
sable de  pareilles  relations.  Je  me  bornerai,  pour  ne  ))as  allonger, 
à  citer  quelques-unes  des  plus  simples. 

Remarquons  d'abord  les  formules  Jj^(^)  =  I /^  sinx  et 
J    ,  (j:)  =  4 /-^  cos x,  puis  faisons,  dans  (7),  ni  =  ~t  il  vient 

V/  ~  I      sin«îp  cos(a  coso)J«_i(6sincp)  û?,3=  -J       li  \/ a^ -t- b^j . 

iai-hb^)      *         * 

Supposons  alors  b  infiniment  petit  et  remplaçons  les  lettres  n 
et  Cl  par  n  -^  -  el  x  respectivement  :  la  formule  précédente  donne, 
pour  n  entier  et  positif, 


'À  x"  r 

(i3)  J„(x)= r-^ /      sin2«o  cos(ir  coso  )  ^'^. 

-  1 . 3 .  J . . .  (  i  n  —  1) .,/, 

(Test  l'expression  ordinaire  de  J,/(j:^)  en  intégrale  définie.  On 
voit,  du  reste,  que  Jrt(x)  peut  s'exprinicr  plus  généralement  au 
moyen  d'une  intégrale  définie  contenant  un  paramètre  arbitraire. 
En  effet,  si  Ton  écrit  la  formule  (G)  sous  la  foruie 


/     o        I (  rt  «  )  o       1  [ ^ ( I  —  z)\dz 


jo  i>iu:mië]<h  partee. 

avecc^a  +  b,  le  but  est  atteint;  car,  met  n  étant  entiers,  s  ,et 
!p  1  s'exprimeront  par  des  e s pone miellés  et  des  quantités  algé- 
briques. Le  résultai  précédent  contient  une  infinité  de  formules 
particulières  :  en  voici  une  assez  remarquable 


=  (-i)"i.3.i...(î 


■i)(A«!p,., 


Afl  et  U„  désignant  encore  les  polynômes  de  ScblscQi. 
La  même  formule  donne  encore  pour  un  cas  spécial 


9)cos(tsinç)rf.p=  ^J„{/. 


qui  devient,  pour  /*  =  ai. 


f     cos(«<-osçUos(aisiT.o)rf<f  =  ^; 

cette  dernière  sera  utilisée  plus  loin. 

I^a  formule  {7)  est  susceptible  d'une  extension  reinarqui 
laquelle  je  terminerai  ces  brèves  applications.  Pour  sin 
nous  emploierons  la  fonction  <fq{^),  pins  maniable  que 

ou  Jm(j-). 


ble  par 
iplifier, 

?P.î(^) 
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©v+{i+7+i  et  cpv4.jM.7+2j  oïï  voit  la  formule  se  reproduire  sans  autre 
changement  que  celui  de  v  en  v  + 1 .  Elle  est  donc  générale,  el  l'on 
peut  trouver  sans  difficulté  la  loi  des  coefficients  p\}  et  o-jf. 
Considérons  maintenant  l'intégrale 


1    z'^z'^''  Oç{az)^^q(bz')dz 


où  Ton  a  fait,  pour  abréger,  z'  =  i  —  s  et  où  v  et  v'  désignent 
deux  entiers  positifs  quelconques.  D'après  ce  qui  précède,  elle  est 
décomposable  en  un  nombre  fini  d'intégrales  de  la  forme 


I. 


1 
9^+^{az)^^^^'(bz')  dz^ 


dont  la  valeur  est  assignable  par  la  formule  fondamentale. 
Autrement  dit,  l'intégrale 


« 


/     cos'*-'-*'*'ç  sin'«-^*'»«'o  J;,_i(a  cos<p)  J,„_i(6  sintp)  rfo 

peut   s'exprimer  rationnellement  par  des  fonctions  J  de  divers 

indices  et  d'arguments  tous  égaux  à  \Ja'^-\-b^:  ces  fonctions  J 
sont  en  nombre  fini.  On  suppose  m'  et  ni  entiers  et  positifs; 
quant  à  m  et  /i,  ils  sont  quelconques  positifs. 

On  peut,  dans  le  cas  où  m  et  n  sont  entiers,  généraliser  ce  ré- 
sultat; m'  et  /i'  peuvent  être  alors  supposés  entiers  et  négatifs  : 
l'intégrale  s'exprime  toujours  par  un  nombre  fini  de  fonctions  J, 

d'arguments  égaux  aux  nombres  <7,  6,  ou  c  =  y/a- H-  b-. 

Pour  prouver   ce   dernier  point,  je   rappelle  que   lors(|u'une 

fonction  y  vérifie  la  condition  -.  n  ^^/(^)  ^^  4"^  ^^^  ('^ —  0  P^^" 
inières  dérivées  sont  nulles  pour  x  =  o,  on  a 


Soit  alors  Tintégralc 

<J7)  ^=  f  :t ??(«-) ?7(<^-')^-' 

dans  laquelle  A  est  un  entier  inférieur  ou  égal  à  r/,  de  manière  que 
rinlëgrale  a  une  valeur  finie.  Il  est  clair  c|uc  les  (A  —  i)  premières 
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dérivées  de  X  par  rn^part  à  la  variable  ei  sont  nulles  pour 

Mais  on  a 

9i;'-'/('/-n...('/-"+rl»,-„ 
et 

i^  =  y(7-').-.(7-"-u^„(^„). 


et,  par  suite, 


-n  +  t)  f  ç,_-,f«-)ç,.(, 


'/'■'/' ^';'°_!l^„^(„v 


Oii  a  pose,  [Knir  ol)régcr,  -i^q  -\-  q' - 
dernière  écjualion  l'on  tiie 


,(■  =  ,(  4  i.  Delà 


1  vl(l  — I)!       ^/^  (a  +  ijv 

'       =  vl(x-ijl         /        -C  ÇvfTI'/ï. 


Soit  de  inéiiie  Y  l'intégrale  générale 


'  =  /    -^-^— — j-^, <•-,       '■  =  '/,       ^  =  '/  ; 

en  imitant  la  marulie  |irécédenle  et  posant,  pour  abréger, 
pz=r/  +  Y' — À  —  ).'+!,  ou  trouvera  sa  valeur  par  une  intégrale 
double,  de  forme  sjnictrii{ne, 
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ilernièrcs  sont  à  leur  tour  iotégrables,   sous  forme  finie,   par  la 
relation  (i5). 

Les  formules  (i8)  et  (19)  ont  élé  démontrées  exactes  pour  X  et 
a'  entiers  :  on  peut  prouver  qu'elles  subsistent  même  pour  des 
valeurs  fractionnaires.  Elles  contiennent  un  grand  nombre  de  ré- 
sultats intéressants.  On  a,  par  exemple,  (c  =  y/^z-H- &-), 

I      J,(acoso)Ji(6smcp)</^  = -^^ 5 


*  0 
I      cos'^  Ji(rt  cos<»)  Ji(o  siuç)a^  =  j > 

sin'o  Ji(a  cos'f  )  Ji  (o  sincp)  a©  ~ 


/ 


0  °<^ 


« 


I      siii^îp  cos*o  JiCa  cosç)  Ji(^  sin'i)  ^/cp  =  —  Ja^/*)- 

D'une  manière  plus  générale,  on  peut  obtenir  sous  forme  expli- 
cite les  intégrales  de  la  forme 


TZ 

i 


0 
vl  de  là  on  conclut  que  si  l'on  pose  en  série  de  Fourier,  valable 


eotre  ©  =  o  et  es  r=  -  » 


Js//i-»-i  («  coso)  Jsrt+i  (  b  sin  ^ ) 

=  -  Ao-4-  Al  cos'ïçp  -f-  Aj  cos  îç)  -h. .  .H-  A/  cos2/cp  -+-..., 

Ions    les   coefficients   A    sont   cxpriniablcs    sous    forme   finie   en 
ionction  des  J  d'arguments  a,  h  ou  c. 

J'observe  encore,  en  terminant,  f|ue  l'équation  (5  bis)  n'est  pas 
la  seule  é(]uation  de  Laplace  intégrée  |)ar  des  fonctions  de  Bessel  : 
plus  habituellement  n)éme,  on  y  substitue  celle  autre  équation 


i/" 


d^  y                         ri  y 
X  -.  '-  —  (  2  «  —  I  ) :-  jry  —  o 


cidniettant    la    solution     )==./•"  ,1 ,/(./').    cl    Ton    peut    alors   poser 
À=  'A"r{\-i-n).r",],,{.r'). 
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L'ëquation  fondamentale  donne  ensuite  la  relation 

j"   ar''(.-a:)''-J„{«:r,J„.[«(i-x)]rfx=A^|j^^^,^,(«) 

dans  laquelle  A  représente  la  constante 

r{'^rt  +  ,)r(2«'+i)r(n-i-n'-i-|) 
*=  r("-i-i)r(n'+i)rta/.  +  i/i'+2)  • 

TROISIÈME  PARTIE. 

Laissant  maintenant  de  côté  toute  application  particulière  je 
passe  à  la  généralisation  de  la  formule  d'Abel.  Reprenons  la  for- 
mule fondamentale  (5),  en  supposant  désormais  le  dernier  mo- 
dule l>„  égal  à  zéro. 

Dans  ce  cas,  si  le  premier  paramétre  est  différent  de{n  —  i),  la 
dérivée  de  la  fonction  X  =^(121,  «s,  ...,  ««)  vérifie  une  équation  de 
Laplace  aux  modules  (h,,  bj,  . . .,  b„_,,  o)  et  aux  paramètres 
fli-|-  I,  a-2+  b,,  . ..,  rt„+  6„_(  ;  c'est  par  cette  remarque  que  les 
considérations  actuelles  se  rattachent  au  calcul  des  différen- 
tielles à  indices  quelconques. 

La  dérivée  X^,  appartient  à  l'exposant  ra  —  a,  —  2  et  la  comparai- 
son des  termes  du  degré  minimum  fournit  la  relation 

K^(rt-ai  —  i){<i,-i-t,  a,+  6,,  aj-h  61,  ...,  a„-(-6„_,) 
=  («-«i-i)(«/+A,-.)- 
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Le  résultat  précédent  n'est  démontré  ci-dessus  que  pour 
ai<Zfi  —  i;  toutefois  la  conclusion  demeure  exacte,  dans  le  cas 
limite  ^i  =  /i  —  i^  a\  =  n  —  i ,  ainsi  qu'on  le  voit  aisément. 

Il  s'agit  maintenant  de  déterminer  la  fonction  [[n  —  /)^/_i]. 
Son  premier  paramètre  étant  un  entier  inférieur  à  «,  c'esl  une  so- 
lution double.  Pour  obtenir  cette  solution,  il  faut  procéder  comme 
il  a  été  expliqué  ci-dessus.  Supposons  ai  fort  peu  difi'érent  de 
(n  —  i)  ou  égal  à  n  —  i  H-  £,  puis  cherchons  la  limite  vers  laquelle 
tend  la  fonction  }.a^  lorsque  s  se  rapproche  de  zéro.  Soit  donc 

cette  fonction  développée  en  série.  Les  coefficients  doivent  êlre 
déduits  de  la  récurrence  de  la  page  3i,  dans  laquelle  on  fera 
Oi  =^  n  —  I  -h  s,  ai=(n  —  /)6/_i  :  la  récurrence  contient  donc  ici 
(/i  —  i)  termes  seulement,  à  cause  des  égalités  a,i=  o,  0,1=  o. 

Les  nombres  a^,  a^..!,  ar_2,  •••>  a^_,,^2  s'y  trouvent  affectés 
respectivement  des  coefficients 

(r—  e)*(r  —  i)(r  —  2). .  .(r  —  /i-f-'2),         (^—  i)*(''  —  2). .  .(r — n  ■+■  '?.), 

contenant  chacun  un  facteur  carré;  le  dernier  terme  a^./i^.!  fait  seul 
exception  à  cette  règle  ayant  (/•  —  n  -\-  i)  comme  coefficient.  En 
posant  r  =  I  4-  s,  on  aura  deux  termes  à  considérer  :  le  premier 
d'entre  eux,  coefficient  de  a,_,_c  est  du  premier  ordre  de  petitesse, 
le  second  tout  connu  est  du  second  ordre  :  leur  quotient  ai^g  est 
donc  du  premier  ordre.  De  même,  en  faisant  /•  =  2  -h  £,  on  aura 
trois  termes  en  présence  :  les  coefficients  des  lettres  a, ^g,  a^^csont 
tous  deux  du  premier  ordre,  tandis  que  le  terme  tout  connu  est  du 
second;!  ainsi  a2^£  sera  du  premier  ordre.  En  continuant  ce  rai- 
sonnement, on  verra  que  les  coefficients  oLi^,  ^2+z^  •  •  •?  ^n-2^  sont 
tous  infiniment  petits  du  premier  ordre.  Faisons  enfin  r=:n  —  1  -f-£; 
le  coefficient  de  a,i_i^£  est  fini,  les  autres  sont  infiniment  petits  du 
premier  ordre.  La  conséquence  s'étend  donc  au  coefficient  a,/_,_^£ 
qui  est  encore  du  premier  ordre  :  le  même  fait  aura  lieu  d'ailleurs 
pour  tous  les  coefficients  suivants  a,i_^c,  a„_^,^£,  ...,  lesquels  se  dé- 
duisent des  premiers  par  une  récurrence  dont  les  facteurs  sont 
tous  finis. 
On  a  donc 
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sons  les  n;sprvc3  (li'j.n  - 
ini-galilésprécédcnlcs,c< 
niMiitrunl  que  l'on  aura 


,rt',<n,  <ii-i-a\=:i{ii  —  i)bi_,.  Les 
binées  avec  l'équalion  fl,+o',  ^a« — 3, 


Il  osL  m»iiilrnHnt  fiicile  ilc  généraliser  la  formiilc  d'Abel  :  les 
sii[)posilions  el  les  noialions  |)récéclenles  sont  strietenicnt  iiiaiti- 
leniies  dans  ce  qui  suit. 

Je  dis  q)ie,y(j)  el  F{.r)  élant  deux  funclions  de.rdonl  In  prc- 


réduil 


l'on  a  la  relal 

Les  fonnulcs  préci'dcnlcs  sonl  remurqiiiililcs  par  leur  svmélric 
presque  oymjilèle  par  rapport  aux  finiclious/(.r)  et  F(,r);  la  for- 
mule d'Abel  <'orrcspond  au  eas  le  plus  simple  «  =  i .  On  déiiiOD- 
triM-ail  aisément  resactitude  de  noire  proposition  en  iina};innnt 
fix)  développée  en  série  <le  la  formr 
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ou  encore  en  inlervcrtissanl  Tordre  des  inlégrallons 
/     f\u)du  f    \a-{x-z)V^{z-u)dz 


u 

.r  —  it 


«  0  «0 

Or  la  seconde  intégrale,  aux  limites  o  clx  —  f/,  n'est  antre  chose 
que  la  résultanle  des  fonctions  V^  et  A^',  la  variable  se  nommant 
maintenant  x — u  au  lieu  de  x.  Cette  résultante,  on  l'a  vu,  se 
réduit  elle-même  au  produit  constant  V{n  —  a\)T(^n  —  a\)\  la  for- 
mule à  vérifier  est  donc  simplement 


C  fi  " 


)du  —  fix). 


ce  qui  est  juste,  puisque  f{p)  a  été  supposé  nul. 

Le  théorème  précédent  donne  la  résolution  de  l'équalion  fonc 
tionnelle 


{11)  f      V'(  5  )  Xa'  (  ^  —  -^  )  <f^  =  /{ ^  K        n  >  a\  ^  n 


dans  laquelle  F(:;)  est  la  fonction  inconnue,  sous  la  forme 

Y{n  —  ai)V(n  —  a\)r(.r)^.  j      f  iz)la{x  -  z)  dz, 

•  0 

formule  qui  devient  indépendanlc  de  Thypothèse  /(^o)  =  o  lors- 
qu'on l'écrit  ainsi 

(:>.3)  V{n-n,)V{n^a\)Y{x)=  f    /(zM'Jx  -  z)  dz. 

•  0 

Si  dans  ré(|uation  (  •>-:>. )  on  avait  r'/',  <!/?  —  i,  onjSourrail,  par  des 
didérentiations  préalables  sans  iniluence  sur  la  forme  de  Técjua- 
lion,  ramener  le  |)aranïètre  {f\  entre  les  deux  limites  n  —  i,  n.  I^a 
solution  précédente  de  l'équation  fonctionnelle  (2?.)  doil  donc  être 
regardée  comme  générale. 

Nous  nous  contenterons  de  l'exemple  suivant. 

Soit  à  résoudre  l'équation  fonctionnelle 

I  /  î  I  /       F(  r^  —  /-  I  vn<(if  df  —  /{  r  ). 
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Il  suffît  de  faire  dans  ce  qui  précède  n  = 


puis  ).„: 


_.i.U>S) 


4 
pour 


(î.5)    =F(j-)=/(, 


f-rhUEH,^, 


t-")dl, 


soliilion  que  nous  allons  vérifier  direclcnient. 

Substituons  dans  (^4)  'es  deux  parties  dont  se  compose  F{j:); 
il  y  aura  deux  intégrales  à  vérifier 


dans  )'inlégralo  double,  le  point  {»,/)  doit  se  déplacera  l'inié- 
rieiir  d'un  ijuart  de  cercle  limllé  aux  axes,  de  rayon  égal  à  X,  le 
centre  étant  à  l'oriyine.  Remplaçons  les  coordonnées  rectangu- 
laires («,  /)  par  les  polaires  H  =  p  cosO,  l^  psiuO  ou  /  ^xsinft 
selon  que  l'on  se  trouve  à  l'inléricur  du  cercle  ou  sur  sa  périphérie. 
Les  deux  iiitégrales  deviennent 


/'„..,.„, 


)co>(oiico.»)rfD  = 
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RLUMENTHAL   (0.).  —  Ueber    die   Entwicklung    kiner    wirkurliciien 


Flnktion  nacii  den  Nennern   des   Kettenbruciiks 


Inaugural-Dissertation.  In-/|*,  57  p.  Gôtlingon,  189S. 


s     FUR       /        ïl^ 


Considérant  l'intégrale 


OÙ  a,  ^  sont  des  valeurs  réelles  et  'f  (i)  une  fonction  réelle  de  Ç 
dans  l'intervalle  (a,  ^),  qui  ne  soit  jamais  négative,  et  les  dénomi- 
nateurs des  réduites  Q/i(5)  de  la  fraction  continue  qui  représente 
f{z)^  on  peut  se  proposer,  en  généralisant  des  propositions  bien 
connues  relatives  aux  fonctions  sphériques,  deux  problèmes  dis- 
tincts : 

1"  Etudier  le  développement  d\ine  fonction  analytique 
Y{^z)en  série  de  la  forme 

et  déterminer  le  domaine  de  convergence. 

2"  Etudier  le  développement  d^une  fonction  réelle  dans  V in- 
tervalle (a,  ^). 

A  la  vérité,  cette  généralisation  de  la  théorie  des  fonctions  sphé- 
riques semble,  au  premier  abord,  assez  factice;  Tauteur  la  justifie 
par  la  théorie  de  l'interpolation,  en  utilisant  une  remarque  due  à 
Tchebjcheff  [Bulletin  de  l* Académie  impériale  des  Sciences 
de  Saint-Pétersbourg  y  1860). 

La  loi  formelle  du  développement  de  celle  espèce  a  clé  donnée 
par  llc'inc  (Kugelfunctionen,  t.  I,  p.  'iQ?^);  M.  Klumenlhal  signale 
encore,  relativement  au  premier  problème,  les  résultats  obtenus 
par  M.  I^inchcrle  {Atti  Ace,  dei  Lincei,  1\',  5;  i88().  Annali  di 
Matemativa,  i88{)  cl,  relativement  au  second,  ceux  que  Ton  doil 
à  M.  Darboux  [Mémoire  sur  r approximation  des  fonctions  de 

Hutl.  des  Sciences  mathém.,  a'  série,   I.   WIII.  (Mars  1^99  )  \ 
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grands  nombres  {Lioiiville,  3"  série,  t.  IV)].  C'est  d'ailleurs  de 
ce  second  problème  qu'il  s'occupe  principalement. 

Le  point  de  départ  est  dans  les  recherches  de  Stielljes  (^nna/ej 
de  Toulouse,  VIII;  1894)  sur  les  fractions  continues  de  la 
forme 


oîi  a,  +  Oï-l-rtj  +  . .  •  désigne  une  série  divergente  à  (ermes  po- 
sitifs :  Stieltjes  a  montré  comment  une  telle  fraction  convergeait 
dans  tonl  le  plan,  sauf  sur  une  portion  de  l'axe  des  quantités  né- 
gatives, et  a  donné,  de  la  fonction  qu'elle  représente,  une  expres- 
sion, au  moyen  d'une  intégrale  délinic,  que  M.  61  umenthal  modifie 
un  peu. 

Si  l'on  désigne,  en  général,  par  -^  la  11"'°'  réduite,  les  équa- 
tions P„^o,  Q«^  o  ont  toutes  leurs  racines  simples,  réelles  et 
négatives.  Les  racines  de  Qj,,  sont  séparées  par  les  racines  de  Pjn  et 
de  Qsu+î  ;  si  donc  l'on  désigne  par  A;  le  résidu  de  la  fraction  ^4? 
relative  à  la  racine  x,- du  dénominaleur,  Af  sera  un  nombre  positif; 
on  a  d'ailleurs  Ai  -4-  Aj  -h  - . .  +  A„  ^  —  A  chaque  point-racine, 
t  attribuer  comme  masse  le  résidu  correspondant;  quand  n 
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7r  sera  la  masse  concentrée  au  poinl  Xr>  Si  mainlenanl  on  exclut 
les  points  Xr  de  l'intervalle  I|,  on  pourra  définir  la  densité  cp'($) 
en  chaque  point  Ç,  et  Ton  aura 

/(-)='»»"  K— =  /    ^- — ^ -+->,:: ^• 


telle  est  la  formule,  très  voisine  de  celle  de  Stieltjes,  à  laquelle 
parvient  l'auteur  :  il  l'écrit  sous  la  forme  symbolique 


^<=>=i,a* 


en  convenant  d'écrire  toujours,  quelle  que  soit  la  fonction  6, 


Les  dénominateurs  Q2//  jouissent  des  propriétés  qu'expriment 
les  équations 

f  Qi«Qî/«?^î  =  o,  f  Qi,.=  — ^ — 

Un  théorème  de  M.  Poincaré  (American  Journal,  ^)  sur  la 
limite,  pour  n  infini,  du  rapport  de  deux  fonctions  /?«,  p/t^\,  dé- 
finies par  une  formule  de  récurrence 

fournit  ensuite  des  renseignements  importants  sur  la  nature  de 
rintervalle  I|,  qui  est  formé  de  l'intervalle  1  et  d'un  nombre  fini 
de  points  isolés. 

Un  raisonnement  bien  connu  conduit  à  représenter  une  fonction 


n  =  «e 


arbitraire  F (3)  par  un  développement  de  la  forme  V  A,, Q2//(3}, 


où  l'on  a 


/; .- 1) 


et  à  étudier  les  intégrales  de  la  forme 


H,,-,    f    'l-i(),ndl 


«  I  II) 
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où  ^  est  une  function  arbîlraire.  Coiiformémenl  aux  notations 
expliqui^cs  plus  hani,  il  convient  de  dire  que  ^-s  est  intégrable 
duns  l|  quand  l'expression 


ff'^,ri  +  z^rHTi--} 


a  une  valeur  déterminée,  ce  qui  exige  que  ^tf'  soit  intégrable 
dans  I  et  que  4  soit  fini  en  tous  les  points  X,.  On  doit  à  M.  Dar- 
bonx  {loc.  cif.)  l'expression  d'une  limite  supérieure  pour  les  inté- 
grales B„)  ainsi  qu'une  méthode  de  formation  pour  les  sommes 


S™(*)=2a-Q.-(!); 


M.  lîlitmcnlhal  utilise  l'une  et  1 
i»  l'expression 


lire  et  parvient,  en  jiarliculier, 


-^J.,.'''>'-^ 


Supposant  ensiiitequc  1  ne  s'étende  pas  indéfîniment,  il  impose 
à  la  fonelion  F  les  conditions  suivantes  :  F  est  continue  dans  I,  et 
admet  en  chaque  point  une  dérivée  à  droite  et  une  dérivée  à 
gaiiclic.  La  fonction  y{Ç)  TZIï —  r  **û  "  ^^^  ""  P^'^l  déter- 
miné, Ç  un  point  arbitraire  de  I,  est  intégrable  dans  i,  ;  dans  ces 

ndilions  la  série 
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La  fonclion  ç  ;[~^    ^        est  inlégrable  dans  I|.  F(:;)  est 

alors  développable,  si  le  rapport 

\Qn(z)\ 
«t/i-t-iV^«t/i-»-i/'i 

reste  fini  pour  n  =  co. 

M.  Blumenthal  développe  ensuite  diverses  applications  :  les 
polynômes  Q2/0  qui  proviennent  du  développement  en  fraction 
continue  de  la  fonction 

el  qui  ont  été  considérés  par  Laguerre  {Œuvres,  p.  4^8),  ne  sont 
pas  aptes  à  fournir  le  développement  d^une  fonction  arbitraire  : 
ils    ne    permettent    pas,    par    exemple,    le    développement    de 

z*~y  (o  <C*(  <i  -)'  La  considération  des  fonctions  génératrices 

el  les  propositions  obtenues  par  M.  Darboux  {loc,  cit.),  sur  les 
séries  entières  à  singularité  unique  sur  le  cercle  de  convergence, 
conduisent  à  des  résultats  intéressants.  Si  Ton  suppose,  dans  la 
fraction  continue, 

A(/l)  Al(/l) 

OÙ  <ï>,  <ï><,  X,  X|  sont  des  polynômes  Icls  que  a^ny  (f'in-\  soient 
positifs,  on  arrive  au  résultat  simple  que  voici  :  une  fonction  F  qui 
satisfait  aux  conditions  énumérées  plus  haut  (dans  le  cas  où  L  ne 
s'étend  pas  à  Tinfinl)  est  développable  en  une  série  de  polynômes 
<^2„,   valable  pour  tous  les  points  de  rintcrvallc  L,  lorsque  le 

rapport 

«I>(n)<ï>i(/i) 

reste  pour  n  infini  compris  entre  des  limites  fixes,  non  nulles.  Les 
fonctions  de  Jacobi,  dénominateurs  des  réduites  de  la  fraction 
continue  qui  représente  la  fonclion 

f(z)   -  - - /      -— -  — -.'•.:- r/t 


it  ";>  o,   [^i  :    01, 
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sont  aptes  à  fournir  le  déveluppement  d'une  fonclion  dans  l'inter- 
valle ( —  4i  <)}'  C'est  un  résultat  que  l'on  doit  à  M.  Darboux. 

M.  Blumenthal  s'occupe  ensuite  du  développement  d'une  fonc- 
tion analytique  en  une  série  de  polynômes  Q]„{2)  :  c'est  un  cas 
particulier  du  problème  traité  par  M.  Pincherle  (/oc.  cit.),  à  savoir 
le  développement  d'une  fonclion  analytique  en  une  série  de  poly- 
nômes qui  vériïieni  une  équation  aux  différences  du  /■'*■"  ordre, 
dans  laquelle  ;z  entre  linéairement.  Dans  certains  cas,  il  peut 
exister  différents  développements  d'une  même  fonction. 

J.  T. 


Berthand  a.  W.  RUSSELL,  M.  A.,  Kollow  of  Trinily  Collège,  Cambridge, 
A."(  EssAï  ON  THE  FouNnATioNs  OF  Geomktrï.  In-8°,  20I  p.  Cambridge, 
Univorsity  Press.  London,  Clay  and  Sons,  1897. 

L'Ouvrage  de  M.  Russell  vient  bien  à  son  heure.  La  Géométrie 
a  fait  de  tels  progrès  dans  ce  siècle,  et  depuis  trente  ans  surtout 
la  Géométrie  non-euclidienne  a  pris  un  si  grand  développement, 
qu'il  devenait  nécessaire  de  critiquer  et  de  systématiser  les  résul- 
tats acquis,  et  d'en  tirer  les  conséquences  philosophiques.  Mais, 
pour  mener  à  bien  une  tâche  aussi  délicate  et  aussi  ardue,  il  fallait 
une  double  compétence  qui  se  rencontre  bien  rarement.  Grâce  à 
une  organisation  universitaire  autrement  souple  et  libérale  que  la 
nôtre,  l'auteur  a  pu  étudier  successivement  à  Cambridge  les  Ma- 
thématiques et  la  Philosophie  et  passer  maître  dans  les  deux  do- 
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lauré  et  corrigé  la  théorie  criticiste  en  la  remettant  au  point  de  la 
Science  moderne.  On  peut  dire  que  son  œuvre  constitue  la  philo- 
sophie de  la  Géométrie  du  xix*  siècle. 

Après  une  courte  introduction  destinée  à  définir  le  problème 
par  ses  rapports  avec  la  Logique,  la  Psychologie  et  les  Mathéma- 
tiques, Fauteur  commence  par  résumer  l'histoire  de  la  Métagéo- 
métrie.  A  l'exemple  de  M.  Klein,  il  la  divise  en  trois  périodes,  et 
s'attache  à  faire  ressortir  les  idées  directrices  de  chacune  d'elles. 
Dans  la  première,  Lobatchewski  et  Bolyaï,  probablement  inspirés 
par  Gauss,  ont  voulu  prouver  que  le  postulatum  d'Euclide  est  in- 
démontrable, en  essayant  d'édifier  une  Géométrie  non  contradic- 
toire sur  sa  négation,  et  cela  par  la  méthode  synthétique  d'Eu- 
clide  lui-même.  La  seconde  période,  illustrée  par  les  Mémoires 
de  Riemann  et  de  Helmholtz,  emploie,  au  contraire,  la  méthode 
analytique  pour  définir  l'espace  par  ses  propriétés  métriques 
(distance,  courbure).  Enfin,  la  troisième  période,  inaugurée  par 
les  travaux  de  Gayley,  applique  la  même  méthode  à  l'étude  des 
propriétés  projectives  de  l'espace,  qui  sont  logiquement  anté- 
rieures à  ses  propriétés  métriques.  L'auteur  discute,  à  ce  propos, 
la  Géométrie  elliptique  de  Klein,  qui  ne  lui  paraît  pas  corres- 
pondre à  un  espace  distinct,  et  l'emploi  des  imaginaires  en  Géo- 
métrie, grâce  auquel  on  réduit  les  propriétés  métriques  de 
l'espace  aux  propriétés  projectives.  Il  trouve  la  synthèse  et  la  con- 
clusion de  toutes  les  recherches  antérieures  dans  la  théorie  des 
groupes,  qui  a  permis  à  M.  Sophus  Lie  de  réduire  les  axiomes  de 
la  Géométrie  à  leur  plus  slm|)le  expression  cl  d'en  donner  la  for- 
mule définitive.  Ce  sont  ces  axiomes  qui  font  l'objet  de  l'élude 
critique  de  M.  Russell  ;  il  s'agit  de  savoir  quelle  en  est  la  valeur, 
empirique  ou  a  priori. 

Mais,  auparavant,  pour  préparer  celle  élude,  Tau  leur  expose  et 
discute  quelques-unes  des  théories  philosophiques  de  la  Géomé- 
trie qui  ont  été  proposées  depuis  un  siècle.  Il  recherche  d'abord 
ce  qui  subsiste  de  la  doctrine  de  Kanl  louchant  l'espace,  et  il 
montre  dans  quelle  mesure  elle  est  compatible  avec  les  décou- 
vertes des  mélagéonièlres.  Il  critique  ensuite  avec  beaucoup  de 
vigueur  et  d'ingéniosité  les  théories  enipirisles  de  Riemann,  de 
Helmhoitz  et  d'Erdmann.  L'auteur  réfute,  d'autre  ])art,  les  objec- 
tions adressées  par  Lolze  cl  d'au  1res  mélaphysicicns  à  la  Géomé- 
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trie  non-euclidienne,  en  montrant  qu'elles  proviennent  de  contre- 
sens mathématiques  et  de  l'ignorance  du  sujet.  Il  soutient,  contre 
Delbœuf,  que  l'impossibilité  des  ligures  semblables  n'implique  pas 
que  l'espace  ait  une  grandeur  absolue,  et  que,  par  suite,  l'homo- 
généité de  l'espace  (entendue  comme  indépendance  de  la  gran- 
deur et  de  la  forme)  n'esl  pas  un  axiome  a  priori.  Il  passe  en6n 
brièvement  en  revue  les  principaux  travaux  français  sur  la  ques- 
tion (ceux  de  MM.  Poincaré,  Calinon,  Lechalas  et  Renouvier),  et 
recueille  de  toutes  ces  discussions  les  résultats  positifs  déjà  acquis, 
qui  vont  lui  servir  à  construire  sa  propre  théorie. 

En  premier  lieu,  la  Géométrie  projective  est  distincte  et  indé- 
pendante de  la  Géométrie  métrique,  comme  l'a  prouvé  Staudt,  en 
donnant  du  rapport  anharmonique  une  définition  purement  des- 
criptive, et  en  déiinissaiit  les  coordonnées  projectives  par  la  con- 
struction du  quadrilatère  complet,  qui  n'implique  aucune  notion 
de  grandeur  ni  de  mesure.  Or,  comme  les  espaces  non-euclidiens 
ne  diffèrent  de  l'espace  euclidien  que  par  leurs  propriétés  mé- 
triques, ils  correspondent  à  une  seule  et  même  Géométrie  projec- 
live.  Les  axiomes  de  la  Géométrie  projective  sont  donc  communs 
aux  trois  genres  d'espaces,  et,  par  suite,  doivent  constituer  les 
axiomes  a  priori  de  la  Géométrie  euclidienne.  Ces  axiomes  pro- 
jectifs  sont  : 

1°  L'axiome  du  point  (d'où  dérivent  la  continuité  et  la  divisi- 
bilité à  l'inlini  de  l'espace); 

2°  L'axiome  des  dimensions  (chaque  point  est  défini  par  ses 
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2®  Vj  axiome  des  dimensions  (entendu  celte  fois  au  sens  mé- 
trique); 

3®  la^ axiome  de  la  distance  (deux  points  définissent  une  lon- 
gueur, et  c'est  là  la  grandeur  fondamentale  qui  sert  de  base  à 
toute  mesure). 

Seulement,  tandis  que  les  axiomes  projectifs  dérivent  des  pro- 
priétés essentielles  de  l'espace  conçu,  en  général,  comme  une 
pure  /orme  d'extériorité,  les  axiomes  métriques  se  déduisent  de 
la  possibilité  de  la  mesure,  dont  ils  sont  les  conditions  néces- 
saires. Les  trois  axiomes  précédents  sont  donc  doublement  a 
priori.  Quant  aux  axiomes  spéciaux  à  la  Géométrie  euclidienne, 
à  savoir  : 

1°  L'espace  a  trois  dimensions; 

2^  Il  n'y  a  qu'une  ligne  droite  qui  passe  par  deux  points  donnés 
quelconques; 

3"  Par  un  point  donné,  il  ne  passe  qu'une  parallèle  à  une 
droite  donnée, 

l'auteur  les  considère  comme  empiriques  (*)  attendu  que  les 
trois  premiers,  communs  aux  Géométries  euclidienne  et  non- 
euclidiennes,  suffisent  à  assurer  la  possibilité  de  la  mesure  et  per- 
mettent, par  conséquent,  de  déterminer  par  expérience  les  pro- 
priétés métriques  de  l'espace.  De  ces  axiomes  empiriques,  le 
premier  seul  est  connu  d'une  manière  exacte  et  certaine,  parce 
que  le  nombre  des  dimensions  de  l'espace  est  essentiellement 
entier,  et  parlant  discontinu.  Les  deux  autres  ne  peuvent  être 
connus  et  vérifiés  qu'appioxinialivement,  comme  toute  loi  expé- 
rimentale qui  repose  sur  la  mesure  de  grandeurs  continues. 

Il  reste  à  justifier  |)lnlosoplnquemcnt  la  nécessité  des  axiomes 
€1  priori,  par  une  déduction  transcendent  aie  à  la  manière  de 
Kant,  c'est-à-dire  en  montrant  que  ces  axiomes  sont  les  condi- 
tions de  toute  expérience  |)ossible.  M.  llussell  part  de  ce  principe 
(établi  par  les  logiciens  modernes,  notamment  MiM.  Bradiej  et 
Bosanquet)  que  toute  ex|)érience  implique  la  connaissance  d'une 


(')  Cf.   HussKLL  .   Lea  (ixiomcs  propres  à  Euclidc  sont- ils  cnipiri<jues?  A  p. 
UcK'UC  lie  Melophysif/uc  et  de  Morale,  iioveinhrc  i^çjS!  (  i.  vi.  p.  -'nj-'-^^'y). 
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multiplicité  de  choses  en  l'elation  réciproque;  or  celle-ci  n'est  pas 
possible  sans  une  forme  d'extériorité  intuitive,  et  non  concep- 
tuelle, jouissant  des  propriétés  énoncées,  qui  se  ramènent  à  une 
seule  :  l'homogénéité.  Ainsi  un  espace  homogène  est  la  condi- 
tion nécessaire  de  la  possibilité  de  l'expérience,  et,  par  suite,  les 
axiomes  qui  expriment  ses  propriétés  essentielles  ne  peuvent  être 
connus  qu'a  priori.  L'auteur  termine  en  discutant  quelques- 
unes  des  contradictions  inévitables  (analogues  aux  antinomies 
kantiennes)  qu'impliquent,  selon  lui,  la  notion  de  l'espace  et  celle 
du  point,  ainsi  que  le  cercle  vicieux  que  forment,  d'une  part,  la 
définition  des  points  par  les  lignes  (ou  surfaces),  et,  d'autre  part, 
la  définition  des  lignes  (et  surfaces)  par  les  points  (en  vertu  du 
principe  de  dualité).  Pour  résoudre  ces  difficultés,  il  propose 
d'admettre  une  matière  géométrique,  qui  romprait  la  relativité 
de  l'espace  vide,  et  qui  servirait  aux  figures  géométriques  de  sup- 
port et  de  contenu. 

Quoi  que  l'on  pense  de  ces  conclusions  philosophiques,  que 
nous  n'avons  pas  à  discuter  ici  ('),  cet  Ouvrage  plein  de  science 
et  d'idées  ne  sera  pas  moins  utile  ni  moins  intéressant  pour  les 
mathématiciens  que  pour  les  philosophes.  S'il  ne  leur  apprend  pas 
de  faits  nouveaux,  il  sera  un  guide  précieux  el  sûr  pour  tous  ceux 
qui  veulent  s'initier  à  la  Géométrie  non-euclidienne  et,  plusgéné- 
falemenl,  aux  méthodes  de  la  Géométrie  moderne  :  par  exemple, 
il  leur  révélera  l'indépendance  logique  et  l'importance  philoso- 
phique de  la  Géométrie  projective,  trop  négligée 
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leur  enseignera,  par  sa  critique  de  Helmhoitz  et  d'Erdmann,  que 
l'expérience  n'est  possible  qu'à  de  certaines  conditions  et,  par 
suite,  présuppose  certaines  hypothèses  qu'elle  ne  peut  vérifier, 
puisqu'elle  les  postule.  C'est  pourquoi  il  est  illogique  de  fonder 
l'homogénéité  de  l'espace  sur  l'existence  de  corps  rigides,  car 
comment  connaissons-nous  la  rigidité  des  corps,  sinon  par  des 
mesures  qui  impliquent  d'avance  Thomogénéité  de  l'espace? 
L'hjpothèse  d'une  déformation  des  corps  par  le  déplacement  n'est 
pas  seulement  absurde,  en  tant  qu'elle  attribue  à  l'espace  vide,  au 
lieu,  une  action  physique  réelle  sur  les  corps  qui  l'occupent;  elle 
n'a  pas  de  sens,  rigoureusement  parlant.  En  effet,  cette  supposi- 
tion, que  deux  corps,  égaux  quand  ils  coïncident,  cessent  de  l'être 
une  fois  séparés,  est  invérifiable,  puisqu'on  ne  peut  constater  leur 
égalité  que  par  leur  superposition.  Si  la  grandeur  des  corps  va- 
riait en  fonction  du  lieu,  une  telle  fonction  serait  arbitraire  et 
indéterminée;  et  au  fond,  comme  dit  M.  Russell,  cette  indéter- 
mination mathématique  ne  fait  que  traduire  l'absurdité  philoso- 
phique de  rhjpothèse  (§  147).  Vaxiome  de  libre  mobilité  (ou 
de  congruence)  n'est  donc  pas  une  vérité  d'expérience,  comme 
on  le  croit  trop  souvent,  mais  une  condition  a  priori  de  la  mesure, 
impliquée  dans  la  définition  même  de  l'égalité  géométrique.  Il 
s'ensuit  que  la  Mécanique  et  la  Physique  reposent  sur  la  Géomé- 
trie, et  ne  peuvent,  par  conséquent,  servir  à  fonder  ni  à  vérifier 
les  axiomes  géométriques  (§§  70-73,  82). 

D'un  autre  côté,  on  commet  une  pétition  de  principe  lorsque, 
comme  Riemann,  on  essaye  de  donner  une  définition  analytique 
de  l'espace  et  de  ses  propriétés.  En  effet,  tout  système  de  coor- 
données suppose  que  l'on  conçoit  d'avance  Tespace  comme  un 
ensemble  de  grandeurs,  et  postule  la  possibilité  de  la  mesure, 
c'est-à-dire  du  déplacement  sans  déformation.  Or,  d'une  part,  la 
connaissance  de  l'espace  comme  ensemble  de  grandeurs  repose 
sur  la  connaissance  préalable  des  qualités  de  Tespacc,  c'est-à-dire 
de  ses  propriétés  projeclives;  et,  d'autre  part,  la  libre  mobilité 
exigée  par  la  mesure  implique  la  constance  de  la  courbure,  qui 
est  déjà  une  propriété  métricjue  de  respacc.  En  résumé,  la  Géo- 
métrie métrique  présuppose  la  Géométrie  projcclive;  et  la  Géo- 
métrie analytique  repose  nécessairement  sur  la  Gt'oniétric  synthé- 
tique. On  ne  peut  donc  sans  cercle  vicieux  donner  des  propriétés 
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de  l'espace  une  délînition  analytique  el  métrique,  el  ce  n'est  pas 
là  la  moindre  méprise,  ni  la  moins  fréquente,  qu'engendre  ce  que 
M.  Russell  appelle  la  tendance  quantitative  des  analystes. 

Celte  tendance  an li philosophique  se  rattache  à  îin  préjugé  non 
moins  répandu,  que  nous  appellerions  le />r**yM^^  nominalisle,  et 
qui  porte  les  mathématiciens  à  croire  que  les  vérités  géométriques, 
en  particulier  les  axiomes,  sont  aiTaire  de  définition  et  de  conveo- 
tion  arbitraire.  M.  Russell  réfute  ce  préjugé  d'une  manière  lumi- 
neuse et  décisive,  en  montrant  qu'il  ne  se  justifie,  en  Métagéo- 
métrie,  que  par  une  confusion  d'idées  (§  33,  sqq.).  On  a  cru  que 
toutes  les  Géométries  non-euclidiennes  étaient  valables  pour  le 
même  espace,  mojrennant  une  modification  de  la  dérmilion  de  lu 
distance,  de  sorte  que  la  question  de  savoir  laquelle  est  vraie 
n'aurait  plus  de  sens.- Mais  on  n'a  pas  pris  garde  que  la  distance, 
telle  que  l'a  définie  Caylej,  est  une  généralisation  projective  de 
la  dislance  métrique,  telle  qu'on  l'entend  d'ordinaire,  el  qu'elle 
n'a  pas  du  tout  le  même  sens,  attendu  que  la  distance  projective 
exige  quatre  points  pour  sa  définition,  tandis  que  la  distance 
métrique  est  déterminée  par  deux  points  seulement.  Il  en  résulte 
qu'on  a  attribué  aux  coordonnées  projeclives  un  sens  métrique 
qu'elles  n'ont  pas,  el  qu'on  s'esl  flatté  à  lort  de  réduire  les  pro- 
priétés métriques  de  l'espace  à  des  propriélés  projectives.  Cette 
réduction  n'est  qu'un  trompe-l'œil  ou  un  tour  de  passe-passe 
analytique,  et  n'a  qu'une  valeur  technique.  Au  point  de  vue  pro- 
jectif,  diverses  défmitions  de  la  distance  sont  possibles,  car  elles 
dépendent  du  choix  de  la  conique  ou  quadrique  fondamentale; 
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Nous  avons  déjà  vu  que  Thypothèse  suivant  laquelle  la  grandeur 
des  corps  varierait  en  fonction  de  leur  position  est  logiquement 
valable,  mais  philosophiquement  absurde.  De  même,  il  y  a  telle 
hypothèse  de  M.  Sophus  Lie  (à  savoir  que  Faxiome  de  libre  mo- 
bilité ne  vaudrait  que  pour  une  certaine  région  de  Tespace),  qui 
est  mathématiquement  admissible,  mais  impossible  et  inconce- 
vable au  point  de  vue  philosophique  (§  45);  M.  RussetI  a  fort 
bien  vu  que  c'est  là  Terreur  fondamentale  commise  par  les  méla- 
géomètres  dans  les  attaques  qu'ils  ont  dirigées  contre  la  valeur  de 
Géométrie  euclidienne.  Ils  croyaient  prouver  le  caractère  empi- 
rique de  l'espace  euclidien  en  concevant  d'autres  espaces  logique- 
ment  possibles.  Ils  oubliaient,  d'une  part,  que  la  Géométrie  n'est 
pas  seulement  soumise  au  principe  analytique  de  contradiction, 
mais  est  fondée  sur  des  principes  synthétiques  (axiomes  ou  pos- 
tulats); d'autre  part,  que  les  vérités  de  l'Analyse  ne  prennent  un 
sens  géométrique  et,  par  suite,  une  valeur  objective  qu'une  fois 
appliquées  à  une  intuition.  Il  ne  suffit  donc  pas  d'établir  la  vali- 
dité logique  des  Géométries  non-euclidiennes;  il  faudrait  prouver, 
en  outre,  l'existence  d'une  intuition  correspondante;  or,  Helm- 
holtz  n'y  a  pas  réussi  (§  68).  Aussi,  loin  de  ruiner  l'apriorisme 
kantien,  comme  ils  le  prétendaient,  les  métagéomètres  n'ont 
guère  fait  que  le  confirmer.  M.  Russell  remarque  spirituellement 
que  les  conclusions  légitimes  de  leurs  travaux  sont  ainsi  contraires 
à  leurs  intentions  et  à  leurs  tendances  empirisles,  et  que,  plus 
les  mathématiciens  se  sont  désintéressés  de  la  Philosophie,  plus 
leurs  recherches  ont  été  intéressantes  pour  la  Philosophie.  Il  y  a 
là,  évidemment,  une  pointe  de  paradoxe  et  d'humour.  Ce  qui 
est  vrai,  c'est  que  les  travaux  des  mathématiciens  gagneraient 
en  justesse  et  en  portée  s'ils  étaient  mieux  au  courant  des  pro- 
blèmes philosophiques  qu'ils  posent  et  tranchent  parfois  sans 
s'en  douter.  Celte  initiation  philosophique  fait  particulièrement 
défaut  aux  savants  français,  et  c'est  sans  doute  pour  cela  que  leurs 
contributions  à  la  Métagéométrie  ont  été  relativement,  peu  im- 
portantes, au  jugement  de  notre  auteur  (§  100).  Aucun  livre  n'est 
plus  propre  que  celui  de  M.  Russell  à  combler  celte  fâcheuse  la- 
cune de  notre  enseignement  scienlifique  ;  aussi  ne  saurions-nous 
en  recommander  trop  vivement  Ja  lecture  à  tous  les  nialhémali- 
ciens  qui  réfléchissenl  sur  leur  science,  et  qui  veiilenl  vraiment 
la  comprendre. 


Ca  PRRMlEllE    PAEITIB. 

Nous  sommes  heureux  de  pouvoir  leur  annoncer  que  la  maison 
Gauthicr-Villars  doit  en  faire  paraître  prochainetneDt  la  traduc- 
tion. Puisse-t-elle  contribuer  à  développer  en  France  le  goûl  des 
recherches  critiques  et  épistémologiques,  à  rapprocher  les  mathé- 
maticiens et  les  philosophes  trop  longtemps  désunis,  et  à  renouer 
entre  les  deux  ordres  d'études  ces  longues  et  glorieuses  relations 
qui  ont  été  si  fécondes  pour  la  Science  et  pour  la  Philosophie. 

Louis  CoOTUHAT. 


Victor  HORTET.  —  Un  nouveau  texte  des  Traités  d'Arpbntagb  et  de 
Gkohétrib  d'Epaphroditds  et  de  Vitrvvius  Rupus,  publié  d'après  le  ms- 
lalin  13084  de  la  Bibliolhëque  royale  do  Munich,  avec  une  Introduction  de 
M.  Paul  Tanner/  (tiré  des  Notices  et  extraits  des  manuscrits  de  la  Biblio- 
thèque nationale  et  autres  Bibliothèques,  t.  XXXV,  i*  Partie).  4j  p.  in-4° 
(avec  0.  PI.  ot  de  nombreuses  Bg.>.  Paris,  Imp.  Nal.,  1896. 

Comme  le  dit  l'auteur  de  l'Introduction,  le  présent  travail  a 
pour  but  de  mettre  au  jour  un  nouveau  document  touchant  une 
question  très  complexe,  celle  des  sources  qui  ont  été  utilisées 
pour  deux  compilations  dont  le  rôle  a  été  considérable  dans  l'en- 
seignement pendant  le  moyen  âge,  à  savoir  les  deux  Géométries 
attribuées,  l'une  à  Boèce,  l'autre  à  Gerbert.  Il  est  parfaitement 
établi  que  la  plus  importante  de  ces  sources  se  retrouve  dans  une 
série  de  textes  qui  figurent  parmi  ceux  des  agrimenseurs  romains, 
soit  anonymes,  soit  sous  les  noms  de  M.  Junius  Nipsus,  d'Epa- 
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Rufus,  archilecton,  dont  une  partie  a  été  mutilée,  ainsi  que  cela 
eut  lieu  aussi  pour  le  liber  précédent. 

Les  publications  des  savants  qui  ont  utilisé  le  Codex  Arceria- 
nus,  comme  André  Schotl,   dans  ses  Geometrica  et  Gvomatica 
netusti  scriptores  {kii\^T?>^  1616)  Hase,  dans  ses  Epistolœ  Pa- 
visienses  (Paris,  1812)  Lachmann,  dans  son  éd.  des  Gromatici 
veteres  (Berlin,    1848),   ces  publications  étaient  restées  incom- 
plètes. M.  MoritzGantor  a  été  le  premier  à  donner  le  texte  intégral 
du  liber  d^Epaphroditus  et  de  Vitruvius  Rufus,  dans  son  ouvrage 
Die  rômischen  Agrimensoren  und  ihre  Stellung  in  der  Ge- 
schichte   der   Feldmesskunst,   eine  historisch-mathematische 
Untersuchung  (Leipzigj  1875).  Enfin,  M.  Max.  Curtze  a  comblé  à 
très  peu  près  la  lacune  du  feuillet  manquant  de  VArcerianus, 
en  s'aidant  du  ms.  anonyme  de  Munich,  14836  {Abhandlungen 
zur  Geschichte  der  Mathematik,  VII,  1895).  Mais  avant  cette 
publication  de  M.  Curtze,  M.  V.  Mortet,  archiviste  paléographe, 
bibliothécaire  de  l'Université  à  la  Sorbonne,  avait  reconnu  que 
le  ms.  que  M.  Curtze  a  utilisé  était  moins  ancien  et  moins  com- 
plet qu'un  autre  ms.  de  la  Bibliothèque  de  Munich  (lat.  13084), 
qui  a  été   signalé    par  ses   soins  à  TAcadémie  des  Inscriptions  : 
«  Ce  ms.  représente,  dit  M.  ïannerj,  une  source  différente  de 
celle  de  VArcerianus,  mais  à  certains  égards  d'une  importance 
au  moins  égale,  surtout  parce  que  Tordre  des  matières  est  beau- 
coup plus  rationnel  et  plus  voisin,  semble-t-il,  de  Tordre  origi- 
naire. D'autre  part,  le  texte  est  souvent  plus  correct.   »  C'est  ce 
ms.  qui  fait  l'objet  de  la  publication  de  M.  V.  Mortet. 

La  première  Partie  (I.  De  conditionibus  et  mensuris  agro- 
rum)j  après  quelques  indications  métrologiques,  donne  une  suite 
de  problèmes  concrets  sur  des  champs.  La  deuxième  (IL  Defigu- 
rarum  diversis  speciebus  et  arearum  mensuris)  donne,  au  con- 
traire, des  mesures  de  surface  sous  leur  dénomination  géomé- 
trique abstraite  (*);  la  troisième  Partie  enfin  (IIl.  De  Geometria 
columnaruni  et  mensuris  aliis)  est  beaucoup  plus  courte;  les 
problèmes  y  sont  de  forme  concrète,  mais  exclusivement  stéréo- 
métriques.  Ce  ms.  établit  sans  conteste  possible  que  le  fragment 


(')  On  y  remarque  plusieurs  fr;ignieiUs  nouveaux,  notamment  sur  la  mesure 
du  losange  et  de  l'aire  d'un  carré  dont  on  connaît  la  diagonale. 

Certains  problèmes  ne  présentent  point  la  faute  de  formule  qui  les  entache 
djns  VArcerianus. 


G,i 
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publié  par  Lachmann  sous  le  titre  :  De  jugeribus  metiundts  doit 
ilre  rattaché  aux  problèmes  similaires  de  V Arcerianus  et  qu'il 
constituait  avec  eux  une  partie  du  prétendu  liber  d'Ëpaphroditus 
et  de  Vitruvius  Rufus;  on  peut  bien  dire  prétendu,  car  on  ne 
saurait  soutenir  sérieusement  l'hypothèse  d'une  collaboration  de 
ces  deux  auteurs.  Il  est  clair  que  la  Partie  I  est  l'œuvre  d'un 
arpenteur,  que  la  Partie  II  csl  l'œuvre  d'un  géomètre  praticien 
qui  ne  vise  pas  en  particulier  la  mesure  des  champs,  et  qui  a  pu 
faire  suivre  ses  problèmes  abstraits  de  questions  s  té  réom  étriqués 
sur  les  colimnes,  etc. 

La  Partie  I  serait  l'œuvre  d'Ëpaphroditus,  les  Parties  II  et  III 
appartiendraient  i)  Vitruvius  Rufus.  Le  nom  d'Ëpaphroditus  nous 
reporterait  au  ii*  ou  m*  siècle;  avec  Vitruvius  Rufus,  nous  serions 
au  ni'  siècle  et  plus  probablement  au  ii"^,  ainsi  qu'avec  M.  Junius 
Nipsus  :  «  Il  est  incontestable,  dit  M.  Tannery,  que  la  deuxième 
Partie  représeulc  une  source  f!;rccque,  qu'elle  est  empruntée  à 
quelque  géodètn  de  la  bonne  époque.  On  pensait  naturellement  à 
Héron  d'Alexandrie,  lorsqu'on  était  d'accord  pour  le  placer  vers 
l'an  loo  avant  J.-C.  ;  maintenant  qu'on  ne  peut  guère  le  consi- 
dérer comme  antérieur  au  n''  siècle  de  notre  ère,  il  faut  plutAt 
penser  que  l'auteur  suivi  par  Vitruvius  Uufus  est  un  de  ceux  que 
Héron  a  compilés  de  son  côté,  et  si  un  nom  peut  être  indiqué  à 
tilrc  de  simple  conjecture,  je  n'hésiterai  pas  à  prononcer  celui  de 
Pbilon  de  Byzance.  qui  me  paraît  avoir  été  le  guide  principal  de 
Héron  pour  la  Géométrie,  comme  Ctésibios  le  fut  pour  la  Méca- 
nique, cl  dont  un  architecte  romain  devait  naturellement  étudier 
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Chaque  paragraphe  de  ce  texte  est  précédé  de  références, 
autant  qu^il  est  nécessaire,  soit  au  texte  de  Lachmann  (Grom. 
vet.)^  soit  à  celui  de  M,  Cantor,  soit  enfin  à  celui  de  M.  Curtze; 
on  y  a  joint  {indication  de  quelques  leçons  qui  n^ont  pas  été 
données  par  ce  dernier,  pour  le  ms.  14836  de  Munich. 

L'intelligence  en  est  facilitée  par  une  soigneuse  annotation  due 
à  M.  P.  Tannerj,  pour  la  partie  mathématique,  et  à  M.  V.  Mortet, 
pour  la  partie  historique  et  philologique. 

Deux  fac-similés  sont  placés  à  la  fin  de  cette  publication. 
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edidil  J.-L.  Heiberg.  Pars  I,  libres  I-VI  conlinons.  5  {6  pages  in-iG.  Leipzig, 
Teubner,  1898. 

Après  ses  éditions  d'Ârchimède,  d^Apollonius  et  d'Euclide, 
Tinfatigable  Heiberg  a  entrepris  celle  de  Ptolémée  et  nous  donne 
aujourd'hui  la  première  moitié  de  VAlmageste.  Jusqu'à  présent, 
le  texte  grec  n'avait  paru  que  deux  fois  :  à  Baie  en  i538,  à  Paris 
en  i8i3.  Comme  la  plupart  des  éditions  du  xvi'  siècle,  la  pre- 
mière ne  reposait  que  sur  un  seul  manuscrit,  et  le  premier  venu; 
Tabbé  Halma,  qui  a  donné  celle  de  Paris,  avait,  au  contraire,  col- 
lationné  d'excellents  manuscrits  et  il  a  imprimé  les  variantes  des 
trois  principaux,  parmi  lesquels  deux  étudiés  à  nouveau  par 
M.  Heiberg,  à  savoir  :  A  =  Bibl.  Nat.^  gr.  2389,  et  C  =  3i3  de  la 
Bibl.  Saint-Marc  de  Venise.  Malheureusement,  Halma  n'avait  ni 
un  sens  critique  suffisamment  exercé,  ni  une  connaissance  de  la 
langue  grecque  qui  pût  inspirer  confiance.  La  publication  d'une 
nouvelle  édition^  faite  conformément  aux  règles  philologiques 
actuelles,  était  donc  éminemment  désirable,  et  elle  honore  égale- 
ment la  librairie  Teubner  et  le  savant  danois  dont  elle  emploie  si 
utilement  la  précieuse  activité. 

M.  Heiberg  a  érabli  son  texte  en  suivant  de  préférence  le  ma- 
nuscrit A,  qui  est  du  ix*  siècle  et  paraît  provenir  de  l'Egypte.  Il 
en  a  relevé  avec  soin  toutes  les  particularités  orthographiques  et  a 
donné  en  même  temps  la  collation  complète  des  manuscrits 
B=  Vaticanus  gr.    1594,   également  du  xi*  siècle;   C,  copie  du 

Bail,  des  Sciences  mathém,,  2*  série,  t.  XXIU.  (Mars  1899.)  j 
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précédent,  et  D  =  Valicanus  gr.   (80,  du  xn*  siècle  seulement, 

mais  conservant  parfois  seul  la  vraie  leçon  à  câté  d'interpolations 

audacieuses. 

On  peut  désormais  avoir  confiance  de  posséder  le  texte  de 
Plolémée,  sinon  comme  il  l'a  écrit,  au  moins  comme  le  lisaient 
les  savants  d'Alexandrie  vers  l'an  5oo,  date  à  laquelle  paraissent 
remonter  les  prototypes  des  manuscrits  précités. 

Le  travail  ingrat  accompli  par  M.  Heiberg  est  d'autant  plus 
méritoire  que  le  texte  n'est  pas  autant  amélioré,  par  rapport  à 
rédition  de  Paris,  qu'il  aurait  pu  l'espérer;  la  vérité  est  que,  quand 
Halma  a  été,  uu  jour,  assez  malencontreux  pour  lire,  au  lieu  de 
AJYOÛSTS'j  Ksisxpai  {César  Auguste),  AâfSijsTSu  xai  irapaç,  et  tra- 
duire Auguste  et  le  saros,  on  devait  se  demander  ce  que  pouvait 
valoir  son  texte  de  Ptolémée.  Mais,  en  fait,  ce  texte,  au  moins 
pour  VAlmagesle{')  était  satisfaisant,  et  relativement  très  supé- 
rieur à  la  version  française,  ou  les  erreurs  sont  fréquentes;  c'est 
qu'en  réalité  il  n'^  a  pas  eu  d'altérations  graves  dans  la  traduction 
manuscrite,  comme  pour  tant  d'autres  auteurs  mathématiques,  et 
que,  d'un  autre  côté,  l'édition  de  Bâie  avait  été  déjà  assez  soigneu- 
sement faite  (par  Simon  Grynœus?)  pour  servir  de  guide. 

Le  résultat  le  plus  saillant  de  la  nouvelle  édition  est  peut-être 
au  reste  de  nous  apprendre  que  l'usage  de  distinguer  par  des 
accents  les  minutes,  secondes,  tierces  sexagésimales  ne  remonte 
pas  au  temps  des  manuscrits  anciens.  Les  nombres  de  chaque  ordre 
se  suivent  simplement  en  commençant  par  celui  des  degrés,  cha- 
cun d'eux  élanl  surmonté  d'un  trait  horizontal  (comme  au  reste 
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passages,  particulièrement  ceux  qui  intéressent  riiistoire  de  I^As- 
tronomie,  dont  le  sens  est  difficile  à  saisir.  Le  nouveau  texte  a  un 
autre  inconvénient  pour  le  lecteur  :  conformément  à  Thabitude 
qui  règne  maintenant  pour  les  éditions  critiques,  parce  qu'elle  se 
rapproche  de  l'usage  des  manuscrits,  les  signes  de  ponctuation 
sont  aussi  rares  que  possible.  Dans  l'édition  Halma,  ils  sont,  au 
contraire,  prodigués  outre  mesure,  et  souvent  à  faux;  cependant, 
pour  mon  compte  particulier,  je  trouve  plus  commode  de  lire  un 
texte  où  il  y  a  trop  de  virgules  que  celui  où  l'on  rencontre  jus- 
qu'à cinq  lignes  de  suite  sans  un  signe  de  ponctuation.  Et  je  crois 
devoir  d'autant  plus  protester  contre  un  errement  qui  me  semble 
fâcheux,  que  trop  souvent  (M.  Heiberg  sait  bien  que  je  ne  dis  pas 
cela  pour  lui)  l'éditeur  évite  ainsi  trop  aisément  une  des  difficultés 
de  sa  tâche,  qui  est  de  donner  un  texte  facilement  intelligible; 
lorsque  la  ponctuation  est  ambiguë,  il  est  commode  de  laisser  au 
lecteur  le  souci  de  la  placer  où  il  faut.  Mais  il  préférerait  être 
guidé  et  avoir  au  moins  devant  lui  une  opinion. 

Paul  Ta>'nery. 


Qg^* 


WISLICENUS  (Dr.  Walter  F.).  —  Astronomische Chronologie,  ein  Hulfs- 
BUCH  FUR  Historiker,  Arcii.eologen  und  Astrono.mbn.  In-8**,  i63  p.  Leipzig, 
Teubner,  189O. 

Cet  opuscule  est  destiné  à  servir  de  manuel  pour  les  historiens 
qui,  pour  des  problèmes  chronologiques,  ont  à  efTectuer  des  cal- 
culs du  ressort  de  l'Astronomie.  Une  première  Partie  donne  les 
définitions  et  notions  indispensables;  la  seconde  expose,  sur  des 
exemples  numériques,  la  solution  méthodique  des  diverses  ques- 
tions qui  peuvent  se  présenter  lorsque,  d'une  indication  sur  le 
lever  ou  le  coucher  d'une  étoile,  sur  une  éclipse  de  Soleil  ou  de 
Lune,  etc.,  on  espère  déduire  une  date  plus  ou  moins  approchée. 
Le  mode  de  passage  d'un  calendrier  à  un  autre  est,  d'autre  part, 
sommairement  indiqué. 

L'auteur  présente  avec  raison,  je  crois,  son  travail  comme  pou- 
vant être  utilisé  par  les  astronomes  qui  s'occupent  de  recherches 
sur  riiisloirc  de  leur  science;  pour  des  dates  très  éloignées,  les 
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Tublesdu  Soleil  de  Le  Verrier,  par  exemple,  ne  sudisent  pas,  et 
les  calculs  à  efTectuer  peuvent  être  sensiblemeot  abrégés  parles 
procédés  cju'indique  le  professeur  de  l'Uoiversilé  de  Slrasboui^. 
Son  manuel  reudra-t-il  de  même  des  services  aux  historieDS? 
J'en  douterais  davantage,  quoiqu'il  soit,  en  fait,  d'un  format  très 
commode,  qu'il  soit  très  suffisamment  clair  et  n'exige  que  des 
connaissances  élémentaires.  Mais  il  ne  dispense  naturellement 
point  de  Tables  astronomiques;  son  but  est  au  contraire  d'enseigner 
à  tirer  des  diverses  Tables  tout  le  parti  possible.  Mais  tout  d'abord 
les  Tables  les  plus  simples  et  les  plus  commodes  efiraient  ceux  qui 
ne  sont  point  habitués  à  en  manipuler;  puis,  s'il  faut  que  l'histo- 
rien aille  dans  une  grande  bibliothèque  publique  afin  de  faire  un 
calcul,  il  ^  a  bien  des  chances  pour  qu'il  y  renonce.  La  véritable 
solution  serait  de  meltre  à  la  disposition  de  ceux  qui  s'occupent 
de  recherches  de  ce  genre,  et  cela  sous  un  format  commode,  un 
Volume  contenant  des  tables  faites  spécialement  pour  eux,  arec 
toutes  les  instructions  nécessaires.  Peut-être  serait-on  amené  à  en 
dresser  une  série  pour  l'antiquilé,  et  une  autre  pour  le  moyen  âge. 
En  tout  cas,  s'il  existait  un  tel  Volume  bien  complet,  l'usage  à  en 
faire  en  serait  aisé  à  comprendre  dans  les  diverses  techniques  que 
l'historien  doit  apprendre  et  dont  plusieurs  sont  notablement 
plus  difficiles.  1'*ul  Tahherv. 


MÉLANGES.  G») 

morphes  dans  leur  voisinage;  déplus,  pour  ces  mêmes  valeurs,  le 
déterminant  fonctionnel  des  F,  par  rapport  aux  y^  est  supposé 
différent  de  zéro.  Dans  ces  conditions,  les  équations  (i)  définissent 
un  système  bien  déterminé  de  fonctions  analytiques  j^i,jk'2j  •  •  •  ■> 
j^^des  arguments  x^^  x^^  . .  '-^Xp^  qui,  pour  x^=^x\^  X2=^x\.  .  . . , 
Xp=^Xp,  se  réduisent  respectivement  à  y%  y^y  .  .  "ly^^  ^^  9"^ 
sont  holomorphes  tant  q:ue  les  modules  des  différences  Xi  —  j;", ..., 
Xp —  Xp  restent  suffisamment  petits. 

Pour  établir  cette  proposition  fondamentale,  on  a  souvent  re- 
cours au  théorème  concernant  l'existence  des  intégrales  des  équa- 
tions différentielles (*) ;  c'est  là  un  détour  qu'on  pourrait  évidem- 
ment éviter  en  appliquant  directement  aux  équations  données  la 
méthode  de  Cauchy  dite  Calcul  des  limites. 

Une  antre  démonstration  est  fondée  sur  la  théorie  des  résidus 
de  Cauchy;.  elle  a  l'avantage  de  s'étendre  facilement  au  cas  des 
fonctions  algébroïdes  (2). 

On  peut  encore  employer  avec  succès  la  méthode  des  approxi- 
mations successives,  comme  l'a  fait  M.  Schwarz  dans  une  question 
analogue  ('). 

Ces  dernières  démonstrations  s'appuient  sur  certains  théorèmes 
généraux  de  la  théorie  des  fonctions  qui  ne  sont  pas  tout  à  fait 
élémentaires.  Nous  donnerons  ici  une  démonstration  très  simple 
qui  ne  suppose  que  les  premières  notions  sur  la  convergence  des 
séries  entières.  Ensuite  nous  montrerons  comment,  après  avoir 
établi  l'existence  des  fonctions  implicites,  on  en  déduit  immédia- 
tement celle  des  intégrales  d'un  système  d'équations  différen- 
tielles ordinaires. 

I.  Nous  considérons  d'abord  un  système  particulier  de  la  forme 

les  y  désignant  des  fonctions  analytiques  de  x,  j^, ,  .  .  .  ,y,iy  et  des 
paramètres  ).,, ..,)-/),  qui  sont  holomorphes  pour  x--^yj=z  a^=zo. 


(')  Voir,  par  exemple,  Goursat,  Leçons  sur  l'intégration  des  équations  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre,  p.  i>>. 

(-)  K.  PicAnn,  Traité  d'Analyse,  l.  II,  Chap.  I\. 

(^)  Zur  Lchre  von  den  unausivickelten  Funktioncn  {Sitzungsbcrichtc  der 
Akadcmic  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  ^^f^i). 
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Suient 
(3) 


=2*. 


les  séries  qui  satisfont  rormellemenl  aux  équations  précédenles. 
Pour  en  démontrer  la  convergence,  nous  remplacerons  tous  les 
coefricîents  des  développements  y  par  leurs  modules.  Soit 


(4) 


yi  =  Jr/i{T;y,,  ■- 


■Ap) 


le  système  obtenu.  Il  admettra  comme  solutions  formelles  certaines 
séries  à  coeiKicienls  positifs  : 

(5)  v,  =  2ci% v,:r-/.;...iv. 

el  l'on  aura  évidemment,  pour  toutes  les  valeurs  des  indices  i,  v, 

|Ci:'v v,l^CV.'v V,,. 

Il  nous  suffit  donc  de  démontrer  la  convergence  des  séries  (5), 
A  cet  ePTel,  considérons  les  polj-nomes 


=  2  2-2=t- 


D'après  la  loi  de  formation  même  des  séries  (5),  on  aura  la  for- 
mule de  récurrence  suivante 
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sitives  comprises  daos  le  domaine  précédent.  Tous  les  termes  des 

séries  /  et  des  polynômes  (6)  étant  alors  positifs,  l'équation  (8) 
nous  donne 

Yi*'*' ''^^=xJi{x\o,  ...,o;X,,  ...,Xp)lM:r, 

el,  par  suite,  si  nous  imposons  à  la  variables  la  condition  o^ar'^hy 
h  désignant  la  plus  petite  des  quantités  a  et  -rry 

Y,  r^M^_6. 

Il  s'ensuit,  x  restant  toujours  dans  le  même  intervalle, 

ei  plus  généralement,  puisque  ce  raisonnement  s'étend  successi- 
vement à  toutes  les  valeurs  de  k\ 

inégalité  qui  subsistera,  quels  que  soient  les  indices  /:,  Â'i,  ...,  A*^, 
pour  les  valeurs  réelles  et  positives  de  ^,Xm  j  ....)^;»  comprises  dans 
les  intervalles 

Les  séries  (5)  sont  donc  convergentes  dans  le  domaine 

et,  par  suite,  il  en  est  de  même  des  séries  (4)« 

2.  Avant  d'arriver  au  cas  général,  considérons  encore  le  sj^stcnic 

les  développements  des  y  ne  contenant  que  des  termes  de  degré  ^2. 
Pour  démontrer  la  convergence  des  séries  qui  le  vérificnl,  nous 
remplaçons  les  coefficients  àes  fi  par  leurs  modules  et  les  con- 
stantes a/  par  leur  plus  grande  valeur  absolue  a;  soient 

les  équations  ainsi  obtenues.  En  y  substituant  )/ —  j(  a-f-  z,),  on 
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(Il)  ;,  =  :rç,(x;;, =„), 

OÙ  les  fonctioDS 

(la)         f,(2:;s, î„)  =  ij74r;a>(a +  ;,)....,  J.(a  +  5„)] 

sontdéveloppables  suivant  les  puissances  dex,s,. ...,  Zp,  puisque, 
après  la  subslitulioii,  tous  les  termes  des  y  contiendront  x*  en 
facteur. 

Admettons  que  les  séries  y  convergent  dans  le  domaine 

et  que  le  maximum  de  leurs  modules  y  est  égal  à  M.  Les  dévelop- 
pements des  ip  seront  certainement  convergents  dès  qu'on  aura 

ou  bien 

|.r|<*,         |-H5f>-", 

en  désignant  par  p  un  nombre  positif  quelconque  plus  grand  quex, 
et  par  k  la  plus  petite  des  quantités  a  et--  Ceci  est  évident, 
puisque,  pour  x  =  A,  3,  =  ...  =  -„=  p  —  a,  on  aura 

x(<i  +  ^,)  =  -rpS^ 
Cl  que,  par  suite,  d'après  (la),  la  somme  d'un  nombre  quelconque 


MÉLANGES.  y'i 

les  solutions  du  système  (9)  sont  certainement  convergentes  dans 
le  même  domaine. 

Comme  nous  Tavons  dit,  p  désigne  un  nombre  positif  quelconque 
plus  grand  que  a;  on  le  déterminera  facilement  dans  chaque  cas 
particulier  de  manière  à  étendre  le  plus  possible  le  domaine  de 
convergence. 

3.  Nous  sommes  maintenant  en  état  de  démontrer  le  théorème 
général.  Sous  les  conditions  énoncées  au  début,  le  système  (1)  peut 
toujours  être  mis  sous  la  forme  suivante,  où  nous  avons  écrit, 
pour  abréger,  x  et  y,  au  lieu  dex  —  x^  et  ^  — y^  : 

les  a  désignant  des  constantes  et  les  /  des  séries  entières  en 
X|,  .  .  .,  Xp^  yi,  .  .  .,  y„j  dont  les  termes  sont  au  moins  du  se- 
cond degré.  Ces  équations  sont  vérifiées  formellement  par  un 
système  bien  déterminé  de  séries  entières  en  Xi ,  ^2, . . . ,  Xp.  Pour 
la  démonstration  de  la  convergence,  nous  remplacerons  toujours 
les  coefficients  des  séries  //  ainsi  que  les  constantes  a  par  leurs 
modules.  Puis,  dans  les  équations  qui  en  résultent  : 

(14)      yi=  |a/i|irtH-...-4-|Qi/p|arp-f-//(ar,,  ...,0:^;^,,  ...,yn), 

nous  substituerons  Xi=z  X2=  -  -  »  =  Xp  =  x  et  nous  serons  ra- 
mené à  un  système 

(i5)  yi-(\  3tii|  H-...-+-|a/p|)ar-+-(p/(jr;^,,  ...,  y„), 

de  la  forme  considérée  au  numéro  précédent. 
Supposons  que  les  séries  /  convergent  pour 

\Tj\<a,         \yk\ib, 

et  soit  M  leur  module  maximum  dans  ce  domaine.  Les  séries  ^  se- 
ront convergentes  pourj^l^a,  |^a|  =  6)  et  auront,  pour  ces  va- 
leurs, le  même  maximum  absolu  M.  Donc,  en  désignant  par  a  la 
plus  grande  des  quantités  |  a/,  |  -j-  . . .  -4-  |  ai>|,  et  par  p  un  nombre 
positif  quelconque  plus  grand  que  a,  nous  sommes  assuré,  diaprés 
ce  qui  précède,  que  les  séries  vérifiant  les  équations  (i5)  con- 
vergent  pour   |x|^/r,  h  désignant    la    plus    petite    des    quatre 
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On  en  conclut  que  les  séries  vérifiant  les  équations  (i4)  et  par 
suite,  a  fortiori,  les  solutions  du  système  (i3),  équivalent  au 
système  proposé  (i),  sont  certainement  convergentes  dans  le  do- 
maine 

I^  tliéorème  que  nous  avions  en  vue  est  donc  démontré. 

-l.  Après  avoir  établi  l'existence  des  fonctions  implicites,  on 
peut,  en  quelques  mots,  démontrer  le  théorème  fondamental  de 
Caucliy  concernant  l'existence  des  intégrales  d'un  système  d'équa- 
tions dilTéreniielles  ordinaires.  Pour  cette  démonstration,  il  nous 
suffit  même  d'invoquer  le  résultat  du  n°  1. 

Considérons,  en  elTct,  les  équations  différentiel  les 

*"■''  '^='^i^^--yuyx,----yn)     (<  =  i.^ «t, 

les  F  étant  des  fonctions  analytiques  de  x,  ^, ,  jn,  ■  ■  - ,  y»,  bolo- 
morphes  au  point  j:e,_j'J,T°,  .,  .,j',',  et  proposons-nous  de  dé- 
montrer que  ces  équations  admettent  un  système  d'intégrales 
qui,  pour  x  =  j*i,  +  Ç,  se  réduisent  respectivement  à  ^J-t-T,,, 
^■!| -{-■',;, . .  ■■.  y1,  -h  ttni  et  qui  sont  développables  suivant  les  puis- 
sances enlii-rcs  et  positives  des  quantités  x  —  Xo,  Ç,  t,,,t,i,  ...,  ïi„. 
Faisons  un  changement  de  variables  en  posant 


MÉLANGES. 


7> 


où  les  f  sont  des  fondions  analytiques  de  x,  y^,  . .  -^  y,i  et  des 
paramètres  X|,  .  .  .,  \pj  holomorphes  tant  que  les  modules  de 
toutes  ces  quantités  restent  suffisamment  petits,  admet  un  sys- 
tème d'intégrales  qui  s'annulent  avec  x  et  qui  sont  dévelop- 
pables  en  séries  suivant  les  puissances  de  x^  X^ ,  . . .,  \p. 

Les  séries  entières  en  ^,X|,...,  Apsalisfaisant  formellement  aux 
équations  précédentes  convergent  évidemment  en  même  temps 
que  celles  qui  vérifient  le  système 

dv  i        — 

fi  désignant  toujours  la  série  obtenue  en  remplaçant  tous  les  coef- 
ficients àe  fi  par  leurs  modules.  Or,  comparons  (i8)  aux  équa- 
tions à  termes  finis 

(19)  yi  —  ^fi{x\yu  "">yn'Au  ...,^p)- 

On  voit  immédiatement,  en  écrivant  les  équations  qui  les  déter- 
minent, que  les  coefficients  des  séries  vérifiant  (19)  sont  égaux  ou 
supérieurs  aux  coefficients  correspondants  des  séries  qui  véri- 
fient (18).  Soit  donc,  en  reprenant  la  notation  du  n^  1, 

l^l^a,        l7y|^^        |Xa-|^c, 

un  domaine  où  convergent  les  séries  /,  et  soit  M  la  plus  grande 
valeur  absolue  qu'elles  y  acquièrent.  Nous  savons,  d'après  le  n°  1 , 
que  les  séries  qui  nous  donnent  la  solution  de  (19)  convergent 
|>our 

(20)  \x\'Lh,        \\kV^c, 

h  désignant  la  plus  petite  des  quantités  a  et  jri--  Par  suite,  en  re- 
montant successivement  aux  équations  (18)  et  (17),  nous  pouvons 
affirmer  que  les  séries  entières  en  x^\^,  . . .,  \p^  qui  vérifient  for- 
mellement le  système  proposé  (17),  sont  certainement  conver- 
gentes dans  le  domaine  (20)  et  qu'elles  nous  fournissent,  par 
conséquent,  les  intégrales  cherchées.  Le  théorème  de  Cauchy  est 
donc  démontré. 
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CESARO  (E.)>  —   Ef.EMENTI  DI  CALCOLO  INFINITESIMALE  CON  NUMEROSE  APPLl- 

CAzio?ii   GEOMETRiciiE.    Un  voIume  in-8",  ^60  pages.  Napoli,  L.  Alvano, 
18^. 

Les  Eléntentsde  Calcul  in  finiiésimal  de  M.  Cesàro  sont  divisés 
en  trois  Parties  :  Tliéorics  Jôridamentales,  Calcul  différentiel, 
Calcul  intégral.  L'auteur  s'est  limilé  aux  variables  réelles. 

Les  Théories  fondamentales  comprennent  tout  ce  qiti  est  néces- 
saire pour  élucider  et  préciser  les  notions  de  fonction,  dé  likhité,  de 
dérivée,  de  séries  de  fonctions;  elles  se  terminent  par  un  Chapitre 
sur  les  fonctions  de  plusieurs  variables.  Ces  théories  sont  expo- 
sées sous  la  forme  abstraite,  d'une  façon  très  rigoureuse  en  même 
temps  que  très  sobre;  lout  en  multipliant  les  illustrations  géomé- 
triques, Fauteur  montre,  sur  des  exemples,  comment  l'intuition 
géométrique  ordinaire  est  insuffisante  :  ces  exemples  sont  très  biert 
choisis,  intéressants  en  eux-mêmes  et  assez  simples  pour  que 
raltemiôn  ne  s'écarle  pas  de  l'objet  que  l'auteur  à  en  vue. 
M;  Cesàrô  ne  se  contente  pas  d'ailleurs  d'enseigner  ce  qui  esl 
essentiel;  il  tient  à  éviter  les  erreurs  dans  lesquelles  tombent  faci- 
lement les  étudiants.  On  sent  chez  lui  Thabitude  et  le  souci  de 
renseignement. 

Le  Chapitre  sur  les  séries  contient  :  la  notion  de  la  convergence 
uniforme  et  les  propositions  qui  s'y  rapportent,  par  exemple,  le 
théorème  sur  la  possibilité  de  différentier  terme  par  terme  une 
série  qui  donUe  ainsi  naissance  à  une  série  uniforntcment  conver- 
gente; l'étude  de  la  série  de  Tavlor;  un  intéressant  paragraphe 
sur  les  valeurs  asymptotiques  des  séries  entières  et,  en  particulier, 
sur  le  théorème  d'Abel,  Tétude  de  la  variation  des  fonctions. 
Signalons  aussi  une  exposition  élégante  des  principes  delà  théorie; 
de  l'interpolation,  fondée  sur  la  formule  d'Ampère.  Dans  le  Cha- 
pitre sur  les  fonctions  de  plusieurs  variables,  à  propos  de  la  règl(* 
pour  prendre  la  dérivée  d'un  déterminant,  Tauteur  établit  la  pro- 
priété fondamentale  des  déterminants  wronskiens.  Pour  la  théorie 
des  maxima  et  des  minima,  il  se  limite  au  cas  où  leur  dét(îrmina- 
lion  dépend  de  la  considération  d'une  (orme;  quadrati(|ue  définit*. 
Bull,  der  Sciences  niathéni.,  i*  série,  t.  WIII.  (  \vril  iH«j«j.)  0 
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J'ai  déjà  ÎDsisté  sur  le  $oia  qu'a  apporté  M.  Ccsàro  au  choix  des 
exemples  et  des  exercices;  beaucoup  tnérîleraienl  d'élre signalés, 
mais  leur  oombre  est  si  considérable  qu'on  est  quelque  peu  embar- 
rassé pour  choisir.  Afin  de  montrer  seulement  combien  il  a  le 
souci  de  faciliter  au  lecteur  ses  éludes  ultérieures  je  cite  ceux  qui 
se  rapportent  à  cette  théorie  des  maxima  et  des  minima  :  longueur 
des  axes  d'une  conique;  cas  d'une  section  centrale  dans  un  ellip- 
soïde; équation  de  la  surface  des  ondes;  plus  courte  dislance  de 
deux  droites;  ce  dernier  problème  et  les  problêmes  analogues 
conduiseDt  à  chercher  le  minimum  de  la  somme  des  carrés  de 
n  variables,  liées  par  m  équations  linéaires;  et  cette  dernière 
question  permet  de  donner  au  lecteur  des  indications  utiles  sur 
la  méthode  des  moindres  carrés. 

La  notation  difrérenitelle  dont  il  n'a  pas  encore  été  question 
est  introduite  au  début  du  Calcul  différenliel;  elle  donne  l'occa- 
sion à  M.  Cesàro  de  se  moquer  des  philosophes  qui  n'entendent 
pas  les  Mathématiques.  II  développe  ensuite  la  théorie  du  change- 
ment de  variables,  des  fonctions  implicites,  des  déterminants 
fonctionnels,  etc.  Les  principales  applications  géométriques  sont 
traitées  dans  une  centaine  de  pages,  avec  d'abondants  exemples. 
On  est  peut-être  un  peu  étonné,  au  début,  de  voir  que  l'auteur,  qui 
a  pris  tant  de  soin  à  établir  les  principes,  admet,  sans  s'arrêter  à 
la  juslirier,  la  notion  de  la  longueur  de  l'arc  d'une  courbe.  M.  Ce- 
sàro aura  sans  doute  consenti  à  ce  sacriOce  pour  ne  pas  déranger 
l'ordre  qu'il  avait  adopté  et  ne  pas  introduire  trop  tôt  la  notion 
d'intégrale  définie.  Sans  doute  cette  dernière  notion  aurait  pu  être 
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Ions  une  suilc  d'intégrales  définies  importantes  obtenues,  comme 
limites  de  sommes,  par  des  décompositions  ingénieuses  de  Tinter- 
valle  d'intégration  :  Tauteiir  obtient  ainsi,  en  particulier,  les  inté- 


j;rales 


La  notion  d'intégrale  double,  rattachée  d'abord  au  problème  de 
Tintégration  de  l'équation 

est  ensuite  présentée  sous  forme  abstraite,  mais  seulement  avec 
les  indications  qui  doivent  suffire  au  lecteur  pour  qu'il  se  rende 
compte  de  la  nature  de  cette  notion. 

Après  avoir  développé  les  procédés  classiques  d'intégration, 
Tauteur  dit  quelques  mots  des  fonctions  elliptiques,  avec  l'inten- 
tion évidente  d'intéresser  le  lecteur  à  un  sujet  qu'il  ne  peut  déve- 
lopper, puis  passe  aux  applications  géométriques. 

Les  parties  ultérieures  du  Calcul  intégral  sont  traitées  dans  le 
sens  pratique;  le  but  de  l'auteur  est  évidemment  de  mettre  l'étu- 
diant à  même  de  traiter  quelques  exemples  simples  et  de  se  fami- 
liariser avec  les  méthodes;  mais  il  ne  s'attardera  plus  aux /Aéo- 
rùmes  d'existence.  Ainsi  le  problème  de  l'intégration  des  équations 
difTérentielles  ordinaires  du  premier  ordre  est  posé  géométrique- 
ment. Tout  en  restant  dans  le  même  ordre  d'idées,  il  conviendrait 
peut-être  d'apporter  quelques  restrictions  à  la  méthode  indiquée 
pour  la  formation  de  l'intégrale  singulière.  M.  Cesàro  explique  la 
méthode  de  Lagrange  pour  l'intégration  des  équations  aux  déri- 
vées partielles  du  premier  ordre,  à  deux  variables  indépendantes, 
et  termine  par  des  indications  rapides  sur  la  méthode  des  variations. 
Le  livre  de  M.  Cesàro  rendra  d'excellents  services  aux  étudiants, 
le«i  principes  y  sont  établis  d'une  manière  solide;  la  pratique  du 
calcul  y  est  expliquée  avec  soin;  le  lecteur  peut  se  rompre  à  cette 
pratique  grâce  à  de  nombreux  exemples  :  ces  exemples,  par  la  façon 
dont  ils  sont  traités,  lui  fourniront  des  modèles  d'élégance  et  ne 
manqueront  pas  d'exciter  chez  lui,  par  leur  intérêt,  la  curiosité  et 
le  îToùl  de  la  Science.  J.  T. 


l-tlKMlkHI'.   l'AItTtK. 


M'  AILAY  (A.)-  —  OCTONIONS  A  nEVKUlPUEST  OF  CuiKFOBn'S  BIOUATKRNIONS, 

I  Vol,  in-8°;  xiv-siî  p.,  Cambridge,  Univorsily  Press,  1898. 

Voici,  toiiL  d'abord,  qiic]c|iies  dérmilions  Décessaires  pour 
comprendre  l'objet  de  l'anlcur.  Ces  dëliaitions  sont  empruntées 
en  partie  à  ClîfTord. 

Un  Ittlor  esl  une  quantité  définie  par  une  direction  el  un 
nombre  positif  ou  né<;alif  (scalar). 

Un  rotor  est  une  quantité  délinie  par  une  direction,  une  droite 
iiidéiinie,  paralliile  â  celte  direction  el  un  scalar.  La  droite  indé- 
Hiiic  est  l'axe  du  rotor. 

Un  tnotor  est  une  quantité  définie  par  un  rotor  et  un  iator 
qui  sont  parallèles.  L'a\cdu  rotor  csl  l'axe  du  inotor.  L'un  des  éli;- 
nicnls  peut  être  supposé  nul  en  sorte  qu'un  rotor  pris  isolément, 
ou  un  lutor,  doit  être  considéré  comme  un  motor  particulier. 
Toutefois,  dans  le  cas  d'un  Iator,  l'axe  du  motor  n'est  pas  défini; 
toute  droite  parallèle  au  tator  peut  être  regardée  comme  l'axe  du 
motor.  La  supposition  faite  dans  la  définition  générale  du  motor, 
à  savoir  que  le  rotor  el  le  Iator  dont  il  esl  composé  sont  paral- 
lèles, n'inlervient  que  pour  pouvoir  dire  que  l'axe  du  motor  est 
l'axe  du  rotor.  Si  on  la  supprime,  01)  peut  dire  seulement  que 
l'axe  du  motor  esl  parallèle  à  l'axe  du  rotor. 

Un  octonion  est  déilni  par  un  motor  et  deux  scalars,  dont 
l'un  esl  dit  le  scalar  ordinaire  et  l'autre  le  couvert  de  Voclonion. 
L'axe  du  motor  est  l'axe  de  Voctonion. 
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IJ  peut  êlre  regardé  comme  Tensemble  de  ces  deux  qiiaternions. 
L^auteiir  pose 

en  désignant  par  Q  Voctonion ;  par  q^  ries  deux  quatcrnions,  et 
par  û  un  symbole  qui  jouera  exactement  le  rôle  d'un  scalar,  si  ce 
n'est  que  son  carré  devra  être  regardé  comme  nul.  C'est  de  là  que 
résultent  les  règles  pour  l'addition  et  le  produit  de  deux  oc- 
ton  ion  s. 

I^e  rdie  des  /alors ^  rotors  et  motors  en  Mécanique  apparaît  suf- 
fisamment sur  les  définitions.  Le  motor  coïncide  avec  ce  que 
Plùcker  avait  proposé  d'appeler  dyname  au  début  de  sa  Neiie 
Géométrie  des  Raumes  et  la  Tlieory  of  Screws  de  sir  Robert 
Bail  est^sil'on  veut,  une  ihéorie  des  motors.  Au  reste  M.  Mac  Aulay 
déclare  qu'un  grand  nombre  des  applications  qu'il  traite  lui  ont 
éié  suggérées  par  ce  dernier  Livre.  D'autres  se  rapportent  à  la 
Physique  mathématique,  où  les  octonions  peuvent  rendre  des 
services  très  analogues  à  ceux  que  l'on  tire  des  quaternions. 

Dans  la  partie  purement  théorique  de  son  Livre,  l'auteur  déve- 
loppe^ outre  les  opérations  fondamentales  sur  les  octonions, 
la  théorie  des  motors  comme  fonctions  linéaires  d'autres  motors; 
nne  telle  fonction  î^E  d'un  motor  est  elle-même  un  motor  qui 
jouU  de  la  propriété 

çEh-  ^V  =  cp(E  -h  Fj  : 

à  ce  degré  de  généralité,  elle  n'est  pas  l'an-alogne  de  la  fonction 
linéaire  d'un  quaternion,  définie  de  la  même  façon.  La  fonction 
linéaire  particulière  qui  conserve  Tanalogie  avec  la  fonction  li- 
néaire delà  doctrine  des  qualernions  est  désignée  par  l'auteur  sous 
fe  nom  de  fonction  commutatire  et  ses  propriétés  sont  étudiées 
en  détail.  Enfin,  un  important  Chapitre  est  consacré  aux  motors 
comme  grandeurs  du  premier  ordre,  au  sens  de  VAusde/uitins^s- 
lehre. 

Le  Livre  de  M.  Mac  Aulay  est  plutôt  un  Mémoire  qu'un  Traité 
<li(iactique  ;  l'auteur  a  recul'é  devant  celle  dernière  forme,  (|ui 
î'nraii  nécessité  quelques  développements.  Il  est  permis  de  le 
r^M'eltcr  et  de  penser  (jucM.  Mac  Aulay  s'est  exagéré  la  longueur 
<!«' CCS  di'veloppcmeuts  :  la  clarU'  et  la  précision  de  ses  idées,  la 


Hi  l'ItHMIKllI-:  i>Aiiriu. 

HilrcU;  tivcic  lai|u<:llv  il  inanie  les  ciilciils  ii^'mboli(|uc3  lui  auraient 
livriiiiH  (le  rester  concis,  (luns  un  Livre  <|ui  se  serait  adressé  à  un 
tiliiN  (;ranrl  noirihrc  <lc  lecteurs.  J.  T. 


(il^N(K:cUIi  (A.).  —  UipFt:HifKTiAL-UKi:iiM;KG  i.ni)  Urumizlgë  uer  I.sti^hal 
lUciiM'Nu,  iiKRAi'MiKCiKRUN  vuN  G.  P^ANu.  —  Auiorisirle  deuliclie  Uebor- 
/uUiitiK.  von  <:.  Biihliiiiiiin  iind  J.  .S</ie/tp;  mil  cinotn  Vorwort  von  ^. 
illnjer.  Krsto  Uurt-ruii|{,  .i*4  !'■  in-B"-  Lcipïifî,  Teubiier;  1898. 

ft'uuH  HiinimcH  honreux  d'annoncer  la  liaduclioii  allemande  du 
'['ruilL^  de  Calcul  dilltirciiticl  cL  iiilé^ral  de  MM.  Genocclii  et  Peano. 
(Ici  exccllcnl  Livre  a  clé  assurément  un  des  premiers  Ouvrages 
<)idiiclii|iics  1)11  |)lu<>icurs  jirujiosiliuns  fondamentales  ont  été  pré- 
M'tiléi's  d'une  f»i;i>ii  ciitièreinciil  saliAfuisuiilc;  il  est,  en  outre, 
fiiiiplc  el  clair.  Son  Miccés  est  nin|>lonicnt  joslilic.  J.  T. 


MkLWllKS. 


SUR  LES  ROTATIONS: 

l'ii!  M.  I ,  lii  luii  romi. 
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ihode  de  H.  Grassmann,  on  obtient,  pour  les  rotations,  une  opé- 
ration bien  plus  simple  que  celle  qu^on  obtient  au  moyen  des 
qualernions.  Je  suppose  que  le  lecteur  connaisse  le  contenu  de 
mon  Livre  :  Introduction  à  la  Géométrie  différentielle  suivant 
la  méthode  de  //.  Grassmann  (Paris,  Gautliier-Viilars;  1897) 
que  j^indique  avec  la  notation  m,  l. 

1.  Nous  rappelons  ici  quelques-unes  des  propriétés  des  Irans- 
rormalions  linéaires. 

Soient!/,  Çj  n»,  . . .  des  systèmes  linéaires  d'une  même  dimension 
de  formes  géométriques  (m.  L,  p.  53). 

Nous  disons  que  o"  est  une  transformation  linéaire  (ou  simple- 
menl  transformation)  parmi  les  u  et  les  v  quand,  quels  que  soient 
les  éléments  a,  6,  ...  de  u  et  le  nombre  réel  x,  aa,  ai,  . . .  sont 
des  éléments  bien  déterminés  de  i»,  et  qu'on  a 

(j{a  H- 6)  =  (ja -f- (j6,         (j{xa)  =  x{(ja). 

Un  nombre  réel  est  toujours  une  transformation. 
Si  0",  X  sont  des  transformations  parmi  les  u  et  les  t',  on  a  o'  =  A 
quand,  quel  que  soit  l'élément  a  de  u^  on  a  Ta  =  Xa. 
Posons,  dans  les  mêmes  hypothèses, 

et  T -f- À  constitue  une  transformation  bien  déterminée. 

Si  T  est  une  transformation  parmi  les  u  et  les  (^  et  si  X  est  une 
transformation  parmi  les  r  et  les  (v,  nous  posons,  quel  que  soit 

Télément  a  de  u^ 

(11)  a  =  l{aa), 

« 

et  AT  constitue  une  transformation  bien  déterminée  parmi  les  u  et 
les  iv. 

Dans  les  mêmes  hypothèses,  nous  posons,  pour  abréger. 

Le  produit  des  transformations  n'a  pas,  en  général,  la  propriété 
rommutafii'e ;  mais  lu  produit  de  trois  ou  plusieurs  transforma- 
lions  a  toujours  la  propriété  associative.  Le  produit  de  deux 
transformations  dont  une  v>V  un  nombre  a  loujours  la  propiiélt' 
<'nnimulalive. 


Si  ntËMIËRË  PARTIE. 

Soit  T  une  transformation,  parmi  les  U  et  les  v,  rooction  d'une 
variable  numérique  /,  et  soit  v,  une  transforinatioD  fixe  parmi  les 
Il  et  les  V.  Nous  disons  que 

lorsque,  quel  que  soil  l'élément  n  de  », 

Dans  les  n^èines  hypothèses,  nous  posons 


quand  la  limite  considérée  pour  h  ^  o  est  une  trapsformalion 
bien  déterminée.  Les  règles  ordinaires  de  dérivation  subsistent, 
celles  qui  dépendent  de  la  propriété  commulattve  exceptées. 

Si  7),  a^,   73,   ...  est   une  suite    illimitée  de   transformations 
parmi  les  (/  et  les  t.-,  nous  posons 

3i  +  li  +  3,  ^..,  =  lin  (3,-,- Ti-l-ij  ..  ,  —  »„■) 

quand  le  deuxii-tite  membre  est  une  Iransformation  bien  déler- 
niinée. 

Une  Iransformalion  parmi  les  u  et  les  m  est  appelée  substitu- 
tion. Si  s  est  une  substitution  enlre  les  ftet  n  un  no^b^e  entier. 
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soit  le  vecteur  U, 

(I)  (£,I)U  =  |IU, 

où  {m.  /.,  p.  27)  I  lU  est  l'index  du  bivecteur  lU  (axe  moment 
du  couple  lU). 

Quand  on  n'a  pas  à  craindre  d'équivoques,  nous  écrirons,  tout 
simplement,  i  au  lieu  de  (/,  I). 

Lopération  (/,  I)  est  une  subjStituHan.  En  eflel,  quels  que 
soient  les  vecteurs  U,  V  et  le  nombre  x^  on  a 

i(U  -h  V)  =  I  I(U  -+-  V)  =  1(IU  -^  IV)  =  I  lU  +  HY  =  «U  -H  iV, 

i\r  u  =  IKa-U  )  =  ^  I  lU  =  ariU. 

Le  vecteur  |IU  est  le  produit  régressif  (m.  L,  p.  49)  dans  le 
plan  à  rinfîni  des  vecteurs  |I,  |U;  par  conséquent  on  a 

i*U  =  i|IU  =  |(I.|IU)  =  -|(|I.|U)I=-|î|U-(I|U)|Ij, 

d'où  Ton  tire 

(2)  t«U  =  (I|U)l  — U. 

En  observant  que  (/,  1)1  =  o,  on  a,  par  l'équation  (2), 

(4)  /vu=-£«U, 

(5)  /»U=      t  U. 

3.  Soit  O  up  poiixt  fixe,  que  nous  prenons  comnae  origine  de 
lous  les  vecteurs. 

Le  vecteur  lU  a  les  propriétés  suivantes  :  il  est  un  vecteur  du 
plan  0|I  (le  plan  perpendiculaire  à  I  qui  passe  par  Q);  il  est 
perpendiculaire  au  plan  OIU;  son  module  est  le  module  du  bi- 
vecteur lU  (le  moment  du  couple  lU);  son  sens  est  tel  que  le 
nombre  OIU(/U)  est  positif.  En  observant  que  (1 1  U)I  est  la  pro- 
jection, en  grandeur  et  sens,  de  U  sur  I,  il  résulte  par  Téqua- 
lion  (a)  que  i^\]  est  le  vecteur  du  plan  O  1 1  qu'on  obtient  en  fai- 
sant tourner  i\j  d'un  angle  droit  dans  le  sens  inverse  des  aiguilles 
d'une  montre,  placée  sur  le  plan  O  1 1,  et  dont  un  observateur,  qui 
a  les  pieds  en  O  et  la  tétc  en  O  4-1  regarde  le  cadran.  De  ce  que 
nous  venons  de  dire,  il  résulte  (|uc  lors(|ue  la  substitution  (/,  I) 
est  appliquée  aux  vecteurs  du  plan  ()|I  elle  coïncîidc  avec  Topé- 


ralion  qu 
signe  (■  ( 


l>itHUlËnii  l'AHTIt. 
I  indique,  ordinairement  et  tout  s 


|)lenienl,  avec  le 
p.  20),  le  sens  positif  de  la  rotation  restant  sous 
entendu  {i*U  est  ta  projection,  en  grandeur  et  sens,  de  U  sur 
le  plan  0|l). 


Cela  posé,  c""-^  ou  simplement  g'-'  est  une  opération  qui,  appLï- 
quée  ù  un  vecteur  du  plan  Ojl,  (ait  tourner  ce  vecteur  d'un 
angle  x  dans  un  sens  déterminé  (»).  /.,  p.  24).  Alors  si  nous 
disons  que  :  K  est  te  vecteur  qu'on  obtient  en  faisant  tourner  U 
autour  de  I  da  l'angle  X,  lorsque 


iK  = 


B--'lU. 


c'esl-à-dire  lorsqu'on  obtient  la  projection  rfeK.  sur  le  plan  0|I 
en  faisant  tourner  de  l'angle  x,  sur  le  même  plan,  la  projec- 
tion de  V,  on  a 
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de  V opération  qu'on  doit  appliquer  à  un  vecteur  quelconque 
pour  le  faire  tourner  de  l'angle  a:,  en  un  sens  déterminé, 
autour  du  vecteur  I  (  *  ). 

Soient  U  un  vecteur  quelconque,  x^y  des  nombres  réeJs  et  n 
un  nombre  entier.  On  a  fort  aisément 


(7) 
(«) 
(9) 


=  1, 


e^-^dU, 


3  Ois.  Soient  ï,  J,  K  des  vecteurs  unité.  Si  nous  posons 

Kl 


li  = 


JK 
inod  J  K 


Ji  = 


modKJ 


K,= 


IJ 
mud  IJ 


il  résulte  que  I|,  J|,  K|  sont  des  vecteurs  unité. 

Indiquons  avec  la  notation,  par  exemple,  ang(J,  K)  le  plus  petit 
nombre  positif  jc  tel  que  K  =  e"*'"J,  et  nous  aurons,  si  J  ^  K, 
ang(J,  R)  -4-  ang(K,  J)  =  21:. 

Cela  posé,  et  en  observant  que  c"'"^,  e*'"*"^,  c^''*'*^  sont  les 
symétries  par  rapport  aux  vecteurs  I,  J,  K,  nous  avons 


(10) 


^<  /.J)  rt  gii,K\TZ  -^  ^(/,  l|28nic(K.  J  ) 


et  deux  autres  formules  analogues  pour  les  couples  K,  I  et  I,  J. 

En  efl'et,  si  U  est  un  vecteur  compianaire  avec  les  vecteurs  J,  K, 
la  formule 


(10') 


^u.J  )  7T  ^(1,  kl  7T  y  — -  ^*'/,l|i  Sans  I  K,  J  I  [J 


est  immédiatement  vérifiable  sur  le  plan  des  vecteurs  J,  K,  U. 

Si  U  n'est  pas  complanaire  avecJ  etK,  posons  U  =  U|  +  Uo, 
Ui  étant  parallèle  au  vecteur  1,  et  U2  complanaire  avec  J  et  K  :  les 
deux  membres  de  la  formule  (10)  sont  des  opérations  qui  trans- 
forment U  en  U|,  et  donc  pour  la  (10')  la  formule  (10)  est,  eii 
général,  vraie. 

En  vertu  de  la  propriété  associative  du  produit  de  substitutions 
cl  en  observant  que  le  produit  d'une  svmétric  par  elle-même  est 


(')   Voir  Ci.  ThA.No,  L'alcolo  i^eonwlrico,  p.  i'»'|. 'rniiiio.  1SS8. 


m  l'ItKMlEUE   l'AUTlE. 

l'idcnlilé  (le  nombre  i),  nous  avons 

qui  donne,  parles  formules  (lo), 


ou  encore 

(M)  e' 


i,iiii»iiiki,)iii. 


qui  csl  la  formule  fondamentale  pour  la  composition  des  rotations 
(AfÛBivs,  Calcul  barycentrique). 

4.  Si  nous  posons,  tt  étant  un  Itiveclettr, 

il  résulte  que  (/,  I)  est  une  :iiibsùluLion  pour  les  bivectcur&. 
Par  l'équation  (12),  on  a 


qui  prouve  que  les  deux  opérations  |,  *  sont  commutables. 
Si  n  csl  un  nombre  entier  on  a 


MÉLANGES.  Se, 

La  formule  (9)  subsiste  encore  lorsque  U  est  un  bivectcur. 
Si  J,  K,  U  sont  vecteurs 

(16)  (e'>J)(«'>K)  =  e'>(JK), 

(17)  (e^'J)(e'-'K)(e''U)  =  JKU. 

5.  Voici  des  applications  des  formules  précédentes  : 
I**  O  étant  un  point  fixe  et  x  un  nombre  réel,   nous  faisons 
correspondre  à  chaque  point  P  le  point 

P,  =  0-+-e"'ï-'(P  — 0). 

Nous  pouvons  dire  qu'on  obtient  P  en  donnant  au  point  P  une 
rotation  égale  à  x  autour  de  Taxe  OI.  Si  P  est  un  point  de  l'axe, 
c'est-à-dire  si  P  =  O  -I-  ml,  alors 

P,  =  0-f-  ei'm\  =  O-H/ne'^l  =  0-+-/wl  =  P, 

el  chîique  point  de  Taxe  correspond  à  lui-même.  Si  P,  Q,  R,  S 
sont  des  points,  alors 

(Q,-PO(R|-P,)  =  e/-[(Q-P)(R-P)], 
(Qi-Pi)(R|-Pi)(S,-P,)  =  (Q-P)(R-P)(S-P), 

d'où  l'on  déduit  qu'à  une  figure  quelconque  correspond  une  figure 
égale. 

a**  Si  un  corps  a  un  mouvement  de  rotation  autour  de  l'axe  01 
(O  est  un  point  fixe),  et  si  Pq  est  la  position  initiale  d'un  parmi 
les  points  du  corps,  alors  la  position  P  de  Pq  à  la  fin  du  temps  t  est 

P  =  0-+-e<'.«'^(Po— 0), 

où  X  est  une  fonction  de  t.  Pour  la  vélocité  du  point  P,  nous  avons 

dp       dx    ...»       ^ 

Le  vecteur  /(Pq —  O)  a  pour  module  la  distance  du  point  Pq 

dx 
(ou  P)  à  la  droite  01  et,  par  conséquent,  —  est  la  grandeur  de 

\iï  vélocité  de  tous  les  points  du  corps  dont  la  distance  à  l'axe  01 

dx 

est  l'unité;  c'est-à-dire  -7-  est  la  vélocité  angulaire  du  mouve- 
ment, qui  est  indépendanle  du   point   P.  Pour  racccicralion  du 
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f/'c' 


=  ,..,-(P„„0)+    -j- 


"  tll- 


11) 


'iHV,-0). 


Les  vecteurs  /(P,  — O),  i^(Po — O),  de  même  module,  ont 
respectivement  la  direction  de  la  tangcnle  et  de  la  normale  prin- 
cipale au  point  P,  à  la  courbe  décrite  par  P;  par  conséquent,  la 
précédente  forinute  donne  immédialenienl  les  composantes  lan- 
^'cnticlles  et  normales  de  l'accélération  an  point  P  et  donne  encore 
l'accélération  angirlaire  totale,  tangenlietlc  et  normale,  indépen- 
dante du  point  considéré  P. 

3"  Posons 

P  =  0-K'""-^(Q-0)  +  miI. 

S!  Q  est  un  point  lîxe  (ou  liicn  Q=  O  +  e'*-"^  (K  — 0)-hm^I, 
H  étant  un  point  fixe),  le  point  P,  x  variant  de  +os  à  — oc,  décrit 
une  hélice  dont  l'axe  est  la  droite  01  el  m  est  le  pas  réduit  (pour 
ni  ^  o,  P  décrit  une  circonférence).  Pour  la  tangente  au  point  P, 
nous  avons 


f/P 


^e'^i(>)-0)-\-> 


'[/(Q-0)+n.I]. 


qui  donne  immédiatement  la  construction  de  la  tangente  à  l'Iiélice 
au  point  P  en  faisant  usage  du  pas  réduit. 

4"  En  conservant  pour  P  l'eipression  précédcnle,  soit  Q  un 
point  fonction  d'une  variable  y  indépendante  de  j:.  Le  point  P 
décrit  nnc  surface  de  révolution  grnérnle  pour  m  ^=  o  el  une 
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pour  le  plan  tangent  au  point  P,  nous  avons 

dx  djr  {  '  ^  dy  \ 

6.  Soient  m  un  nombre  réel,  O  et  P  des  points.  Définissons  le 
signe  d'opération  (/,  1,  O),  en  posant 

(t,  I,0)rmP)  =  /n(£,  ï)(P  — O). 

Il  résulte  bien  aisément  que  (/,  I,  O)  est  une  transformation 
des  formes  du  premier  ordre  en  vecteurs.  Si,  n  étant  un  nombre 
entier  quelconque  et  x  un  nombre  réel,  nous  posons 

(«\I,0)'»P  =  (i,I)'»(F-0), 

on  a 

g(,,i.O)j^p  —  o  -i-e"'^J'(P  — 0), 

et,  par  conséquent,  ^'''-^'p  représente  le  point  P  depuis  la  rota- 
lion  X  autour  de  Taxe  01. 

Nous  pouvons  donner  une  signification  analogue  aux  expressions 

où  a  est  une  forme  de  deuxième  ordre  et  a  une  forme  de  troisième 
ordre.  On  a  ainsi  une  méthode  un  peu  diflerenlc  pour  la  forme 
de  celle  que  nous  avons  employée  au  n"o,  pour  étudier  les  hélices, 
les  surfaces  de  révolution  et  hélicoïdales  décrites  par  un  point  ou 
par  une  droite,  ou  enveloppées  par  un  plan;  mais  nous  laissons 
aux  lecteurs  de  développer  les  formules  relatives  aux  notations 
que  nous  venons  d'indiquer  et  d'en  faire  des  applications. 

7.  Soient  ï,  N,  B  les  vecteurs  fonctions  de  la  variable  numé- 
rique s  qui  paraissent  dans  les  formules  de  Frenet  (/??.  /. ,  p.  120), 
formules  qui  peuvent  être  considérées  indépendamment  d'une 
courbe,  et  qui  sont  liées  par  les  relations 

dT       I  ^,          d\            I  „,       I  ,,  d\\       I  ^. 

-7-  —  -  N,  -7-   — » H,  -  .     —      N. 

n$  Z  ils  0  T  (is  T 
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U  dlanl  UQ  vecteur  constant  quelconque,  no 

^(/,T)U=lim^[iT(.+  AjlJ-[T{.)U] 

=  nini|[T(*  +  A)-T(i)U]  =  |Çu  = 


ds       ~ 
dii.^)  _ 

ds        ' 
d{i,  B)  _ 


_I(,-,T)-i-(<,B), 
P 


Au  moyen  de  ces  formules,  on  obtient  les  dérivées  s 
de  l'opération  (i,  T),  mais  en  forme  bien  compliquée,  sauf  dans 
le  cas  où  p  et  T  sont  des  constantes. 

La  dérivée  de  e"'^'^  se  présente  aussi  sous  forme  compliquer, 
car  la  dérivée,  par  exemple,  de  i*  n'est  pas  ^i-r  •  mais  i-s — h  -j-  *'• 

La  rotation  autour  d'un  axe  variable  se  présente  dans  le  mou- 
vement général  d'un  corps. 
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MAUNHlb  baron).  —  Les  bandages  pneumatiqies  et  la  résistance 
AU  ROULEUBNT,  élude  ihéoruiuc  cl  pratique.  Paris,  Dunott,  1899. 

On  dit,  c'est  un  commun  proverbe,  qu'une  question  hien  posée 
est  à  moitié  résolue.  On  exagère.  Les  problèmes  de  la  trisection 
de  ran*»le  et  de  la  quadrature  du  cercle  sont  très  clairenKful  et 
très  nettement  énoncés;  leur  solution  n'en  est  pas  plus  avancée. 
On  pourrait  déclarer,  avec  plus  de  raison,  que  toute  question  mal 
posée  devient  insoluble,. .  •  jusqu'à  ce  qu'on  la  pose  mieux. 

La  théorie  de  la  résistance  au  roulement  |)araîl  mériter  ce  re- 
proche; M.  de  Mauni,  qui  l'a  beaucouj)  étudiée,  le  lui  adresse 
énergiquement;  il  dénonce,  un  peu  rudement,  des  contradictions, 
des  omissions  et  des  erreurs  commises  dans  les  Ouvraj^cs  clas- 
siques à  l'occasion  de  «  l'une  des  théories  de  la  Mécanique  dont 
la  revision  est  le  plus  impérieusement  réclamée  ». 

M.  de  Mauni  est  sévère.  Les  plus  illustres  ont  leur  part  de 
blâme.  Le  nom  même  de  frottement  de  roulement  est  condamné; 
il  accuse  ceux  qui  désignent  ainsi  la  résistance  au  roulement 
<f  d'un  abus  de  langage  devenu  intolérable  »;  il  ne  dit  pas  depuis 
quand.  Coulomb  est  le  moins  maltraité.  «  Il  n*a  jamais  songé  à 
traiter  à  fond  la  résistance  au  roulement.  »  Il  est  \rai  que  a  ses 
conclusions  sont  formulées  Av.  manière  à  donner  le  clian<;e  à  des 
lecteurs  même  assez  attentifs  ».  Coulomb,  dit-il  ailleurs,  u  a 
commis  une  inadvertance,  il  n'a  pas  fait  atlention  aux  conséquences 
que  plusieurs  générations  en  tireraient  ». 

I*our  Poncelet  seul,  M.  de  Mauni  se  nionlre  indni^rent.  Poncelel 
s'est  refusé  à  traiter  la  (pieslioj)  :  <(  Il  faut  louer  sa  réserve  si 
loyale  et  si  scienti(i([ue.  »  Dans  le  passn^c  cilé  du  Traité  d<î  Mt'- 
i:anique  industrielle,  je  ne  trouve  rien  à  ailiiiirer  et,  si  j'avais  à 
signaler  dans  ce  livre  excellent  et  utile  la  page  la  juoins  digue  de 
rilluslre  auteur,  cest  celle-là  que  je  choisirais.  Bien  loiii  d'aLlniirer 
la  réserve  de  Poncelet,  le  lecteur  a  le  droit  de  la  blâmer  el  de  s'en 
plaindre. 

Pour  faire  apprécier  l'utilité  des  rojies,  Poueclct  coinpiire  le 
lirage  d'une  voiturcî  à  celui  d'un   simple  traîneau.  Il   trouve,   pai* 

iiull.  tles  Scieiicex  mathvm.,   x'^i-vw,   l.   WIII.    (  M;ii  i^<»t|.) 
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un  calcul  miniilieuscment  poussé  jusqu'au  centième  de  kilo- 
gramme, que  reflbil  imposé  au  cheval,  dans  les  conditions  qu'il 
suppose,  est  35''6,5f).  La  grande  supériorité  de  la  voiture  sur  le 
traîneau  étant  démoutrée  par  des  cliilTres,  35''^,  fxj  contre  »65a^E, 
il  ajoute  :  u  Quant  au  point  de  vue  pratique,  il  conviendrait  en- 
core de  considérer  :  i"  la  résistance  que  l'air  oppose  au  mouve- 
mcnl  de  la  voilure;  2"  le  frottement  circulaire  ou  latéral  qui  a 
lieu  contre  les  épanlements  du  moyeu  des  roues. ...  3°  enHn,  le 
froitemcni  de  seconde  cspOcfi  ou  de  roulement,  qui  naît  du  con- 
tact de  ces  roues  avec  le  sol.  »  Mais,  ajoute  l'illustre  auteur, 
«  ainsi  que  nous  en  avons  déjù  averti,  notre  intention  ne  saurait 
être  de  nous  étendre  ici  sur  les  considérations  expérimentales  et 
physiques  qui  se  rapportent  à  ce  genre  de  questions  n. 

Non  seulement  Ponceict  ne  s'étend  sur  aucune  considération 
expérimentale  ou  physique,  mais  il  n'aperçoit  pas  le  contretemps, 
qu'il  aurait  pu  vérifier  en  relisant  ses  leçons  de  Metz.  La  force 
qu'il  néglige,  se  bornant  â  la  mentionner  pour  mémoire,  forme 
les  neuf  dixièmes  environ  de  la  résistance  totale  dont  il  veut  faire 
ressortir  la  petitesse,  Ponceict  a,  assurément,  le  droit  de  glisser 


r  une  théorie  qu'il  n'entre  pas  dans  son  p 


[an  d'ai 


ipproi 


ce  moment,  non  pas  celui  de  laisser  croire  qu'il  a  calculé  l'efforl 
du  cheval  à  quelques  grammes  près,  alors  qu'il  a  négligé  des  cen- 
taines de  kilogrammes.  L'inadvertance  est  petite,  mais  la  faute 
est  grave.  M.  do  Mauni  loue  également  Sonnet,  auteur  estimable 
d'un  dictionnaire  de  Mathématiques,  d'avoir,  à  \'arlic\e  roulement, 
«  constaté  le  dissentiment  radical  existant  sur  ce  sujet  entre  les 
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Quant  au  général  Morîn,  dont  le  crédit  dans  la  Science  a  élé 
<;;rand,  M.  de  Mauni  déclare  «  que  ses  théories  et  ses  calculs  ont 
élé  reconnus  et  démontrés  faux,  dans  toutes  leurs  parties,  excepté 
quelques  détails  ». 

Le  rapporteur  académique  de  la  longue  discussion  entre  Morin  et 
Dupuit,  l'excellent  Coriolis,  dont  le  nom  est  resté  fort  au-dessus 
du  commun,  a  conclu  en  faveur  de  Morin.  «  Grâce  à  Tautorité 
de  ce  rapport,  dit  M.  de  Mauni,  la  théorie  de  la  résistance  au 
roulement  est  restée  un  tissu  de  contradictions  et  même  d'absur- 
dités, sans  que  pendant  un  demi-siècle  personne  ait  jugé  utile  d'y 
prendre  garde.  » 

M.  de  Mauni,  sans  entrer  au  détail  de  ces  contradictions,  comme 
on  aurait  le  droit  de  s'y  attendre,  veut  bien  déclarer  qu'il  ne  se 
croit  pas  infaillible  et  inviter  ses  lecteurs  à  user  envers  lui  de  la 
fraocliise  dont  il  donne  Texemple.  J'en  userai  pour  déclarer  ses 
critiques  trop  vagues  malgré  leur  énergie,  et  souvent  outrées. 
J'ai  moins  que  personne,  cependant,  le  droit  de  les  dire  sans  fon- 
dement; plus  d'une  fois,  moi-même,  au  sujet  de  la  théorie  méca- 
nique du  roulement,  j'ai  éprouvé  quelque  mauvaise  humeur. 

D'excellents  auteurs,  et  des  professeurs  très  méritants,  sans 
proposer,  comme  on  les  en  accuse,  des  raisonnements  contradic- 
toires et  absurdes,  ont  pu  provoquer,  par  la  négligence  de  leur 
langage  et  l'absence  d'explications,  rimpnticncc  et  le  blâme  d'un 
ami  de  la  vérité  trop  exigeant  sur  la  précision  et  la  rigueur. 

Le  zèle  sans  mesure  de  M.  de  Mauni  me  rappelle  un  vieux  sou- 
venir, lorsque  j'étais  élève  à  FEcoIe  Polvlechniqiie,  Le  Verrier, 
chargé  du  cours  de  Mécanique,  avait  enseigné,  sans  s'écarter  dcî 
la  tradition,  la  théorie  du  frottement  de  roulement.  Je  n'y  avais 
ncn  compris.  Le  langage  me  semblait  incorrect,  les  conclusions 
vagues  et  obscures.  Appelé  quelcpies  jours  après,   selon  la  cou- 
tume de  l'Ecole,  à    une  interrogation,    une  colle,   comme  nous 
élisions,  sur  la  théorie  du  frottement  de  roulement,  je  me  bornai  à 
<lire  quels  embarras,  après  avoir  ('coutc  la  leçon  de  Le  Verrier, 
m  empêchaient  de  trouver  la  théorie  acceptable.  Le  répétiteur  (pii 
"ï  interrogeait,  c'était  Delaunavj  sans  rien  tenter  pour  débrouiller 
C€l  embrouillement,    m'accorda    la    note    :>.(>,    la    plus   haute    de 
léclielle.  Quelques  années  après,  devenu  profrsscjir,  il  enseignait, 
iiu«'l<' aux  traditions,  la  th(''orie  du  frdltcinciil  de  roiiieinenl,  ab^o- 
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lunicnl  comme  l'avaient  Tail  ses  prédécesseurs,  et  comme  le  foDt 

aujoiird'Irui  ses  successeurs. 

Quelles  sont  donc  ces  cou Iradi étions  el  ces  absurdités,  appa- 
rentes ou  réelles,  que,  même  avertis,  les  meilleurs  esprits  accep- 
tent sans  y  prendre  garde?  Kiles  s'expliquent  par  une  langue  ma) 
faite,  origine  captieuse  de  sopliisines,  pour  le^  philosophes,  et 
d'équivO(|ucs  obscures  indignes  des  géomètres.  Le  nom  de  résis- 
tance au  loulemenl  csl  réservé,  nou  ù  la  totalité  des  actions  par 
lesquelles  le  sol  résiste  au  roulement  d'une  roue,  mais  à  une  partie 
seuleulcnt,  souvent  petite,  (juelquefuis  négligeable  de  ces  résis- 
tances. Aucun  muitrc  ue  l'ignore,  on  l'enseigne  sans  embarras,  le 
langage  est  libre;  mais  on  a  le  Inrl,  le  plus  habituellement,  de 
mal  choisir  le  moment  de  le  dire.  Quand  on  croit,  dans  les  meil- 
leurs livres,  étudier  la  résistance  au  roulement,  la  force  qu'on 
apprend  à  connaître  n'est  qu'un  niiniiuum;  d'autres  subsistent 
dans  les  applications  les  plus  simples,  qu'il  est  impossible  d'en 
séparer.  Les  auteurs  classiques  en  tiennent  compte,  mais  irrésolus 
el  iudécis,  au  moins  en  apparence,  ils  semblent  en  faire  peu  de 
cas.  J'en  dirai  bientôt  la  raisou.  On  peut  citer  de  nombreux 
exeiuples. 

Lorsque  l'oncelet,  aujourd'hui  leur  luai'lre  l'i  tous,  veut  com- 
parer l'cH'oit  dti  cheval  qui  traîne  une  voiture  ii  celui  qu'impose- 
rait l;i  traction  d'uu  traîneau,  il  uoiuiue//'0//f?»i<?/i/  de  glissement 
hi  l'é^istauce  opposée  au  traîneau  qui  glisse,  mais  non  j>as  lésis- 
Itince  lin  routemi'iit  hi  résistance  opposée  à  fa  voiture  qui  roule. 
■\prfcs  avoir  évalué  cette  yésistance,  l'oncelci  tléclarc.  comui 
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évidence.  Un  peu  d'agacement  est  permis,  r|nand  on  voit  des 
auteurs  considérables,  on  pourrait  en  citer  beaucoup  d'autres, 
sans  s'appuyer  sur  aucune  explication  antérieure,  établir  une  dis- 
tinction entre  la  résistance  au  corps  qui  roule  et  la  résistance  au 
roulement  du  corps;  imposant  ainsi,  à  qui  veut  raisonner  de  ces 
choses,  une  minutieuse  attention  à  la  position  des  virgules. 

II  est,  dit  la  Logique  de  Port-Ilojal,  des  pédants  de  toutes  robes 
et  de  tous  états.  Dans  leur  louable  vouloir  de  bien  dire,  quel  nom 
doivent-ils  donner  à  la  force  opposée  au  cylindre?  Est-ce  un  frot- 
tement? Pas  de  glissement,  le  cvlindre  roule.  De  roulement? 
Moins  encore,  en  le  calculant  on  néglige  la  résistance  au  roule- 
ment. Existerait-il  un  frottement  de  troisième  espèce?  Les  maîtres 
de  la  Science,  je  veux  dire  les  professeurs  de  Mécanique,  devraient 
nous  en  instruire.  Celte  équivoque  embarrasse  les  esprits  délicats, 
les  choque,  les  irrite  même,  comme  autrefois  la  grâce  suffisante 
qui  ne  suffisait  |)as. 

Les  auteurs  les  plus  autorisés  adoptent  les  conclusions  et  les 
explications  de  Coulomb.  L'action  exercée  par  le  sol  supposé 
horizontal  est  une  force  verticale  égale  et  contraire  au  poids  de  la 
voiture  et  appliquée  en  avant  du  point  de  contact. 

La  résistance  au  roulement  étant  une  force  verticale  ou,  pour 
parler  plus  correctement,  se  réduisant  au  déplacement  du  point 
d'application  de  cette  force,  on  peut  se  demander  s'il  existe  une 
action  horizontale.  Les  géomètres  ignorent  les  réticences.  L'étu- 
diant doit  croire  que,  si  une  telle  force  agissait,  quelquefois  ou 
toujours,  sur  une  roue  qui  roule,  on  s'empresserait  de  le  lui  dire. 
Les  auteurs  ne  cachent  pas  la  réponse,  mais  léservent  la  question 
pour  un  autre  chapitre.  On  l'y  abordera  correclemenl,  jamais 
nettement;  sans  tromper  le  lecteur,  mais  sans  Péclairer. 

Il  faudra  se  garder,  quand  celte  force  interviendra,  de  l'appeler 
résistance  au  roulement.  Nous  avons  vu  Poncelet  et  Delaunay 
riniroduire  et  la  calculer,  en  plaçant  à  Turrièrc-plan,  comme  une 
influence  distincte  et  négligeable,  la  résistance  au  roulement.  Le 
général  Morin  prend  avec  la  langue  des  géomètres  des  libertés 
presque  divertissantes.  Dans  les  nombreux  Tableaux,  olficielle- 
^nenl  approuvés,  sur  le  tirage  des  voilures,  el  qu'on  a  pji  appeler 
•''^glementaires,  on  lit,  en  lote  d'une  colonne  :  llcsislance  au  rou- 
Icnient.   Celte  résistance,   évaluée    en    kil()f;ranîines,    e^^l   hori/.on- 
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ule.  . ..  Fuiit-il  donc  renoncer  k  re<-ar(Icr  l'aclioD  Uu  sol  comme 
verticale?  Morin  se  scrull  élonnc,  je  n'en  douLe  pas,  qu'un  lecteur 
se  rencontrai,  asses  ignorant  ou  assez  peu  perspicace,  pour  lui 
imputer  une  telle  contradiction.  Ne  s'est-il  pas  sufCsaminenl 
expliqué  dans  les  quelques  lignes  qui  précèdent  ses  taMeaux,  en 
écrivant  :  <i  Nous  nommerons  U  la  résistance  opposée  par  le  sol 
au  roulement,  cL  rapportée  ù  la  circonférence  de  la  roue.  » 

Ce  jargon  intolérable  cliez  un  professeur  de  Mécanique  avait, 
longtemps  avant  M.  de  Maunï,  clioqué  les  lecteurs  attentifs.  Plus 
d'un  s'était  demandé  comment  une  résistance  peut-elle  être  rap- 
portée à  la  circonférence  d'une  roue? 

Le  général  Morin  croyait  le  savoir.  La  question  l'aurait  surpris. 
Ija  force  verticale  dont  la  riishtaitce  au  roulement  déplace  le 
point  d'application  forme  un  couple  avec  le  poids  du  corps.  On 
peut,  Poinsot  l'a  démontré,  faire  tourner  ce  couple  à  sa  guise  : 
l'ellct  produit  ne  dé|>end  que  de  son  moment.  Quand  on  déclare 
la  force  verticale  rapportée  à  la  circonférence  de  la  roue,  il  faut 
élre  bien  puriste  pour  alfecter  de  ne  pas  comprendre  que,  maître 
de  la  placer  comme  on  veut,  on  u  voulu  la  faire  tangente  au  point 
le  plus  bas  de  la  roue,  en  donnant  à  l'autre,  pour  point  d'applica- 
tion, le  centre  de  la  roue.  Tout  cela  n'a  pas  besoin  d'être  dit.  Cette 
force  horizontale,  qu'on  oppose  à  la  traction  du  cheval,  est-elle 
réelle  ou  liclive?  La  demande  n'est  pas  indiscrète.  L'esprit  pra- 
tique de  Morin  l'aurait  jugée  inutile. 

Quel  doit  èlrc  l'embarras,  quelquefois  l'impatience  du  lecteur, 
quand   il  voit  un   auteur,   incontestablement  autorisé,  regarder, 
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Lorsqu'une  locomotive  entraîne  un  train  sur  un  chemin  de  fer, 
la  force  motrice,  qui  surmonte  Tincrtie  des  wagons  et  les  résis- 
tances qui  les  retardent,  est  exercée  par  les  rails  sur  les  roues  que 
la  \apcur  contraint  à  tourner'.  La  roue  de  la  locomotive  roule 
comme  les  autres,  les  points  de  sa  circonférence  décrivent  des 
cjcioïdes,  mais  la  vapeur  intervient,  et  il  n^est  permis  en  aucune 
façon  de  l'assimiler  au  rouleau  de  Coulomb,  quoiqu'elle  roule 
comme  lui.  La  force  développée  par  le  rail  n'est  pas  une  résistance 
au  roulement.  Pourquoi?  Ne  s^oppose-t-elle  pas  énergiquement 
à  la  rotation  sans  laquelle  la  roue  ne  roulerait  pas?  On  ne  le  nie 
pas;  mais  la  raison  doit  céder  à  l'usage.  Les  conventions  sont 
libres. 

Les  rails,  dont  l'action  entraîne  la  locomotive,  retardent  au 
contraire  les  w^agons,  mais  la  moindre  partie  seulement  de  la  force 
retardatrice  reçoit  le  nom  de  résistance  au  roulement;  l'autre 
partie  doit  figurer,  quand  on  analysera  les  forces,  dans  une  autre 
colonne  du  Tableau. 

Les  roues  tournent,  en  eflet,  autour  d'un  essieu,  qui,  pour  les 
supporter,  pénètre  dans  un  mojeu  nommé  boîte  à  graisse;  il  exerce 
sur  ce  moyeu  un  frottement  de  glissement,  qui,  résultant  des 
actions  mutuelles  entre  deux  parties  du  train,  est  sans  influence 
directe  sur  le  mouvement  de  son  centre  de  gravité,  mais  qui,  ce- 
pendant, le  retarde.  Le  frottement  de  l'essieu  tend  en  cfi*et,  très 
directement,  à  ralentir  la  rotation  de  la  roue.  Pour  que  le  roule- 
ment persiste  et  ne  devienne  pas  un  glissement,  qui  arrêterait  le 
convoi,  il  faut  que  le  rail  développe  la  force  nécessaire  pour  main- 
tenir la  rotation  de  la  roue;  il  le  faut,  cela  pourrait  ne  pas  suflirc, 
mais  de  plus  il  le  peut,  nous  en  dirons  la  raison.  La  résistance 
dont  c'est  là  l'origine  s'ajoute  à  la  résistance  au  roulement. 

Le  premier  point  à  établir  dans  l'élude  du  roulement  est  Texis- 
lence  d'une  force  développée  à  chaque  instant  par  le  sol,  variable 
de  grandeur  entre  des  limites  fort  étendues,  changeant  de  direc- 
tion lorsque  cela  devient  nécessaire,  et  toujours  exactement  déter- 
minée par  la  condition  d'assurer  une  vitesse  nulle  au  point  par 
lequel  la  roue  repose  sur  le  sol.  Lr  mécanicien  le  plus  ingénieux, 
si  celte  dispensalion  immédiate  de  la  force  nécessaire  no  s'accom- 
plissait pas  automatiquement,  cii  Irouvcrail  la  réalisation  pénible. 
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Le  charron  ne  s'en  occupe  pas.  Le  froltcmenl  du  sol  (c'est  du 
froUement  de  glissement  qu'il  s'agit)  s'oppose  sans  cesse  au  mou- 
vcment  du  point  en  contact  avec  lui;  si  donc  une  vitesse  vient  i 
naître,  si  petite  qu'elle  soit,  et  en  quelque  sens  qu'elle  se  produise, 
il  la  détruit;  le  glissement  n'est  possible  que  sur  un  sol  asses  glis- 
sant pour  rendre  insuffisant  le  frottement  régulateur.  On  pourra 
donc,  dans  la  tliéorie  du  roulement,  déterminer  les  efTorts  déve- 
loppés par  le  sol,  par  la  condition  que,  associés  aux  vitesses 
acquises  par  les  différents  points  du  système,  et  aux  forces  agissant 
sur  lui,  quelle  qu'en  soit  l'origine,  ils  assurent  une  vitesse  nulle 
au  point  de  contact  de  la  rone.  On  peut  conserver  un  scrupule, 
sinon,  un  doute.  Comment  le  sol  inerte,  le  rail  si  l'on  veut,  presse 
par  la  mi^nic  roue,  qui  tourne  avec  la  niOme  vitesse,  peut-îl  exercer 
des  actions  absolument  dillérentes  avec  une  justesse  toujours  par- 
faite? Une  comparaison,  presque  une  identité,  servira  de  rt^ponse. 

Supposons  un  corps  solide  pesant,  reposant  immobile  suric  sol  ; 
quelle  est  sur  lui  l'action  du  sol?  La  réponse  est  simple  :  elle  est 
verticale,  égale  et  contraire  à  la  pesanteur;  il  n'y  a  pas  d'action 
borizontale. 

Si  ce  même  cuips  est  tiré  par  une  force  bori/.ontale  trop  faible 
pour  l'entraîner,  il  ne  liougera  pas,  mais  le  sol  développera  une 
force  précisétnciil  égale  cl  contraire  <t  celle  (|u'elle  doit  détruire, 
et  cela  aura  lieu  jusqu'au  moment  où  le  IVuitemcnt  de  glissement, 
inférieur  à  la  force  de  traction,  ne  pourra  plus  la  détruire.  La 
résistance  du  sol  sur  le  corps  iinniobile  peut  donc,  la  position 
restant  la  même,  varier  depuis  7.éro  jusqu'à  une  limite  supérieure 
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plus  ou  moins  el  met  en  jeu  leur  élasticité,  qui,  pour  des  dépla- 
cements également  invisibles,  mais  1res  diflférenls,  fait  naître  des 
résistances  inégales. 

La  résistance  au  roulement  ne  joue  aucun  rôle  dans  les  expli- 
cations précédentes.  Si  l'on  étudie  d'après  ces  principes,  dans  les 
diflférents  cas,  le  mouvement  d'une  roue,  on  approchera  beaucoup 
de  la  vérité.  Dans  quelques  cas  cependant,  dans  celui  qu'a  choisi 
Coulomb,  par  exemple,  l'erreur  serait  grande.  Supposons  un  rou- 
leau ou  un  cerceau  roulant  sur  un  plancher  horizontal.  Le  sol, 
dans  ce  cas,  diaprés  la  théorie  indiquée  y  n'aurait  aucune  résis- 
tance horizontale  à  exercer;  il  détruira  le  poids  du  rouleau,  ce 
serait  tout  son  rôle.  Le  corps  solide  n'étant  sollicité  par  aucune 
force  roulera  indéfiniment,  sans  se  ralentir  ni  s'arrêter  jamais. 

Cette  théorie  n'est  pas  acceptable;  la  pratique  la  dément.  Le 
résultat  exige  une-  correction.  En  ne  tenant  pas  compte  de  la  dé- 
formation du  sol,  on  a  réduit  le  contacta  une  ligne  mathématique; 
il  se  fait,  en  réalité,  sur  vwMi  petite  surface,  et  la  résistance  verti- 
cale, pour  cette  raison,  est  appliquée  un  peu  en  avant  du  centre 
de  gravité.  Une  correction  est  toujours  nécessaire,  mais,  dans  le 
cas  actuel,  elle  est  considérable. 

La  force  à  corriger  étant  nulle,  rerreur  relative  serait  infinie. 
Dans  d'autres  cas,  elle  est  peu  importante;  comme,  par  exemple, 
quand  on  étudie  la  chute  libre  d'un  cylindre  sur  un  plan  incliné. 
Souvent,  au  contraire,  la  résistance  au  roulement  forme  une 
partie  importante  de  la  résistance  opposée  au  corps  <pii  roule, 
sans  en  faire  la  totalité. 

C^uel  que  soit  le  langage  adopté,  on  doit  se  <lcinander  s'il  est 
évident,  s'il  est  démontré,  si  surtout  il  est  exact  (ju'oii  puisse 
étudier  cha([ye  cause  de  rj-sislarice  pour  eu  calcnh^r  les  clïels. 
comme  si  elle  était  seule,  en  né'^liireant  les  inlluenc-es  mutuelles. 
S'il  s'agit  d  une  voiture,  par  exemple,  ou  évalue  la  résistance  au 
roulement  oppos(*e  à  chacune  des  roues,  coiuinr  s'il  s'agissait  du 
rouleau  étudié  par  Coulomb,  pour  y  joindre  la  r<*sislauce  due  au 
frottement  de  Tessieu,  lajfporlrey  comme  dit  Morin,  à  la  circon- 
férence de  la  roue,  (lette  dtMomposilion  du  problèmes  est-elle 
permise?  Ou  n*a  jamais  éhidié  la  (pieslion.  Il  nr  semblr  pas(|u  un 
premier  examen  soit  favorable.  Lors(|ue  plusieurs  systèmes  de 
forces  agissent  sur  uu  uumuc  corps  >oli(l(',  les  ac(<''léralious  (pii  eu 
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i-osiilleiil  pcodaiit  l'inslant  (]iii  va  suivre  sont  \ci  résultâmes  (le 
celles  que  |>rni]iiiraît  clia([ue  syslème,  s'il  étail  seul.  Les  forces 
qu'il  faut  appliquer  au  point  qui  va  se  placer  en  contact  avec  le 
sol,  et  dont  la  vitesse  actuelle  est  infiniment  petite,  pour  que  cettç 
vitesse  devienne  nulle,  sont  les  résultantes  de  celle  qu'il  faadniit 
appliquer  dans  cliaquc  système  :  c'est  de  ce  théorème  qu'on  dé- 
duit le  principe;  tuais,  quand  on  introduit  la  résistance  au  rou- 
lement, due  »  la  déformation  du  sol,  il  semble  évident  que  celle 
défurniation,  dont  le  rùlc  esl  si  grand,  sera  inlluencée  par  toutes 
les  forces  qui  a^nsseut  sur  la  roue,  elle  ne  peut  rien  changer  aux 
autres  rcsislanccs  dont  leur  détermination  est  un  problème  de 
Géométrie  dans  lequel  celle  détermination  ne  joue  aucun  rôle.  La 
rcsislance  an  roulement  étant  la  seule  qui  puisse  subir  un  clian- 
gcment,  si  la  somme  varie,  il  faudra  que  ce  soit  par  elle.  Il  n'est 
pas  permis,  pur  conséquent,  de  l'évaluer  par  un  calcul  distinct; 
les  autres  la  changent  en  s'^-  associant,  et  le  principe  énoncé  sans 
restriction  n'est  pas  aeccptaLlc.  iVpproche-t-il  de  la  vérité  dans 
les  cas  où  on  l'a  apjtiiqué?  La  question  mérite  examen.  L'expé- 
rience serait  diflicile  à  combiner  et  à  exécuter,  plus  difOeilc  en- 
core à  remplacer  par  une  discussion  tliéorique. 

On  a  traité  souvent  les  prol>l<'mos  relatifs  au  frottement,  sans 
faire  intervenir,  sans  mcnliunner  niéme  la  force  horizontale 
exercée  sur  la  roue  par  le  sol  tjui  lu  porte.  Cette  l'orce  est  grande; 
ceux  qui  la  négligent  ne  l'ignorent  pas.  Pourquoi,  dans  les  expli- 
ealions,  lui  accorder  si  petite  importance?  L'explication  est  facile. 

La  tendance  des  mécaniciens  â  tout  expliquer  par  la  théorie  du 
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forces  vives  et  veulent  prendre  la  question  par  ce  biais,  il  perd 
tout  intérêt.  Cette  force  est  grande,  on  n'en  disconvient  pas;  mais, 
si  rapide  que  soit  Tallure  de  Ja  voiture,  la  vitesse  du  point  qui 
louche  le  sol  est  nulle.  Il  n'en  faut  pas  davantage;  la  force  qui  lui 
est  appliquée  ne  produit  pas  de  travail;  ne  pouvant,  dès  lors, 
enjïfendrer  aucune  force  vive,  il  importe  peu  qu'elle  soit  grande 
ou  petite;  le  calculateur  n'a  pas  besoin  de  la  connaître.  Celui  qui 
raisonne  sans  calculer  comprend  dirHcilement  cette  indilTérence. 

Les  mécaniciens,  pour  étudier  le  mouvement  d'une  voiture, 
peuvent  invoquer  deux  principes  el,  par  deux  voies,  en  apparence 
contraires,  atteindre  le  même  but  avec  une  égale  cerlitude.  Le 
premier,  que  Ton  pourrait  nommer  l'élève  de  l'ancienne  école, 
disciple  de  Poinsot,  par  exemple,  prendra  pour  guide  le  principe 
du  mouvement  du  centre  de  gravilé.  Le  mouvement  de  ce  point 
est  le  même  que  si,  toutes  les  masses  y  étant  concentrées,  on  y 
appli(|uait,  en  les  transportant,  avec  leur  intensité  et  leur  direction 
conservées,  toutes  les  forces  extérieures  qui  agissent  sur  le  sys- 
tème. Ces  forces  sont  la  résistance  du  sol,  la  traction  du  cheval  et 
la  pesanteur.  On  peut,  sur  un  terrain  horizontal,  supprimer  la 
troisième,  en  même  temps  que  la  partie  verticale  de  l'action  du 
sol,  quel  qu'en  soit  le  point  d'application.  Deux  forces  seulement 
devront  donc  intervenir  :  l'action  horizontale  du  sol  et  la  traction 
du  cheval. 

Si  l'on  demande  au  mécanicien  qui  j)rocédc  ainsi  :  «  Quel  rôle 
réservez-vous  an  frottement  de  Tessicu?  »  11  répondrait  cerlaine- 
ment,  avec  grande  raison  :  u  Ce  frottement  ne  ligure  piis  dans  mes 
calculs!  »  Grand  scandale  assurémcnl,  car  on  n'ignore  j)as  ({u'une 
roue  dont  l'essieu  est  bien  graissé  roule  mieux  et  fatigue  moins  le 
cheval;  il  n'est  pas  admissible  que  ce  frottemcnl,  qu'il  importe 
tant  de  diminuer,  ne  joue  aucun  rôle.  Cela  n'esl  pas  admissible, 
en  effet,  parce  que  cela  est  faux. 

Cette  force,  sans  paraître  directement  dans  les  calculs,  accroît 
la  résistance  du  sol;  elle  joue,  sous  ce  rapport,  un  rôle  comparabl  î 
à  celui  du  |)oids  d'un  traîne.*au,  qui,  sans  oj>poser  aucune  résistance 
au  mouvement  horizontal,  accroît,  en  môme  temps  (jue  la  pression, 
le  frottement  (jui  le  retarde. 

En  résumé,  l'action  du  sol  inllue  scuh'  sui*  le  mouvement.  Le 
friittement  de  Tcssieu  est  >diis  iulhicnce  s:ir  la  nIussc  du  ((iilro 
<\r  gravilé,  maiî5  il  rliangc  lac  lion  du  sol. 
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Supportons  le  second  mécanicien,  élùve  de  Poncelet.  l'our 
éLudier  le  inoiivcnicnl  de  la  niflme  voiture,  i)  lui  suffira  de  calculer 
le  travail.  L'essieu  glisse  sur  le  moyeu  de  la  roue,  c'est  une  source 
de  travail  d«5pensé,  le  point  de  la  roue  qui  touche  au  sol  a  une 
vitesse  nulle.  Pas  de  travail  à  attendre,  par  conséquent,  des 
actions  exercées  sur  lui,  il  est  inutile  d'en  parler.  Si  le  point, 
d'application  de  la  résistance  verticale  se  déplace,  par  suite  de  la 
déformation  du  sol,  cette  résistance  produira  un  travail,  dont  il 
faut  tenir  compte,  c'est  /a  résistance  ait  roulemenl ;  enfin,  bien 
entendu,  il  faul  évaluer  le  travail  du  cheval. 

En  résumé  :  Pour  celui  ipii  veut  suivre  la  première  méthode, 
iiucnn  besoin  de  counaîtro  le  frottement  de  l'essieu  et  la  position 
de  la  réaction  verticale;  il  pourra  dire,  sauf  à  s'expliquer  ensuite, 
que  CCS  deuï  forces  n'inducni  [>as  sur  la  vitesse.  La  résistance 
horizontale  importe  seule,  l/élèvc  de  Poucclel,  au  contraire,  n'a 
pas  besoin  de  connaître  la  résistance  horizontale,  i)  pourra  dire, 
sauf  à  s'c\pliqucr  ensuite,  que  cette  force  n'inllue  pas  .sur  la 
vitesse.  Le  frottement  de  l'essieu  et  le  point  d'application  de  la 
réaction  verticale  importent  seuls.  La  vérité,  ipii  domine  tout. 
s'aecomnio<le  des  deux  solutions.  Quand  on  va  jusqu'au  bout,  les 
résultats  sont  identiijues.  Ou  comprend  cependant  que  la  diver- 
sité des  langages  ail  fait  naîlre  des  accusations  d'incohérence  et 
de  conlradiclion. 

Alors  même  qu'aucune  erreur  n'est  commise  dans  la  solution 
d'un  problème  de  Mécanique,  la  claire  vue  du  phénomène  et 
l'analyse  des  causes  qui    le  produisent,  c'est,   pour  les  esprits 
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de  rotation  sur  lui-mémc.  Le  tra>ail  développé  j)ar  la  pesanteur  j)en(laiu 
que  le  centre  de  gravité  du  cylindre  descend  d'une  certaine  hauteur  doit 
produire,  non  seulement  raccroissement  de  force  vive  de  la  masse  entière 
du  corps  supposé  concentré  en  son  centre  de  gravité,  mais  encore  l'accrois- 
sement de  force  vive  de  ce  corps  dans  son  mouvement  autour  du  centre 
de  gravité. 

Ces  lignes  sont  irréprochables;  les  assertions  sont  exactes, 
raais,  après  avoir  lu,  le  lecteur  ignore  quelle  force  produit  le  re- 
lard. Cette  force  ne  produisant  pas  de  travail  n'a  pas  droit  à  la 
moindre  mention.  Le  plan  sur  lequel  roule  le  cjlindre  ne  produit 
aucun  travail! 

Je  crois  pouvoir  affirmer  que  peu  de  lecteurs  peuvent  com- 
prendre celle  assertion  qui,  cependant,  est  exacte. 

A  ceux  qui  sur  ce  point  se  feraient  illusion,  je  demanderai  s'ils 
consentiraient  à  dire  :  La  résistance  du  plan  ne  traK'aille  pas. 
Sx  la  première  assertion  est  fort  éloignée  de  Tévidence,  c'est  parce 
que  le  langagejfamilier  à  tous  repousse  la  seconde.  La  résistance 
du  sol  détermine  et  accélère  la  rotation  du  cylindre,  elle  seule 
relarde  le  mouvement  du  centre  de  gravité;  non  seulement  elle 
intervient,  mais  elle  produit  les  deux  parties  du  phénomène  : 
n'est-ce  pas  travailler  cela?  Le  verbe  travailler,  dans  le  diction- 
naire de  Liltré,  reçoit  vingt-six  significations  difFérenles,  pas  une 
seule  n'autorise  à  répondre  non;  mais,  parmi  les  sens  assignes  au 
mot  travail,  il  en  est  im,  que  d'ailleurs  le  dictionnaire  de  l'Aca- 
démie ne  mentionne  pas,  d'après  lequel  cctie  force,  qui  travaille 
utilement  à  la  marche  de  la  voilure,  produit  un  travail  utile  dont 
la  mesure  est  zéro.  Elle  travaille  sans  rien  produire.  Le  cas  n'est 
pas  rare.  En  adoptant  ce  langage,  accepté  par  tous  les  mécaniciens, 
on  pourrait  et  l'on  devrait  dire  qu'un  artiste,  en  promenant  sur 
une  feuille  de  papier  blanc  la  pointe  finement  taillée  de  son  crayon, 
lors  même  qu'il  a  fait  un  chef-d'œuvre,  n'a  i)roduit  aucun  trai'ail. 

Dans  la  longue  discussion  entre  Dupuit  et  Morin,  j'inclinerais, 
comme  M.  de  Mauni,  à  donner  raison  à  Dupuil;.en  exceptant  les 
cas  où  ils  se  trompent  tous  deux,  sans  pour  cela  s'accorder.  La 
thèse  de  Dupuit,  dans  les  limites  des  expériences  et  des  con- 
ditions habituelles,  semble  s'écarter  moins  de  la  \érité.  Tous  deux 
ont  étudié  l'inlluence  du  diamètre  dos  roues,  celles  des  charges  et 
de  la   largeur  des  jantes,  le  meillrur  emploi  i\c^  ressorts,  la  délé- 
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rioralion  l'I  l'entrclicn  des  rotiics  et  les  questions  relatives  à  la 
police  <i{\  rniilagc.  Ces  <]ueslions,  sî  intéressantes  qu'elles  soient, 
nppiirlicnnent  ù  un  autre  ordre  de  travaux. 

Je  n'aborderai  pas  davantage  l'étude  des  Eiic^'clettes  et  des  ban- 
dages pneumatiques,  qui,  pour  M.  de  Mauni,  donnent  à  la  ques- 
tion une  importance  toute  nouvelle.  C'est  aux  constructeurs  de 
cycles  locomoteurs  qu'il  s'adnissc,  ainsi  qu'à  ceux  qui  font  usage 
de  CCS  véliiculcs.  La  tlicorie  du  roulement  n'est  pour  lui  qu'une 
préparation  nécessaire  aux  applications  qui  l'intéressent.  L'atten- 
tion due  à  CCS  nouveaux  moyens  de  locomotion  impose  selon  lui 
la  nécessité  «  de  faire  jaillir  la  lunnérc  au  milieu  des  antiques 
lénclires  ».  L'étude  des  roues  de  cliarrctlc  ou  de  diligence  lui 
parait  de  moindre  conséquence  et  moins  digne  de  curiosité. 

Sans  revenir  sur  la  partie  critique  des  observations  de  M.  de 
Mauni,  je  iic  puis  terminer  sans  y  signaler  une  accusation  regret- 
table adressée,  un  peu  légèrement,  à  la  mémoire  de  Dupuit  : 

Comme  jiour  aaiimeairr  la  coiiTiision,  ilit-il,  M.  Dupuit,  en  réfutant  ce 
(ju'il  croit  ùiru  lu  lliëurii;  de  Coulomb,  allure  pour  Ivs  besoins  de  la  cause 
lu  texte  Ju  Traité  des  machines  sim|ile«. 

L'accusation  est  grave,  (ennuie  s'il  devinait  que  ceux  qui  ont 
connu  Dupuit  la  déclareraient  iuvraisoinblaLle,  M.  de  Mauni  re- 
produit la  phrase  copiée  dans  le  .Mémoire,  en  la  rupprocliant  du 
IcKie  <lc  (^oidomb.  Coulond)  a  écrit  :  «  A  chaque  expérience,  on 
4^oniini-nce  par  ébranler  le  rouleau.  »  Un  lit  dans  Dupuit,  qui 
iinalyse  .sans  cilcr  textuellement  :  «  Coulond»  a  soi»  de  prévenir 
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F.  TISSERAND.  —  Lkçons  sur  la  dktbrmination  des  orritks,  professêks 
A  LA  Facultk  des  SCIENCES  DE  PARIS.  Uédigécs  Cl  dévcloppées  pour  les 
calculs  numériques,  par  /.  Perchot,  avec  une  préface  de  H,  Poincoré, 

Nous  devons  être  reconnaissanls  à  M.  Percliot  qui  nous  a  con- 
servé les  Leçons  de  Tisserand  sur  la  détermination  des  Orbites. 
Les  nombreux  lecteurs  du  Traité  de  Mécanique  céleste  de 
Tisserand,  qui  connaissaient  la  clarté  de  son  exposition  et  qui 
appréciaient  la  simplicité  et  Télégancc  de  sa  méthode,  croj'aient 
sa  voix  éteinte  à  jamais.  Grâce  à  M.  Perchot,  ils  auront  la  joie  de 
l'entendre  de  nouveau. 

F^cs  idées  que  Tisserand  exposait  dans  les  Leçons  qu'il  pro- 
fessait à  la  Sorbonne  se  retrouvent  presque  toutes  dans  le  grand 
Traité  précédemment  publié  et  qui  est  maintenant  entre  les 
mains  de  tous  les  astronomes.  Elles  n'y  sont  pas  toutes  cepen- 
dant; bien  des  questions  qu'il  a  traitées  dans  son  Cours  ont  été 
laissées  de  côté  dans  son  Ouvrage.  Il  faut  espérer  que  M.  Perchot 
et  ses  autres  élèves  feront  revivre  la  partie  inédite  de  son  Œuvre 
et  sauveront  de  sa  pensée  tout  ce  qu'une  mort  prématurée  permet 
d'en  sauver. 

La  détermination  des  orbiles  des  planètes  et  di-s  comètes,  ce 
problème  si  important  pour  l'astronome,  n'avait  pas  été  étudiée 
dans  le  Traité  de  Mécanique  céleste  :  c'est  là  le  sujet  des  Le- 
çons recueillies  par  M.  Perchot;  le  seul  Ouvra<;c  écrir  en  français 
sur  celle  question  est  la  traduction  du  Traité  dOppolzer.  Cet 
utile  Volume  est  consulté  tous  les  jours  par  les  calculateurs;  mais 
il  faut  reconnaître  que  la  lecture  en  est  difficile  et  rébarbative. 

Les  débutants  ne  seront  pas  seuls  à  s'applaudir  d'avoir  à  leur 
disposition  un  Traité  où  ils  retrouveront  la  limpidité  fraiïçaise. 
Grâce  à  ce  Guide,  les  étudiants  avanceront  sans  fatigue;  j'ajoute 
que  ce  Guide  peut  les  mener  jusqu'au  bout,  car  M.  Perchot  a  fait 
suivre  les  Leçons  de  Tisserand  d'un  résumr  général  des  formules 
mises  sous  leur  forme  déliuitive,  c'est-à-dire  sous  une  foruic 
propre  au  calcul  et  même  d'un  modrie  de  calcul  où  aucun  détail 
nVst  onïis. 

Pour  délermirïCM*  les  six  ch'-nioiits  crunc;  orbile  on  dispose  de 
trois  observations;   (hacunc  de  ces  observations  nous  fournissant 
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calculer  ■ 


deux  donntjes,  nous  av< 
inconnues. 

Géoméiriquement,  il  s'agit  de  délcnniner  Torbile  d'une  p)a- 
n<'te,  sachant  que  cette  plunèle  se  trouvait  à  trois  inslanls  donnés 
sur  trois  droites  donnt^es  dans  l'espace. 

Dans  le  cas  où  l'orbite  de  la  plantic  serait  dans  le  plan  de 
l'écliptique,  on  n'aurait  plus  que  quatre  éléments  an  lieu  de  six. 
Mais,  d'autre  part,  chaque  ohscrvation  ne  fournirait  qu'une  seule 
donnée,  la  longitude.  11  faudrait  donc  quatre  observations  pour 
délcnniner  l'nrbile;  ce  qui  veut  dire  pratiquement  que,  si  l'incli- 
tiaison  est  faible,  il  sera  plus  exact  d'employer  une  quatrième  ob- 
servation de  longitude  que  de  se  servir  <lcs  trots  observations  de 
latitude.  N'insistons  jias  sur  ce  point  et  revenons  au  cas  général. 

Comme  le  nombre  des  équations  est  le  même  que  celui  des 
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sible,  mais  les  res- 


sources actuelles  de  l'Analyse  ne  permettent  pas  de  le  résoudre 
en  toute  rigueur  et  dans  toute  sa  généralité. 

Il  y  a  cependant  un  cas  où  une  solution  complète  serait  pos- 
sible, c'i^st  relui  des  orbites  |)arabolii|ues.  Pour  la  jilupart  des 
comètes,  ou  peut  admettre,  en  première  approximation,  que  leur 
trajectoire  est  une  parabole;  mais  une  orbite  [laraboliqtie  ne 
dépeud  plus  que  de  cinq  éléments  au  lieu  de  six  et,  comme  nous 
avons  touJotii'S  nos  six  équations,  nous  avons  une  équation  sura- 
bondante. De  plus,  dans  ce  cas,  nos  six  éipiatious  peuvent  être 
mises  sous  la  forme  algébrique. 

Cette  double  circonstance  suffit  pour  rendre  le  problème  réso- 


COMPTliS  HKNDUS  ET  ANALYSES.  109 

observations,  ainsi  que  des  cosinus  et  des  sinus  des  trois  ascen- 
sions droites  et  des  trois  déclinaisons  observées. 

Nul  doute  d'iailleurs  qu'un  algébriste  habile  ne  puisse  arriver  à 
ce  résultat  beaucoup  plus  rapidement  que  par  l'application  bru- 
tale de  la  méthode  que  je  viens  d'esquisser. 

Une  pareille  méthode  éviterait  l'emploi  des  approximations  suc- 
cessives; elle  permettrait  d'utiliser  non  seulement  trois  observa- 
tions distantes  de  peu  de  jours,  mais  trois  observations  quel- 
conques. 

Il  n'y  a  aucune  raison  pour  qu'elle  soit  illusoire,  ou  moins 
exacte  que  les  méthodes  ordinaires.  Serait-elle  plus  rapide  et  plus 
commode  pour  les  calculs  numériques?  C'est  une  question  sur 
laquelle  il  convient  de  faire  des  réserves  jusqu'à  ce  que  l'on  ait 
entièrement  développé  les  formules  auxquelles  elle  conduirait. 

On  pourrait  aussi  supposer  que  l'on  dispose  de  trois  observa- 
lions  :  les  deux  premières  très  voisines  l'une  de  l'autre,  la  troi- 
sième suffisamment  éloignée  des  deux  autres.  On  pourrait  ainsi 
considérer  comme  connues  :   1°  l'ascension  droite,  la  déclinaison 
et  leurs  dérivées  du  premier  ordre  à  l'instant  /  ;    'a^  l'ascension 
droite  et  la  déclinaison  à  l'instant  /'^  Les  cinq  éléments  inconnus 
nous   seraient   encore   donnés    par    six    équations    algébriques. 
Comme  on  aurait  encore  une  équation  surabondante,  on  pourrait 
appliquer  le  même  procédé  qui  conduirait  cette  l'ois  à  des  calculs 
plus  simples. 
Aucune  méthode  de  ce  genre  n'a  jamais  été  eniplovée. 
Dans  le  cas  des  orbites  elliptiques,  une  pareille  solution  n'est 
plus  possible.  D'une  part,  en  effet,  il  n'y  a  plus  d'équation  sura- 
l>ondante;  d'autre  part,  les  équations  sont  transcendantes.  Pour 
avoir  des  équations  surabondantes,  il  faudrait  plus  de  trois  obser- 
vations; mais,   pour  pouvoir  arriver  à  une  solution   analogue  à 
celle  dont  je  viens  de  montrer  la  possibilité  dans  le  cas  des  orbites 
paraboliques,  il  faudrait  éliminer  les  transcendantes,  et  pour  cela 
"faudrait  six  observations  (à   moins  que,  se  contentant    d'une 
approximation,  on  remplace  les  fonctions  transcendantes  par  des 
•onctions  algébriques  qui  en  dllTèrent  fort  peu). 

En  no  faisant  pas  intervenir  les  époques  des  observations  et  en 
écrivant  que  Tellipse  décrite  par  la  planète  rencontre  six  droites 
données  dans    l'espace,    on   obtiendrait  six  équations    de   forme 
^^U. des  Sciences  niathem.,  1'  ^ér\c,  t.  WIII.  (Mai  iJî.j.,.)  ? 


iio  PItEUIERË   PAttTlB. 

algébrique  entre  les  cinq  éléments  qui  défliiissent  la  forme  el  la 
position  de  reUipse.  On  se  trouverait  donc  dans  les  mêmes  con- 
dition!: que  pour  les  orbites  paraboliques.  Inutile  d'ajouter  qu'une 
pareille  méthode   ne  saurait  éirc  recommandée  à   aucun    point 

Les  nuHbodes  rigoureuses  sont  donc  ou  inapplicables,  ou  inap- 
pliquées, et  if  faut  bien  recourir  à  des  procédés  d'approximations 
successives.  Pour  que  ces  approximations  soient  possibles,  il  faut 
supposer  que  les  trois  observations  se  font  à  des  époques  très  rap- 
l»rocbées  l'une  de  l'autre.  Les  intervalles  des  observations  sont 
alors  regardés  comme  de  très  petites  quantités  el  c'est  par  rapport 
aux   puissance  de  ces  intervalles  que  l'on  <léveloppc. 

Il  y  a  là  une  nécessité  qui  nous  <'sl  imposée  par  les  diflicultés 
analytiques  du  problème.  Si  l'on  n'avait  pas  à  tenir  compte  de  ces 
diflîcullrs,  il  est  cvidcnl  qu'on  aurait  d'autant  plus  de  garantie 
d'exactitude  que  les  observations  employées  seraient  plus  éloi- 
gnées les  unes  des  autres;  mais,  si  les  intervalles  étaient  trop 
grands,  les  môtliodes  d'approximations  successives  seraient  înap- 
plic.iblcs  ou  trop  pénibles. 

La  preiiiiire  do  ces  niéthodes  est  celle  de  l^placc  :  aujourd'hui 
elle  n'est  plus  employée  et  elle  est  tombée  dans  un  discrédit  peut- 
être  injuste;  disons-en  quelques  mots  cependant,  pour  la  com- 
parer avec  celle  de  <iauss  et  d'Olbers  qui  sont  exposées  dans  cet 
Ouvrage . 

Avec  trois  observations,  ou  en  on  faisant  intervenir  un  plus 
grand  nombre  s'il  y  a  lieu,  on   calcule   par  interpolation  les  va- 
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plaiiètCy  et  ces  coordonnées  dépendent  seulement,  d'une  pari, 
de  p,  et,  d'autre  part,  de  a  et  de  8  qui  sont  des  données.  Ainsi,  la 
loi  de  Newton  nous  donne  les  Irois  composantes  en  fondions 
de  p.  En  égalant  les  deux  valeurs  de  chacune  de  ces  trois  compo- 
santes, nous  obtiendrons  un  système  de  trois  équations  cpie  j'ap- 
pellerai pour  abréger  les  équations  (i)  de  Laplace. 

Comment  tirer  de  ces  trois  équations  les  valeurs  des  inconnues? 

Nous  commencerons  par  éliminer  ~  et  -^«  Pour  cela,  projetons 

raccélération  sur  une  droite  perpendiculaire  à  la  fois  au  rayon 
vecteur  qui  joint  la  Terre  à  la  planète  à  l'instant  ^,  et  au  rayon 
vecteur  infiniment  voisin  qui  joint  ces  deux  astres  à  l'instant /-h  ^'• 
Lgalons  les  deux  expressions  de  celte  projection,  nous  obtien- 
drons une  équation  que  j'appellerai  C équation  {t.)  de  Laplace, 
Cette  équation  est  algébrique  et  elle  ne  contient  d'autre  inconnue 
que  p. 

Quand  on  aura  tiré  p,   les  équations  (i)  ne  contiendront  plus 

les  inconnues  restantes -,-  et -7-?  que  sous  la  forme  linéaire.  Le 

calcul  de  ces  deux  inconnues  se  ramènera  donc  à  Iji  résolution 
d'équations  du  premier  degré. 

Telle  est  la  méthode  de  Laplace,  dont  Tavantage  est  de  tenir 
compte,  non  seulement  de  trois  observations,  mais  de  toutes  celles 
dont  on  dispose. 

Passons  à  la  méthode  de  Gauss  (|ui  est  cxj)osée  dans  le  (^Iiii- 
pilre  II  de  cet  Ouvrage;  elle  est  fondée  sur  la  considéralion  des 
trois  triangles  formés  par  le  Soleil  et  Jes  trois  positions  de  la  pla- 
nète et  dont  les  aires  sont  désignées  (page  12)  par 
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Ces  aires  peuvent  être  développées  suivant  les  |)uissances  des  inter- 
valles des  observations,  ou  des  petites  quantités  0,  0',  6''  que  Ton 
définit  page  i3  et  qui  sont  proportionnelles  à  ces  intervalles. 

En  première  approximation,  ces  triangles  se  confondront  avec 
les  secteurs  correspondants;  ils  seront  donc  j)roportionncls  à  0",  0 

L'erreur  commise  est  donc  égale  au  segment  compris  enire  un 
n«»lil   are  d'ellipse  cl   sa  corde:   clic  csl   donc  rju  Irnisicnu^  ordic. 


L 


II.  PIlEMitKC  PARTIB. 

On  verrait  aisément  que  ce  segment  est  sensiblement  au  secteur 
correspondant  comme  l'accélération  (qui  est  toujours  dirigée  vera 
le  Soleil),  multipliée  par  le  carré  de  l'inlervalle  correspondant, 
est  à  six  fois  le  lavon  vecteur.  Après  celle  correction,  l'erreur 
n'est  plus  que  du  (|ualrième  ordre.  C'est  ainsi  que  s'expliquent 
les  termes  en  -:— ,j  dans  les  formules  qui  sont  à  la  Gn  de  la  page  i4- 
On  aurait  pu  d'ailleurs,  avec  la  même  approximation,  remplacer 
dans  la  première  de  ces  formules  par  exemple  r'  par  r",  c'est-à-dire 
qu'on  aurait  pu  introduire,  au  lieu  du  rayon  vecteur  au  commen- 
cement de  l'intervalle,  le  rayon  vecteur  final  ou  un  rayon  vecteur 
intermédiaire  quelconque.  C'est  ainsi  que  le  rayon  vecteur  r',  qui 
figure  au  dénominateur  du  second  terme  dans  nos  trois  formules, 
est  le  rayon  initial  pour  la  première  formule,  un  ravon  intermé- 
diaire pour  la  seconde,  le  rayon  final  pour  la  troisième. 

L'examen  de  la  seconde  formule  montre  que  si  les  observations 
sont  éqnidistanles  le  terme  en -^  disparaît.  Cela  signifie  que  si 
dans  le  calcul  du  terme  correctif  oh  introduit,  au  lieu  du  rayon 
initial  ou  final,  celui  qui  correspond  au  milieu  de  l'intervalle,  l'er- 
reur commise  n'est  plus  que  du  cinquième  ordre.  Cela  revient, 
dans  la  première  formule,  par  exemple,  à  changer  r"  en  r' -f-  -  tt-t-- 
Ainsi  s'explique  l'introduction  du  second  terme  correctif  en -t-- 

Telle  est  la  signification  géométrique  des  formules  de  la  page  i4- 
L'examen  de  ces   formules  nous  apprend  encore  un  autre   fait, 
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arrêtant  aux  termes  du  second  ordre. 

Développons  de  même  a',  j3',  a",  jâ"  et  leurs  lignes  trigonomé- 
triques,  en  nous  arrêtant  toujours  au  second  ordre.  Remplaçons 
[r,  /^],  etc.  par  leurs  développements  de  la  page  i4  en  conservant 
les  deux  premiers  termes. 

Substituons  dans  les  équations  (i)  :  les  termes  du  premier  et  du 
second  ordre  disparaîtront  d'eux-mêmes;  nous  négligerons  ceux 
qui  sont  du  quatrième  ordre  ou  d'ordre  supérieur.  Quant  aux 
termes  du  troisième  ordre,  ils  contiendront  en  facteur  le  pro- 
duit 68' 0^:  si  l'on  supprime  ce  facteur,  on  retombera  aux  nota- 
tions près  sur  les  équations  de  Laplace. 

Nos  équations  (i),  analogues  à  celles  de  Laplace,  se  traiteront 
de  la  même  manière  ;  on  les  combinera  de  façon  à  éliminer  p  et  p'^ 
Quel  est  le  sens  géométrique  de  cette  opération?  I^  première  des 
équations  (i)  est  la  traduction  de  l'équation  de  la  page  17  : 

I  /•',  r'\x  —  [  /*,  /•"  ]  J?'  -l-  [  r,  r'  \  x"  —  o. 

La  même  équation  a  lieu  évidemment  entre  les  coordonnées  j' ou  z, 
ou  encore  entre  les  projections  des  rajons  vecteurs  r,  /',  /•"  sur 
une  droite  quelconque.  Choisissons  celte  droite. 
Soient 

S  le  Soleil; 

P,  V\  P^  les  trois  positions  de  la  planète: 

T,  T\  'V  celles  de  la  Terre; 

D  une  droite  perpendiculaire  à  la  fois  à  PT  et  à  P'  1". 

Si  nous  projetons  surD,  les  deux  distances  p  cl  z"  se  trouveront 
éliminées,  et  nous  tomberons  sur  l'équation  (5»)  de  la  page  4^ 
dont  le  sens  géométrique  se  trouve  ainsi  défini. 

On  voit  ainsi  que  K,  A,  13,  C  sont  entre  eux  comme  le  cosinus 
de  Tangle  de  P'T  avec  I),  et  les  projections  sur  D  des  trois  rayons 
vecteurs  SP,  S^  et  SP'. 

Cette  équation  (*>. )  correspond  à  l'équation  (2)  do  Laplace.  En 
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première  approximaLion,  il  y  a  idenlité  entre  les  deux  é(|uatioi]S. 
Toutes  deux  sont  lint-aires  en  p'  et  -7^  \voir  les  équatioDS  (24), 
page  5r,  et  (a6),  page  fiS];  les  coefficients  sont  à  peu  près  les 
mêmes;  la  difTérence  provient  de  ce  que  la  droite  D  est  perpen- 
diculaire aux  deux  vecteurs  PI'  cl  PT"  qui  sont  très  voisins,  mais 
non  infininienl  voisins.  Dans  la  méthode  de  Laplace,  au  contraire, 
on  projelle  sur  la  perpendiculaire  commune  à  deux  vecteurs  infi- 
niment voisins. 

Mais,  et  c'est  là  l'avantage  de  la  méthode  de  Gauss,  la  même 
t-qualion  peut  servir  dans  les  approximations  suivantes.  Dans 
l'équation  (  a6),  les  coefTicients  K,  A,  M,  C,  d'après  leur  définition 
même,  restent  les  mêmes  à  loutea  les  approximations;  il  n'y  a  à 
changer  que  le  coefficient  Q,  cl  le  changement  est  d'ailleurs  très 
faible,  de  sorte  que,  connaissant  la  solution  de  l'équation  appro- 
cht'c,  ou  en  déduit,  par  un  calcul  rapide,  celle  de  l'équation 
exacte. 

Avant  calculé  0',  on  oitliendra  a  et  p"  par  des  équations  linéaires  ; 
de  môme  que,  dans  la  méthode  de  Laplace,  le  calcul  de  -^  et  ^-|> 
après  la  détermination  de  p,  se  ramène  à  la  résolution  de  deux 
équations  du  premier  degré. 

Ainsi,  et  c'est  là  le  point  que  je  voulais  faire  comprendre,  la 
méthode  de  Gauss  en  première  approximation  ne  diffère  que  par 
la  lorine  de  celle  de  lydplace  ;  l'avantage  qu'elle  présente  c'est  qu'il 
suffit  d'un  petit  changement  dans  les  équations  pour  passer  aux. 
approximations  suivantes. 
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et  l'on  aurait  de  premières  valeurs  approcliées  de  -j-,  —.--  dont 
on  se  servirait  pour  le  calcul.  Dans  l'expression  de  -777»  on  rem- 
placerait ensuite  a',  p',  p',  -.-,  -£-j  -^-  par  leurs  valeurs  déduites 
de  cette  première  approximation,  et  l'on  aurait  de  nouvelles  va- 
leurs  approchées  de  -y->  -.—  et  ainsi  de  suite. 

C'est  au  reste  ce  qu'a  exposé  Laplace  au  Livre  11,  n°  32,  de  sa 
Aiécanique  céleste.  On  peut  donc  se  demander  si,  même  a  ce 
point  de  vue,  les  deux  méthodes  ne  sont  pas  équivalentes. 

Dans  le  Chapitre  1*-',  Tisserand  étudie  la  méthode  d'Olbers 
pour  la  détermination  des  orbites  paraboliques.  Les  calculs, 
d'après  cette  méthode,  se  divisent  en  deux  parties. 

Dans  la  première  Partie,  on  ne  se  sert  pas  de  l'hypothèse  que 
l'orbite  est  une  parabole,  et  l'on  combine  les  six  équations  don- 
nées par  les  trois  observations  de  façon  à  en  tirer  une  équation 
unique. 

Dans  la  seconde  Partie,  on  introduit  l'hypothèse  de  l'orbite 
parabolique;  on  n'a  donc  plus  que  cinq  inconnues,  et,  si  l'on  no 
veut  pas  d'équation  surabondante,  il  faut  seulement  cinq  équa- 
tions. On  prendra  les  quatre  équations  données  par  les  observa- 
tions extrêmes  et  l'on  y  joindra  Téqualion  finale  obtenue  dans  la 
première  ï^artie. 

11  est  clair  que,  dans  la  première  Partie,  on  pourrait  combiner 
d'une  infinité  de  manières  les  six  équations  dont  on  dispose  cl  en 
tirer  une  infinité  d'équations  dillercnles,  et  l'on  ne  voit  pas  bien 
du  premier  coup  d'œil  pour  quelle  raison  on  choisira  Tune  plutôt 
que  Pautre. 

Quoi  qu'il  en  soit,  voici  ce  que  fait  01  hors.  Ueprenons  les  é(j na- 
tions (i)  des  pages  17  et  45.  Elles  expriment,  nous  l'avons  dit,  que 
les  projections  sur  une  droite  quelconque  des  trois  vecteurs  Sl\ 
SP',  SP",  multipliées  respectivement  par[/',  /"],  — [/ ,  /*''],  [/%  /*'], 
ont  pour  somme  zéro.  Projetons  sur  une  droite  perpendiculaire 
an  plan  SP'T'  les  projections  des  trois  vecteurs  SP',  ST',  PI'  se- 
ront nulles  et  ces  trois  vecteurs  se  trouveront  éliniiné>. 

Les  projections  de  SP"  et  de  SP  sont  entre  elles  comme  les 
lrianj;les  SP'I*',  SPP'.  Or  le  rapport  de  (m*^  Irianfilcs  r>l  rgid  au 
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rapport  des  vecteurs,  c'esl-ù-dire  ù  ^  au  second  ordre  près;  il  esl 
encore  égal  à  ?  au  troisième  ordre  près,  si  les  observalions  sont 
(5(]  ni  distantes. 

l'oiir  li)  même  raison,  le  rapport  des  triaDgIes  SÏ'T',  STT', 
c'est-à-dire  le  rapport  dos  projections  de  ST' et  de  ST,  sera  encore 


,.r.,j.ST 


|..oj.SI" 


t' gaiement 


proj.  l'T 


-1""J-SP' 


|.ioj.ST-|>r..j.SI* 

Connaissant  le  rapport  des  projections  de  P''ï'  et  PT,  il  est 
ahÈ  d'en  déduire  le  rapjtort  de  ces  deux  vecteurs  eux-mêmes  et, 
par  conséquent,  te  rapport  de  ^"  à  ^. 

Tel  est  le  sens  géométrique  de  l'analyse  du  ii°  7,  pages  i6  et 
suivantes. 

Il  est  aisé  iiiaintenanl  de  comprendre  la  raison  du  choix  fait 
par  Olbers.  L'équation  à  laquelle  il  parvient  est  d'une  forme  re- 
marquablement simple,  et  clic  conserve  celte  simplicité  en 
(Icnxivme  approximation  dans  le  cas  où  les  observations  sont 
éqiiidistanles. 

Tassons  à  la  seconde  Partie  du  calcul.  Nous  avons  à  résoudre 
quatre  équations  à  quatre  inconnues.  Ces  équations  sont  aigé- 
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L^avanlage  de  la  méthode  d'Olbers,  c'est  que  la  seule  des  équa- 
tions qui  pourrait  engendrer  des  difficultés  de  calcul  ne  contient 
d'autre  lettre  que  |jl  et  vi. 

Elle  a  donc  pu  être  réduite  en  Tables  à  simple  entrée  qui 
donnent  immédiatement  la  valeur  d'une  de  ces  deux  inconnues  en 
fonction  de  l'autre.  II.  PoiisxAnÉ. 


BOLLETTINO  DI  BlBLIOGRAFIA  E  StORIA  DELLE  ScIENZE   MATEMATICHE  PUBLICATO 

PER   CURA   DI  GiNO  LoRiA.    Anno  ],    1898.    1    Vol.   in-8'\    164  p.    Turin, 
C.  Clausen;  1898. 

Il  est  grand  temps  de  souhaiter  la  bienvenue  à  cette  nouvelle 
publication,  qui  a  maintenant  plus  d'une  année  d'existence;  mais 
le  nom  de  M.  Gino  Loria,  qui  la  dirige,  rendait  superflue  l'expres- 
sion de  ces  souhaits,  qui  sont  aujourd'hui  réalisés. 

Le  Bolleitino  contient  surtout  des  articles  bibliographiques 
(^Hecensioni  ed  annunzi)  sur  les  livres  récents  :  on  trouvera  dans 
le  présent  Volume  des  analyses  de  livres  de  MM.  Maggi,  Enriques, 
Schell,  Russel,  Simon,  Januscke,  Webber,  Sturm,  Laguerre, 
Nernst  et  Schœnflies,  Laisant,  Vailati,  Brocart,  Picard  et  Simart, 
Ricci,  Ferraris,  Berteu,  Darboux,  Loria,  Lévy,  de  Pasquale, 
Schîapparelli,  Lazzeri  et  Bassoni,  Weber,  Steiner,  Klein. 

Ces  analyses  sont  intéressantes  et  se  lisent  facilement;  je  me 
permets  de  remarquer  en  passant  que  ce  mérite  n'est  nullement 
banal;  elles  sont  en  général  assez  courtes,  mais  elles  caractérisent 
nettement  les  livres  auxquels  elles  se  rapportent.  La  plupart  sont 
dues  à  M.  Gino  Loria;  d'autres  sont  signées  de  MM.  G.  Vivant!, 
C.  Segre,  P.  Pizzetti,  E.  Daniele,  H.  Levi. 

Des  articles  nécrologiques  sont  consacrés  à  E.  Schcring,  Brio- 
schî,  Schapira,  P.  Serret.  Les  deux  premiers  sont  suivis  d'une 
liste  des  travaux. 

La  publication  des  programmes  délaillés  de  certains  cours  uni- 
versitaires (')  me  paraît  une   très   heureuse'  idée  :  celle  publica- 

(')  Pavio,  Physique  mathématique  (  iS^j-iSgr»)  :  Prof.  Samagliana,  Bolognr, 
Analvie  supérieure  {l9'Ç)\-i^()^-l9>ç)^-\>^<^-)  :  Prof.  Pinchkrlk.  Turin,  Histoire  de 
ta  Afecanique  {ifi()';-ii>i)X  )  :  !>'  Vailati.  Pisc,  Gro/nétric supérieure  {\>>ç^'j-}H\)S)  : 
Piof.  Rf.htim. 
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lion  n'est  pas  une  annonce,  puisqu'elle  se  rapporte,  au  moins  en 
partie,  à  des  cours  déjà  faits  :  clic  n'en  constitue  pas  moins  un 
renseignement  très  précieux. 

De  courtes  Notes  sur  des  sujets  intéressants  et  variés  terminent 
chaque  numéro.  Qu'il  me  soit  permis  de  remercier  ici  M,  Gino 
l.oria  ('  )  pour  ce  qu'il  a  bien  voulu  dire  de  l'École  Noi-male  et  de 
son  Centenaire. 

Signalons  enfin  deux  articles  d'un  autre  caractère  :  l'un  de 
M.  Gino  Loria,  sur  l'instoire  de  la  strophoïde  qui,  outre  le  nom 
qui  semble  devoir  survivre  et  qui  lui  a  été  donné  par  Monlucci 
{^Aoiivrftes  Annales.  I.  \",  iSjti),  a  été  désignée  sous  les  noms  de 
ptéroïdf.  A'afa,  Ae/ocale,  focale  régulière,  focale  à  nœud,  de 
kukumaéide,  de  eourhf  logocyclitjue  et  de  courbe  harmonique. 
L'autre,  assi'K  t'iendu ,  est  dil  à  M.  Vasï^ilief.  H  est  écrit  en  français 
et  est  consaor»'àTchebvcl»ef  :  Ttruvre  scientifique  de  l'tlluslre  géo- 
iiiélre  V  est  anat\M''e  de  la  Caçon  la  plus  intéressante.  11  se  termine 
par  la  liste  des  travaux  de  Tchebvchef.  Jclfs  TA^^EBY. 
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M.  X.J.  HATZinvKlS, 
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de  l'autre  et  par  Ia  position  mutuelle  des  deux  courbes.  Le  pro- 
cédé le  plus  simple  est  peut-être  le  suivant.  Soit  u  la  variable 
indépendante  dont  dépend  le  point  sur  chacune  des  deux  courbes. 
Par  les  points  correspondants  M,  M|,  de  c  et  de  C|,  menons  deux 
droites  parallèles  à  la  perpendiculaire  commune  aux  deux  tan- 
gentes en  M  et  M|  et  considérons-les  comme  les  axes  des  z  et 
des  5|  de  deux  Irièdres  dont  les  axes  des  x,  y  et  des  X\ ,  y  s  soient 
aussi  parallèles  respectivement;  supposons  de  plus,  pour  simplifier 
les  formules,  que  l'axe  des  x  coïncide  avec  la  tangente  à  la 
courbe  c.  Si  Ton  remarque  maintenant  que  ces  deux  irièdres 
peuvent  être  considérés  comme  appartenant  à  deux  surfaces,  d'ail- 
leurs quelconques,  mais  passant  respectivement  par  les  courbes 
données  et  ayant,  le  long  de  ces  courbes,  des  normales  parallèles 
(les  axes  des  z  et  des  2|),  on  conçoit  qu'on  peut  appliquer  à  cha- 
cune des  courbes  les  formules  de  M.  Darboux,  relatives  aux  courbes 
tracées  sur  une  surface  (^Surfaces ^  1. 11,  pp.  354  et  35^);  en  effet, 
ces  formules  ne  sont  que  le  résultat  de  la  comparaison  du  mouve- 
ment d'un  certain  point  (du  point  i  sur  la  parallèle  menée  d'un 
point  fixe  à  la  tangente  ou  à  la  binormale)  par  rapport  à  deux 
irièdres  :  le  trièdre  principal  de  la  courbe  (tangente,  normale 
principale,  binormale)  et  le  trièdre  xyz  de  la  surface,  lequel  est 
d'ailleurs  quelconque  avec  la  seule  condition  que  l'axe  des  ;;  soit 
perpendiculaire  à  la  tangente  de  la  courbe. 

Appliquons  donc  les  formules  (17),  (18)  et  (22)  à  chacune  des 
deux  courbes  successivement;  nous  aurons  évidemment,  pour  la 
courbe  c, 


(O 


ds 

p 

C0ST7T 

ds                , 

ds 

p 

sinTTJ   : 

ds            , 
-  —  --  F' du, 

1  r» 

ds 

--dm 

ds                   , 

-  -    —  pdu  : 

car  la  courbe  c  a  été  choisie  comme  une  des  courbes  v  =  const. 
sur  la  surface  {voir  aussi  p.  392,  mémo  Ouvrage  et  \olumc): 
HT  signifie  Tangle  de  l'axe  des  :;  avec  la  normale  principale  de  lu 
rourbe.  Pour  la  courbe  r^  on  aura   (h;   mèm(^,  777,  (Hanl  Tan^lt*   de 
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s  (les  z,  avec  la  normale  principale  de  C|, 


où  (i)  signifie  l'angle  de  la  tangciile  de  c,  avec  l'aie  des  x,  (ou 
des  j;);  lesrolalionsdii  trièdrc;r,_^',  :;,  sont  évîdemmcnl  les  mêmes 
que  celles  du  Irièdre  xyz.  En  subsUluant  tnaiolenant  tes  valeurs 
de  pdu,  qdu,  rdii,  tirées  de  (i),  dans  (2),  on  a  les  formules  défi- 
nitives 


qui  sont  évidemment  les  relations  chercliées;  on  en  trouve,  en 
rtTet,  -   '.  -;^  parles  formules 


lais  on  exprime  aussi  tangra,  par  les  éléments  de  c  et  les  angles  ra 
L  ii>  ;  m  et  CI  seuls  sont  donc  les  deux  éléments  de  la  position  mu- 
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sont  vraies  pour  deux  courbes  quelconques.  En  effet,  de  ces  for- 
mules on  déduit,  comme  des  cas  particuliers,  une  foule  de  relations 
connues,  mais  trouvées  par  des  voies  très  variées  et  quelquefois 
assez  longues  (  *  ).  On  en  déduit,  par  exemple,  par  les  spécifications 
convenables,  les  formules  relatives  à  une  courbe  et  le  lieu  des 
centres  de  ses  sphères  osculatrices,  ou  à  une  courbe  et  Faréte  de 
rebroussement  de  sa  surface  rectifiante  ou  cyclifiante  (^),  ou  à 
une  courbe  et  ses  développoïdes  (ou  ses  développées),  ou  à  une 
courbe  et  le  lieu  des  sommets  des  cônes  osculateurs,  etc.  En 
même  temps  on  s'explique  pourquoi  trois  formules,  à  peu  près 
les  mêmes,  se  présentent  dans  tous  ces  problèmes  différents  (').  On 
en  déduit  aussi  les  relations  d\]ne  courbe  et  de  son  image  sphé- 
rique,  d'une  courbe  et  de  l'arête  de  rebroussement  de  la  dévelop- 
pable  circonscrite,  le  long  de  la  courbe,  à  une  surface  quelconque 
passant  par  la  courbe  (^);  on  en  conclut  aussi  que  deux  courbes 
avant  normales  principales  parallèles  ont  l'angle  co  des  deux  tan- 
gentes constant  (*),  que  deux  courbes  ajant  tangentes  ou  binor- 
males  parallèles  ont  nécessairement  parallèles  et  les  deux  autres 
directions  principales,  etc.  ("). 


(  '  )  Voir  par  exemple  avec  quel  long  calcul  sont  irouvées  les  formules  (  i),  (  a  ) 
et  (3)  de  la  page  261  dans:  Knoblauch,  Flàchen;  et  elles  ne  sont  cependant 
qu'un  cas  particulier  des  (2). 

(')  MoLiNS,  De  la  surface  développable  etc.  {Journal  de  Mathématiques 
p.  et  appl.f  1*  série,  t.  I,  p.  .i65). 

(')  Voir  par  exemple  Schkll,  Curven  doppelter  Kriimmungy  i*  éd.,  189S, 
pp.  66,  77,  145,  160,  07,  69,  respectivement. 

(•)  M.  ScHôNPLiES,  toc,  cit.,  p.  7'|. 

(^)  En  eiïet,  les  axes  des  z  et  des  ^,  seront  ici  les  normales  principales  paral- 
lèles (c'est-à-dire  que  les  courbes  seront  alors  des  géodésiques  des  deux  surfaces 

ds  ds 

citées  plus  haut);  alors  —  =  o,  — !  —  o  et  l'on  a  bien  de  la  deuxième  des  for- 

mules  (a) 

dui    "  o,         w     ■  const. 

loir  aussi  Rianchi,  Geonietria  differenziale,  f>.  32. 

(•)   I*  Si  les  tangentes  sont  parallèles,  on  aura  m  -■-=  o,  c'est-à-diro  [x)  : 

ds^        ds  ds^        ds  ^/,v,         ds  ^ 

Pi«  P..  Pi^.         Pfc.  '1,.         '- 

mais,  comme  les  a\e<  des  z  et  drs  ::,  sont  maintenant  arlulrairrs  dans  1rs  plans 
perpendiculaires  h  x  el  x\  on   peut  prendre  pour  z  la  normale  principale  de  r. 
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3.  An  lieu  de  coDsidérerleséli^nieDlsde  deux  courbes  par  rapport 
«  leur  image  sphérique  commune,  comme  dans  le  cas  précédent, 
on  peut  chercher  les  relations  entre  les  éléments  pris  par  rapport 
à  deux  axes  perpendiculaires  entre  eux,  c'est-à-dire  par  rapport  à 
deut  images  sphériques  perpendiculaires  entre  elles.  Prenant 
d'ailleurs,  aussi  dans  ce  cas,  les  deux  trièdres  parallèles,  on  aura 
les  deux  cas  :  Tyz'\  \3:\y,z,  nu  xyz'\  \x,y,z,,  ou  réciproquement, 
où  l'accent  signilîe  l'axe  par  rapport  auquel  on  prend  les  éléments 
dilTérentiels.  Alors  il  faut  permuter,  dans  les  formules  (a),  circu- 

I  ■  .,''*,''*  ''^     j        1  .    ,    dt  ds 

lairement  -\ .  -(-— . -,  d;ins  le  premier  cas,  el  H ■ > 

"*■  ?"         ?g  -g         Pg 

H >  dans  le  second,  et  laisser  invariables  les  éléments  de  c,,  ou 

réciproquement  (').  Le  premier  cas,  par  exemple,  se  présente  dans 


3°  Si  Ic9  ilcui  binormales  ! 
axes  des  z  cl  iks  -,  (elles  soi 
alors  les  courhcs  r  et  c,  son 
plus  liant,  et  l'on  aura 

rfj, 


incipalrs  sonl  paratli 
l  parslli'l. 


,  on  doit  prendre  res  deux  droites  pour 
perpendiculaires  aux  deux  tangentes); 
iymploliques  des  deux  surfaces  citées 
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la  considéralîon  d'une  courbe  et  du  lieu  de  ses  cenlres  de  courbure 

[îcî  l'on  permulera,  dans  les  formules  (a),  h — -f  -\ =  o, ; 

et  on  trouve  ainsi  les  formules  des  pages  89  et  90  dans  Schell, 

Curvcn    f(o=;^  —  jjijhon  a  de  même  le  premier  cas,  quand  on 

considère  une  ligne  de  courbure  c  d'une  surface  et  la  géodésique 
correspondante    sur   la    nappe    associée   de  la   surface   lieu  des 

cenlres  de  courbure.  On  trouve  alors  des  formules  (a)  (  (o  =  -  \ 

ds  ds\     ds  ds\     ds  dst  ^  1  ^ 

—  == ,  —  =  —  — >  —  = ^  =  o,  lormules  que  l  on  peut 

aussi  trouver,  comme  un  cas  spécial,  des  formules  que  M.  Dar- 
boux  donne  pour  une  courbe  quelconque  sur  la  surface  lieu  des 
centres  {Sur/aces,  1. 111,  pp.  34o,  34 1),  et  qui  du  reste  pourraient 
être  trouvées  des  formules  (3)  citées  plus  bas. 

4.  Plus  généralement,  on  peut  chercher  les  éléments  différentiels 
de  deux  courbes  et  les  relations  mutuelles,  par  rapport  à  deux 
Irièdres  .ri';;  eiXtytZi  dont  les  angles  mutuels  sont  constants  et 
connus.  Nous  aurons  d'abord,  a,  [3,  y,  ...  étant  les  cosinus  de  ces 
angles, 

pour  la  première  courbe  con  a  ensuilc  (axe  do  j:  ==  langenlc  de  r) 

ds  ds  ds 

(i    )  —  =  —  <y  (tu ,  --   —  /•  f/ii ,  —  —  —  p  cl  II , 

Pn  pf,"  "'{: 

cl  pour  la  seconde 

ds 

—  ■    —  siiito(a/)  -^  3//  -r-  *;/•  xlu  —  vn'<iM{  ql' p  -r-  ?i  q  -h  -;' r )dif, 

pin 

t  ï  )     i    — ^  —  d\M  -f-  (  'k  p  -.-  3"  «y  —  -;"  rjdit, 
pifr 


dsi 


=  —  vonLoi oip  —  3r/  -^  ^'^r)fiu  —  si  11  uj(  %' p     -  3'*y  -^-  '^' r )du; 


;ivcc  la  courbe  r,  jusqu'à  ce  que  Va\c  des  x\  ou  des  y\  devienne  panillèle  à  Taxe 
lies  z\  les  éléments  de  c,  resleronl  évidemment  invariables,  mais  les  a\es:r' )',r, 
<»ij  JiJ^'i -2,  prendront  une  position  parallèle  à  ecllc  des  axes -3'jr>' ou  yz'jr  rcspcc- 
livement,  ce  qui  montre  que  l'on  doit  appliquer  aux  rotations//,  q,  r  la  permu- 
tation circulaire  une  ou  deux  fois,  respectivement,  en  avant  :  nu  bien,  ce  (]ui 
r»'vir*ril    an  même.  un<'  lui<  en  avanl  ou   ur»c   foi».  ri\  arrière  rc<pi'«"li\(MiHMil . 


I3j  PItEMlEltE  l'ARTIB. 

d'où  il  vienl,  en  remplaçanl, 

'  tfij  _       -      [      '^^        q     ''*  ^*\ 

I  —  -      sm»!^.— — +]!  — — +Y  -^^ 

1  Pif  -  V      '  -  P.  P. 

I  rfsi  _  j      ds         ^     ds  di\ 

I  ^~~°°'"r=v*  =p;"^'  M 

Ces  formules  comprennent  évidemment  toutes  les  précédentes 
comme  des  cas  particuliers.  Toutefois,  il  est  bon  de  remarquer 
que  toutes  les  relations  précédentes  contiennent  --A  (ou,  l'on  peut 
dire,  -.-  >  si  l'on  pose  ds  =  du)  ;  il  faudra  donc,  dans  chaque  cas 
particulier,  trouver  dst  en  fonclion  de  ds,  p,  t  par  un  procédé 
spécial. 
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HARKNESS  (J.)  et  MORLEY  (h\).  —  Introduction  to  the  tiieory  op  ana- 
LYTicAL  Functions.  Un  volume  in-8°,  xv-356  p.  Londres,  Macmillan;  1898. 

Cette  Introduction  à  la  théorie  des  fonctions  analytiques 
doit  être  regardée  comme  un  livre  classique  [text-book)  pour  les 
commençants.  L'exposition  y  est  claire,  facile  et  rigoureuse,  et 
bien  conforme  au  but  que  se  sont  proposé  les  auteurs.  Malgré  leur 
souci  de  la  rigueur,  ils  n'ont  pas  craint  de  faire  continuellement 
appel  à  la  représentation  géométrique,  en  quoi  ils  ont  parfaitement 
raison  :  il  importe  sans  doute  à  l'étudiant  de  savoir  et  de  com- 
prendre qu'on  peut  se  passer  de  cette  représentation,  et  il  peut 
être  utile,  pour  l'en  convaincre,  d'exposer,  sans  y  recourir,  cer- 
taines parties  ibndamentales  de  la  théorie;  il  y  a  quelque  puérilité 
à  vouloir  s'en  priver  alors  qu'elle  apporte  tant  de  clarté  et  de  com- 
modité. Après  tout,  les  lettres  et  les  formules  de  l'Analyse  sont 
aussi  des  figures.  Voudra-t-on  s'en  passer,  sous  prétexte  de  ne  faire 
aucun  appel  a  l'intuition  de  Tespace?  Il  n'y  a  aucun  inconvénient, 
même  philosophique,  à  s'aider,  dans  une  démonstration,  d'une  re- 
présentation géométrique  toutes  les  fois  que  cette  représentation 
peut  être  traduite  en  termes  analytiques. 

Apres  quelques  brèves  indications  sur  la  notion  de  nombre  (au 
point  de  vue  ordinal),  les  auteurs  introduisent  les  nombres  com- 
plexes et  leur  représentation  géométrique  :  ils  consacrent  trois 
C^hapitresà  la  représentation  bilinéaire,  qui  pcrmeldéjà  d'introduire 
plusieurs  idées  essentielles,  et  à  l'étude  géométrique  des  fonctions 
exponentielle  et  logarithmique.  Une  digression  nécessaire  sur  les 
notions  de  limite  et  de  continuité  est  traitée  avec  un  grand  souci 
de  la  rigueur.  L'étude  des  fonctions  entières  et  des  fondions  ra- 
tionnelles amène  le  lecteur  au  seuil  de  la  théorie  générale  qui  va 
être  fondée,  d'après  la  doctrine  de  Weicrstrass  et  de  M.  Méray, 
sur  les  séries  entières  et,  en  particulier,  sur  la  notion  de  prolonge- 
ment :  celle-ci  conduit  à  la  notion  de  fonction  analyticjue,  au  sens 
propre  de  Weicrstrass,  comme  ensemble  de  séries  entières,  qui  se 
déduisent,  par  prolongement,  de  l'une  d'enire  elles  :  les  fonctions 

Bull,  des  Sciences  matlicni.,   1*  série,   l.  WIII.    (Juin  iS<)«j.)  «j 
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exponentielle,  logarithmique,  circulaires  (direcies  et  inverses) 
fournissent  des  applications  indispensables.  Notons  le  soin  avec 
lequel  la  signification  de  ces  diverses  fonctions  est  précisée.  Ainsi 
les  auteurs  emploient  deux  notations  dilTérentes  pour  représenter 
la  fonction  plurivoque  arc  sin  x,  et  la  brandie  univoque  de  cette 

fonction,  dont  la  partie  réelle  est  comprise  entre et  H — • 

MM.  Harkness  et  Morlej'  montrent  ensuite  le  rôle  des  points 
singuliers  et  expliquent  comment  il  y  a  lieu  de  les  distinguer.  Un 
Chapitre  est  consacré  au  théorème  de  Weicrstrass  sur  la  décom- 
position en  facteurs  primaires,  et  aux  exemples  concernant  les 
fonctions  circitlaires  et  la  fonction  V. 

Le  ihéortme  fondamenlal  de  Cauchy  sur  les  intégrales  prises  entre 
des  limites  imaginaires  se  ramène  iunnédiatement  à  la  notion  de 
fonction  primitive,  du  moment  qu'on  ne  veut  avoir  affaire  qu'à 
des  séries  de  puissances.  Les  auteurs  en  déduisent  le  théorème  de 
Laurent.  La  partition-fiincliou 


II 


sert  d'introduction  aux  fonctions  S.  Deux  Chapitres  sont  consacrés 
aux  propositions  fondamentales  de  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
liques.  Après  avoir  donné  l'idée  de  la  surface  de  Kiem^nn  et  en 
expliqué  la  construction  sur  quelques  exemples  simples, 
ternaires  les  plus  fonda- 
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toiUe  autre  mélhode  que  la  considération  des  séries  entirres  n'est 
qu'un  instrument  bon  pour  la  recherche.  Si  parfait  et  si  systéma- 
tique que  soit  le  mode  d'exposition  adopté  par  MM.  Harkness  et 
Morley,  une  exposition  fondée  sur  les  conceptions  de  Caucliv  reste 
parfaitement  défendable.  Est-il  bien  certain  que  la  notion  de  série 
soit  essentiellement  plus  simple  que  celle  d'intégrale  définie?  Ces 
deux  notions  ne  dérivent- elles  pas  de  la  notion  de  limite  et  ne 
puisent-elles  pas  dans  la  même  origine  le  même  caractère  trans- 
cendant? N'y  a-tril  pas  quelque  excès  à  regarder  les  théorèmes  re- 
latifs aux  séries  entières  comme  des  théorèmes  d'Algèbre?  Ce 
théorème,  par  exemple  :  <(  Sur  le  cercle  de  convergence  dUtne  série 
entière  il  y  a  au  moins  un  point  singulier  »,  est-il  un  théorème 
d'Algèbre,  et  la  démonstration  en  est-elle  algébrique?  La  vérité 
n'est-elle  pas  que  certaines  propositions  se  groupent  naturellement 
autour  de  certains  principes,  et  d'autres  propositions  autour  d'autres 
principes?  Pour  n'en  citer  qu'un  exemple,  la  notion  d'intégrale 
définie  n'est-elle  pas  la  source  évidente  du  théorème  de  Cauchv 
sur  la  limite  supérieure  des  valeurs  absolues  des  coefficients  d'une 
série  entière  dont  la  somme  reste,  en  valeur  absolue,  inférieure  à 
un  nombre  fixe,  tout  le  long  d'un  cercle,  et  si  les  démonstrations 
que  Weierstrass  et  M.  Méray  ont  données  de  ce  théorème  sont  très 
ingénieuses,  ce  qu'elles  ont  d'ingénieux,  alors  que  la  démonstra- 
tion de  Cauchy  ne  demande  aucun  efibrt,  n'est-il  pas  la  preuve  de 
v.e  q"P  je  viens  de  dire? 

Quoi  qu'il  en  soit,  disons  un  mot  des  difficullés  que  les  auteurs 
<;i<^nalent  dans  la  définition  des  fonctions  niono^ènes.  FI  y  en  a 
d'abord  qui  sont  tout  à  fait  vîM-bales,  et  sur  Icsfuielles  il  ne  convient 
guère  de  s'arrêter  :  dira-t-on,  par  exemple,  ou  nedira-l-on  pas  que 

la   fonction  —  est    monogène   tians   une   région    qui   comprend   le 

point  o?  Le  fait,  mis  en  lumière  par  Weien'slrass,  (pi^ine  mémcî 
expression  analyticpie  peut  reprcsentcr  deux  fondions  dillérenles, 
constitue  une  contribution  im|)ortante  à  la  lln'orie  des  fonctions, 
il  gardera  son  importance  à  (juchpuî  point  de  vutMju'on  se  place  : 
il  n'empêche  pas  f|u'on  |)uisse  (h'iinir  eouimo  le  fait  (Cauchy  une 
{oncûon  synect if j ne  dans  urie  région  détertniué(\  D'ailleurs,  il  ne 
\iendra  à  personne  l'idée  chî  nier  ce  (pi'a  d'cssenliel  la  no! ion  de 
prolongement;  (|uel  (|ue  soil  \c  point  de  di'-pail,   il   faudra  bien  la 


i-jiH  ntl'lMlËltR  l'AltTIE. 

faire  intervenir  el  faire,  des  siîries  entières,  l'étude  que  celle  no- 
tion suppose.  I.a  seule  question  est  de  savoir  s'il  n'est  pas  légitime, 
pour  ceux  qui  le  trouvent  cunimode,  <Ic  placer,  au  début  de  la 
tliéorie  des  fonctions,  les  ilénailluns  adoptées  par  Caucliy.  Que  les 
(loints  singuliers  jouent  dans  cette  lliùorie  un  rôle  prépondérant, 
c'est  ce  que  personne  non  plus  ne  contestera;  mais  ce  râle  ne  se 
manifesle-t-il  pas  bientôt,  dans  la  tliéorie  de  Cauchj,  par  les  faits 
fîUK-mémes,  el  faut-il,  jiourcela,  mettre  en  avant  un  examen  des 
possibititi'S  logû/ups  attachées  à  l'étude  des  points  singuliers? 
Pourquoi  voir  une  difficulté  dans  cellecondilîon,  imposL'e  à  la 
(ténnilion  de  la  dérivée  d'une  fonction /(r),  que  le  rapport 

/(=■)-/(  =  ) 


doit  tendre  uniformément  vers  sa  limite  qnand  s'  lend  vers  3?  Il 
suffira,  comme  le  font  d'ailleurs  les  auteurs,  de  donner  une  dëlî- 
nilion  de  la  dérivée  i|ui  inq>lique  celte  condition.  On  dira,  par 
esemplo,  que  la  fonclion/(3)  admet  une  dérivée  pour  z  =  =o,  s'il 
existe  uu  ni)mltrc/'(2o)  Ici  que  la  quanlilc 

puisse  être  supposée  plus  pclite  que  n'importe  quel  nombre  po- 
sitif e,  pourvu  (|Lie  latpianlité  \z'  —  wg  |  soit  moindre  qu'un  nombre 
posilif  cnrri'spondant  e';  el  il  sera  inutile  de  s'appesantir  ici  sur 
les  difficultés  que  présente  la  notion  de  l'uniformité  de  la  con- 


COxMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  129 

culte  de  la  théorie  devient,  sous  leur  plume  et  avec  raison,  une 
preuve  de  la  profondeur  de  cette  théorie.  Cette  observation  est 
aussi  la  preuve  de  la  sincérité  des  auteurs  et  montre  assez  que  ce 
mot  de  difficultés,  sur  lequel  je  me  suis  trop  arrêté,  ne  pourra 
tromperies  lecteurs  qui  liront  le  livre  de  MM.  Harkness  et  Morley 
avec  le  soin  qu'il  mérite  assurément.  J.  T. 


■  o  — 


TAIT   (Peter-Gutiirie).   —    Scientific  Papers.   Vol.  I;    in-.r,   xiv-498  p. 

Cambridge  al  thc  Univcrsity  Press;  1898. 

C'est  avec  une  grande  satisfaction  que,  dans  ces  derniers  temps, 
nous  avons  eu  à  signaler  la  réunion  en  un  corps  homogène  et  la 
publication  des  Couvres  et  des  Mémoires  scientifiques  écrits  par 
des  physiciens  ou  des  géomètres.  Sans  remonter  à  Lagrange,  à 
GausSy  à  Jacobi,  à  Fourier,  nous  avons  eu  dans  ces  derniers  temps 
à  signaler  à  nos  lecteurs  la  publication  des  OEuvres  de  Hesse,  de 
Kronecker,  de  Mobius,  de  Plîicker,  de  Gaylej  et  de  bien  d'autres. 
11  y  a  là  un  mouvement  qui  va  en  s'accentuant  chaque  jotir.  11 
semble  que  les  Recueils  de  Mémoires  originaux  et  les  journaux  pé- 
riodiques se  fassent  du  lort  les  uns  aux  autres,  tant  il  sont  devenus 
nombreux.  Les  Mémoires  v  soûl,  pour  ainsi  dire,  perdus  et  l'on 
peut  dire  que  Tœuvrc  entreprise  par  la  Société  Royale,  le  des- 
sein qu'elle  a  formé  de  publier  un  répertoire  bibliographique 
scientifique  répondent  à  des  nécessités  urgentes  et  évidentes  pour 
tous  les  chercheurs.  Le  temps  approche,  il  est  déjà  venu,  où  il 
sera  impossible  aux  particuliers  de  se  former  une  bibliothèc|iic 
suffisamment  complète  sur  les  branches  mêmes  dont  ils  s'occupent 
plus  spécialement.  Au  commencement  du  siècle,  Laplacc,  La- 
grange, Ampère  savaient  toute  la  Science.  (Combien  y  a-L-il  de 
géomètres  sachant  aujourd'hui  toutes  les  Mathéniati(|uos? 

C'est  pour  cela,  sans  doute,  (|ue  les  Recueils  des  Mémoires  scien- 
tifiques écrits  [)ar  un  même  savant  rencontrent  une  faveur  crois- 
sante auprès  des  étudiants  et  des  personnes  compétentes.  D'abord, 
par  leur  nature  même,  ils  sont  relativement  homogènes;  puis  ils 
dispensent  souvcMit  de  longues  et  pi'nibles  recherches.  Enlin 
Tauteur,  rpiand   il  diri^(*    iui-mènio  hi  ])nl)lic.iliun,    peut  faire   un 
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choix,  élaguer  par  exemple  les  parties  qui  fonl  double  emploi  oii 
qu'il  a  utilisées  dans  les  Ouvrages  didactiques  el  dans  les  Trailés. 
Le  Volume  que  publie  M.  Tait  comprend  une  suite  de  qua- 
rante Mémoires  s'étcndant  depuis  i85c)  Jusqu'à  1881.  L'auteur  j 
a  suivi  régulièrement  l'ordre  clironologiquc.  Il  n'a  fait  dans  tout 
le  Volume  qu'une  seule  exception  se  rapportant  aux  recbercbes  si 
originales  qu'il  a  publiées  sur  les  Nœuds.  )l  a  voulu  avec  raison 
rapprocher  de  ses  premières  reclicrches  sur  ce  sujet,  publiées  en 
1876-1877,  celles  piir  lesquelles  il  les  a  complétées  en  i884-i885. 
La  lecture  des  trois  Mémoires  que  M.  ïait  a  consacrés  à  ce  curieux 
sujet  sera  certainement  une  des  |)lus  suggestives  de  ce  premier 
Volume,  Il  serait  difficile  de  grou|)er,  de  rapporter  à  un  petit 
quarante  Mémoires  de  ce  premier  Volume, 
lé  el  quelle  indépendance  les  géo- 
appliqué les  Ma ibéma tiques  à  bien 
ssés  sur  le  continent.  On  trouvera, 
le,  des  Mémoires  sur  les  Jeux,  les 
Il  a  d'à 


nombre  de  divisions  le 
On  sait  avec  tjut'lle  original 
mèlres  anglais  ont  toujours 
dus  sujets  trop  souvent  delà 
par  exemple,  dans  ce  Volui 

Arrangements,  les  Probabilités;  il  v  en  a  d'autres  qui  appartien- 
nent à  la  l'Iusique,  d'aulrcs  â  la  Mécanique  ou  à  l'Analpe  pure. 
On  peut  ccpendunL  caractériser  beaucoup  de  ces  travaux,  les  pre- 
miers siirlout,  en  disant  qu'ils  constituent  des  applications  de  la 
Tliéurie  des  Quatei  nions  aux  sujets  les  plus  variés,  la  Surface  des 
ondes,  l'EIcctrod^namique  cl  le  Magnétisme,  le  Calcul  intégral,  etc. 
Comme  le  dit  M.  Tuit  dans  sa  Préface,  tes  Lectures  publiées, 
en  i8i3,  parSir  W.-U.  llamilton,  «  a  fascinating  book  »,  avaient 
exercé  sur  lui  une  très  grande  iuqjrcssion.  Il  semble  d'ailleurs  que 
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WEBER  (II.)-  —  Lehrbucii  der  Algebra.  Zwcite  Ausgabe.  Zweiter  Band. 
Braunschwcig,  F.  Vicweg  and  Sohn;  in-S**,  xvi-856  p.;  1899. 

Il  nous  suffira  évidemment  de  signaler,  à  nos  lecteurs,  Tappari- 
lion  de  ce  nouveau  Volume,  qui  complète  la  seconde  édition  du 
Traité  d'Algèbre  de  M.  il.  Weber.  La  rapidité  avec  laquelle  cette 
seconde  édition  a  dû  succéder  à  la  première  prouve  bien  la  valeur 
du  travail  que  nous  devons  au  savant  géomètre;  nos  lecteurs 
savent  d'ailleurs  que  cetle  œuvre  doit  être  traduite  en  français  et 
que  le  premier  Volume  de  la  traduction  a  déjà  paru,  il  y  a  quelque 
temps,  chez  Gauthier-Villars.  Le  Traité  d'Algèbre  de  M.  Weber, 
amélioré  à  chaque  édition  nouvelle,  aura,nouS'en  sommes  assuré, 
comme  l'Ouvrage  de  notre  regretté  maître  J. -A.  Serret,  l'influence 
la  plus  heureuse  sur  le  développement  des  études  algébriques.  Sa 
lecture  sera  très  utile  à  tous  les  géomètres,  même  à  ceux  qui  se  diri- 
geront d'un  autre  côté.  L'étude  approfondie  des  méthodes  algé- 
briques est  éminemmenl  propre  à  donner  à  l'esprit  cetle  solidité 
et  celte  précision  qui,  aujourdMuii  plus  que  jamais,  sonl  nécessaires 
à  tous  les  mathématiciens  et,  plus  peut-être  qu'à  tous  les  autres, 
à  ceux  qui  s'occupent  de  Géométrie,  de  Mécanique  et  de  Physique 
mathématique. 


IIEUSCIKF.  de). —  CoiRS  d'Analysk  :  ('\u:il  différentiel,  i  volume  in-S", 

278  p.,  Bruxelles,  A.  Caslaigne;  1898. 

L'auteur  présente  très  modestement  son  Livre,  qui  résume  les 
leçons  qu'il  fait  à  TLcolc  militaire  de  Jiruxelles,  en  disant  que 
ces  leçons  ont  été  «  [)uisécs  aux  sources  des  meilleurs  Traités 
d'Analyse  parus  jusqu'à  ce  jour  »  et  que  leur  publication  n'a 
d'autre  but  que  d'être  utile  à  ses  élèves.  Ce  but  sera  certainement 
atteint,  car  l'exposition  est,  en  général,  claire,  sim])le  et  bien 
appropriée  à  la  catégorie  de  lecteurs  auxquels  s'adresse  iM.  de 
Ileuscii. 

L'auteur  rappelle  au  début  les  notions  indispensables  à  toute 
exposition  rigoureuse.  Si,  d'ailleurs,  il  a  le  souci  de  la  rigueur,  et 
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s'il  le  montre  au  débul,  en  insisiani,  par  exemple,  sur  ce  que  la 
conlînuilé  d'une  foncliou  n'implique  pas  T existence  de  la  dérivée, 
il  ne  se  laisse  pas  hypnotiser  par  des  scrupules  qui  seraient  assu- 
rément déplacés  dans  un  enseignement  dont  le  but  essentiel  est 
d'apprendre  à  ses  auditeurs  le  maniement  de  l'outil. 

Tout  au  plus  peut-on  regretter,  ici  et  là,  l'absence  d'un  mot 
qui,  sans  rien  changer  aux  démonstrations,  éveillerait  l'attention 
sur  ce  qui  manque,  l'ar  exemple,  je  trouve  très  naturel  que,  dans 
un  livre  tel  que  celui  de  M.  de  Heusch,  on  admette  l'existence  des 
fonctions  implicites  et  de  leurs  dérivées,  mais  pourquoi  ne  pas  le 
dire?  Par  exemple  encore,  l'auteur  donne  des  démonstrations  tj^s 
simples  des  théorèmes  qu'expriment  les  égalités 


Ix"        dx"  ôxdjr        àydx 

en  s'appiiyant  sur  une  proposition  qu'il  énonce  ainsi  :  Si  «ne 
fonction y(x,  a)  contient,  outre  la  variable  x,  un  paramètre  a 
et  que  cette  fonction  reste  continue,  ainsi  que  sa  dérivée 
,' —  =/'(x,  a),  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  deux 
limites  :ra  elX;  si,  de  plus,  la  fonction /{a:,  n)  s'annule  pour 
a  =;  Qa,  quel  que  soit  x,  la  dérivée /'(j:,  a)  s'annulera  également, 
quel  que  soit  x,  pour  a  =  a^.  Pourquoi  ne  pas  dire  ;  la  dérivée 
f{x,  a)  tendra  vers  o  quand  a  tendra  vers  a^,  et  cela  pour 
n'importe  quelle  valeur  de  x?  C'est,  bien  entendu,  celle  der- 
ni(>re  proposition  qn'étublil  l'auteur  et  c'est  sur  elle  qu'il  s'appuie 
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îndépendanles  adjointes  aux  premières,  et  la  diflerentielle  d\ine 
foDCtion  comme  une  forme  de  ces  variables,  linéaire  s^il  s^agit  des 
dîflTérentielles  du  premier  ordre.  L'importance  de  cette  forme 
linéaire  consiste  dans  son  caractère  d^invariance,  quand  on  fait  un 
changement  de  variables.  11  ny  a,  bien  entendu,  dans  Tcnoncé  de 
cette  opinion,  aucune  critique  de  Texposilion  de  M.  de  Heusch. 

Les  propositions  élémentaires  relatives  aux  séries  sont  pré- 
sentées d*une  façon  claire  :  mais  pourquoi  traiter  si  dédaigneuse- 
ment la  proposition  de  Cauclij  sur  la  convergence  des  séries. 
dans  lesquelles  la  somme  des  p  termes  qui  suivent  le  /i''^"'®  terme 
tend  vers  zéro,  quel  que  soit/?,  quand  n  augmente  indéfiniment, 
et  pourquoi  embrouiller  Ténoncé  de  cette  proposition,,  en  spéci- 
fiant que  p  doit  potwoir  être  choisi,  soit  constant,  soit  /onction 
de  n,  soit  injini?  Que  Tauteur  ne  démontre  pascetle  proposition, 
qu'il  dise  qu'elle  n'est  guère  utile  pour  reconnaître  si  une  série 
donnée  est  convergente  ou  non,  cela,  sans  doute,  est  légitime; 
mais  qualifier  d'insignifiante  une  proposition  qui  pénètre  aussi 
profondément  dans  la  notion  de  limite,  ou  plutôt  qui  est  iden- 
tique à  cette  notion  même,  cela  est  vraiment  excessif. 

Dans  un  livre  comme  celui  de  M.  de  Ileusch,  la  théorie  des 
fonctions  d'une  variable  imaginaire  ne  peut  être  qu'eineurée;  on 
conçoit  cependant  que  l'auteur  ait  voulu  définir  les  fonctions  e^, 
sîuw,  cosz,  . . .  pour  les  valeurs  imaginaires  de  z;  Tintroduction 

(le  arctang-  dans  la  définition  de  log(x  -\-yi)',  rend  cette  défini- 

tion  quelque  peu  incomplète  ;  mais  c'est  là  un  détail  sur  lequel  il 
n'j  a  pas  lieu  d'insister. 

Les  applications  analytiques  du  Calcul  dlfrérenliel  (développe- 
ments en  séries,  recherches  des  vraies  valeurs,  délerniinallon  des 
minima  et  des  maxiuia)  et  les  applications  géométriques  (tan- 
gentes, normales,  asymptotes,  concavité  et  convexité,  points  d'in- 
llexion,  points  singuliers,  courbure  et  osculatiori  des  courbes 
planes,  plan  osculateur,  courbure,  cercle  osculateur,  sphère  oscu- 
Icitrice,  torsion  des  courbes  {;auches,  surlaccs  enveloppes,  surfaces 
cléveloppables,  surfaces  gauches,  plan  tangent,  courbunî  des  ligues 
tracées  sur  une  surface,  indicatrice,  etc.)  sont  traitées  simplement. 

I<,es  exercices,  assez  nombreux,  c[ne  M.  de  Ileusch  a  joints  à 
son  livre  permettront  aux  lecteurs  de  s'assurer  qu'ils  ont  bien 
compris  les  théories  exposées  par  l'auteur. 


i34  PltEMli-IItË  PAUTIE. 

Les  quelques  imperfections  que  J'ai  cru  devoir  signaler,  qui  De 
sont,  le  plus  souvent,  que  des  imperfections  de  forme,  et  qu'il  sera 
bien  aisé  de  faire  disparaître  dans  une  seconde  édition,  n'empê- 
cheront pas  le  livre  de  M.  de  lleusch  de  rendre  de  grands  services 
à  une  catégorie  très  inléressanle  de  lecteurs,  qui  veulent  apprendre 
l'Anal^-se,  non  pour  en  scruter  les  profondeurs  et  les  suittilitës, 
mais  seulement  pour  en  appliquer  les  procédés  élémentaires  à  la 
solution  des  problèmes  simples  que  posent  les  Sciences  pratiques. 

J.  T. 


WJLCZVNSKI  (E.-J.).  —  MïoiinDïNAJiiscHii  l'NTEasirHLNCES  MrT  Acwei- 
DL'NUEN  ALF  DJR  Tiit:oRtB  UER  SuNNKMioTATioN.  ( Inaugural-Disseftalion  zur 
Erlanjiimg  ilcr  Dorlorwurde  von  dcr  pbilosopliisclion  Facullât  dcr  Friedrich- 
Williclius.  L'tùversilatzu  Berlin).  Iii-J*,  35  pagc^.  Ucrlin,  Maycrund.Mûller; 


Tandis  que  la  recherclic  de  la  figure  des  planèles  dépend  des 
condiliuns  d'équilibre  d'une  masse  tluide  animée  d'un  mouve- 
ment <te  rotation  commun  à  toutes  ses  parties,  l'étude  du  Soleil 
conduit  à  un  prubièuie  analogue,  mais  plus  compliqué.  L'obser- 
vation ne  |>ermel  pas,  en  ell'ct,  d'admettre  que  la  vitesse  angulaire 
de  la  rotation  solaire  soit  la  même  pour  les  diOerents  points  de 
l'astre.  Le  nmuvemcnt  à  étudier  est  donc  celui  d'un  fluide  dont 
tous  les  points  tournent  autour  d'un  même  aie,  la  vitesse  angulaire 
n'étant  pas  lu  mOuie  sur  les  dilTércnts  cercles  ainsi  décrits. 
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apparu  peu  à  peu  avec  la  suite  des  siècles  loul  en  restant  affecté 
d'inégalités  périodiques  que  le  frottement  tend  à  atténuer  progres- 
sivement. 

L'auteur  se  demande  si  ces  oscillations  périodiques  ne  seraient 
pas  dans  un  rapport  étroit  avec  les  variations  bien  connues  des 
phénomènes  solaires. 

2®  M.  Wilczjnski  observe  également  que  l'influence  du  frotte- 
ment ne  peut  élre  que  trrs  faible,  sans  quoi  elle  aurait,  à  la 
longue,  fait  disparaître  toutes  les  inégalités  de  vitesse  angulaire 
qui  existent  entre  les  différentes  couches.  La  théorie  qu'il  déve- 
loppe cadre  bien  avec  cette  indication  ;  elle  conduirait  (du  moins 
en  faisant,  sur  la  température  et  la  densité  de  l'almosphère  solaire, 
les  hypothèses  qui  paraissent  les  plus  vraisemblables  dans  Tétat 
actuel  de  nos  connaissances)  à  ce  résultat  que  la  diminution  de 
\jlesse  angulaire  due  au  frottement  ne  dépasserait  pas  deux  mi- 
nutes d^arc  par  jour  en  vingt-sept  millions  d'années. 

L'anaivse  employée  par  Tauteur  est  tout  à  fait  analogue  à  celle 
qui  a  servi  à  Legendre  et  à  Laplace,  dans  Téludc  de  la  figure  de 
la  Terre.  On  suppose  (|ue  le  carré  de  la  vitesse  angulaire  de  rola- 
lion  est  une  fonction  linéaire  du  carré  du  raj'on  du  parallèle.  Les 
formules  obtenues  fournissent  pour  Taplalissement  une  valeur 
moindre  que  les  quantités  accessibles  aux  mesures;  et,  en  effet, 
les  observations  n'ont  jamais  mis  en  évidence  jusqu'ici  d'aplatis- 
sement sensible. 

Comme,  d'autre  part,  les  observations  relatives  à  la  rotation 
solaire  ont  porté  sur  trois  régions  différentes,  à  savoir  la  région 
des  taches,  la  région  des  facules  et  la  région  cpii  donne  naissance 
aux  raies  spectrales,  la  théorie  doit  permettre  de  déterminer  les 
différences  de  niveau  (pii  existent  entre  ces  trois  couches.  Malheu- 
reusement, les  observations  faites  à  ce  sujet  [)résentent  entre  elles 
de  singulières  contrailictions  A(lo])tanl,  parmi  les  résultats  trouvés, 
ceux  dont  l'exactitude  lui  semble  le  plus  \raisemblable,  M.  Wilc- 
zy^nski  arrive  à  des  conclusions  cpii  teiulcnt  à  njodiller  sur  plu- 
sieurs points  les  idérs  acluellemonl  re(;uo>.  .L  11. 


MO. 
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APPELL  (P.),  Membre  de  l'Inslitui.  —  Élékbnts  d'Analyse  HATUÉMATiQcrs 

A  l'usage  DBS  INGÉXJEURB  ET  DES  PHYSICIENS.   I   VOlunie  graod  ÎO-8%  719  p. 

et  134  llg.  Paris,  1 898  ;  G.  Carré  et  C.  Naud. 

Lorsqu'un  ingénieur  ou  un  physicien,  pour  s'initier  à  quelque 
théorie  mathématique  ou  pour  apprendre  quelque  procédé  de 
calcul  nécessaire  à  ses  travaux,  ouvrait,  jusqu'ici,  un  de  nos  Traités 
d'Analyse  contemporains,  il  commençait  par  y  trouver  uae  belle 
défiaitiori  de  l'inléf^ralc  et  une  élude  serrée  des  conditions  d*in- 
tégrabilité  d'une  fonction,  faite  avec  toute  la  rigueur  que  l'on  sait 
mettre  aujourd'hui  dans  celte  question. 

Si  celle  première  lecture  ne  l'avait  pas  rebuté  par  son  abstrac- 
tion, il  y  avait  de  grandes  chances  pour  qu'il  s'arrétâl  quelques 
pas  plus  loin;  ne  fùl-ce  qu'à  la  dénionslralion  de  l'existence  de 
i'inlcgrale  d'une  équation  difTérenlielIe  ordinaire. 

Il  maugréait  contre  les  inalliénialiciens,  et  peut  être  n'avait-il 
pas  tout  à  fait  ton,  car  ceux-ci,  en  France  du  moins,  cantonnés 
dans  la  Science  abslraltc,  avaient  quelque  peu  négligé  de  se  mettre 
à  sa  porlée. 

Depuis  \cs  Klèments  de  Calcul  injinilésimal  de  H.  Sonaei, 
livre  excellent  jadis  mais  niainlenant  insuflisant,   on  n'avait  plus 


écrit  aucun   Ouvrase  dai 


Icq, 


el   un   techn 


I  puisse  trouver 


aisément  l'outil  matliéinalique  indispensable  à  ses  travaux,  sans 
risquer  de  se  perdre  dans  les  méandres  de  développements,  admi- 
rables en  eux-mt^mcs,  mais  inutiles  pour  lui. 
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fonctions  les  plus  simples,  les  applications  géométriques  clas- 
siques, les  évalualions  d'aires  et  de  volumes  et  les  intégrations 
des  tjpes  courants  d'équations  différentielles.  Dans  chaque  cas, 
Fauteur  a  toujours  adopté  le  mode  d'exposition  le  plus  rapide  et 
le  plus  clair. 

Lorsque  surgit  une  de  ces  difficultés  que  l'on  ne  saurait  sur- 
monter, avec  rigueur,  sans  se  livrer  à  de  longs  développements 
abstraits,  au  lieu  de  l'escamoter,  M.  Appell  la  met,  au  contraire, 
en  lumière  en  se  contentant  d'énoncer  sans  démonstration  les 
faits  qu'il  ne  veut  pas  établir.  Parfois,  lorsque  le  sujet  est  impor- 
tant (tel  celui  de  la  rectification  des  courbes,  l'intégration  et  la 
difierentiation  des  séries),  il  ajoute  en  petit  texte  les  démonstra- 
tions volontairement  omises;  en  tous  cas,  il  ne  laisse  jamais  sub- 
sister aucun  doute  dans  l'esprit  du  lecteur  et  évite  ces  jongleries 
peu  scrupuleuses  et  dangereuses  par  lesquelles  certains  écrivains 
masquent  les  sujets  délicats. 

D'une  façon  générale  toute  théorie  est  suivie  d'applications  judi- 
cieusement choisies.  Le  nombre  considérable  des  exemples  traités 
a  eu  pour  effet  d'allonger  le  Volume,  qui  a  plus  de  700  pages; 
mais,  loin  d'être  un  défaut,  c'est  là  une  des  qualités  de  l'Ouvrage 
dont  la  lecture  est  ainsi  singulièrement  facilitée  pour  un  public 
habitué  à  raisonner  dans  le  concret  plutôt  que  dans  l'abstrait. 

Immédiatement  après  les  définitions  fondamentales  des  infini- 
ment petits,  des  différentielles,  des  fonctions  primitives  et  des 
intégrales  définies,  l'auteur  en  donne  l'application  à  l'évaluation 
des  aires  planes,  à  la  cubature  des  volumes  à  bases  |)arallcles  et 
des  solides  de  révolution  qui  n'exigent  qu'une  intégration  simple, 
à  la  rectification  des  courbes  planes  et  gauches,  à  l'évaluation  des 
aires  des  surfaces  de  révolution  et  des  surfaces  coniques.  Ce  n'est 
qu'après  avoir  traité  de  nombreux  exemples  d'applications  et  avoir 
fait  toucher  du  doigt  au  lecteur  l'utilité  de  ce  calcul,  qu'il  donne 
au  Chapitre  V  les  procédés  élémentaires  d'intégration. 

A  cet  exposé  de  méthodes  de  calcul,  succèdent  les  développe- 
ments en  séries  des  fonctions  d'une  variable  :  séries  de  puissances 
entières,  séries  trigonométriques,  représentation  d'une  expression 
au  moyen  de  ses  valeurs  moyennes.  Puis,  fidèle  à  sa  règle, 
M.  Appell  s'en  sert  immédiatement  [)0ur  étudier  les  intégrales 
dans  lesquelles   l'élément  dilîérrntiel   devient  infini,  ou  dont  une 
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des  limites  esl  infînle,  et  pour  exposer  tout  ce  qui  est  relalifù  la 

théorie  du  contact  dans  les  courlics  planes  ou  gauches. 

Il  recommence  ensuite,  pour  les  fonctions  de  deux  ou  plusieurs 
variables,  ce  qn'il  vient  de  faire  poiij-  les  fonctions  d'une  seule 
variable. 

Aux  développements  des  fonctions  de  deux  variables  succèdent 
tes  théories  du  contact  ei  des  enveloppes  des  courbes  et  des  sur- 
faces, celles  de  la  courbure  et  de  la  torsion  dans  les  courbes 
gauches,  l'élude  de  la  courbure  des  lignes  tracées  sur  une  surface 
cl  des  indications  sommaires  sur  les  lignes  de  courbure,  asjmplo- 
tiques,  géodésiques,  de  niveau   cl  de  |)liis  grande  pente  sur  une 

Nous  revenons  ensuite  nu  Calcul  -avec  la  théorie  de  la  diffé- 
rentialion  et  derinicgration  sous  le  signe  (  et  celle  des  intégrales 
prises  le  long  d'un  contour  qui  servent  d'inlroduclion  à  la  défini- 
tion des  intégrales  multiples  et  à  leur  application  à  l'évaluation 
des  aires  et  des  voliunes. 

La  préoccupation  constante  el  visible  de  l'auleur  est  toujours 
de  montrer  l'utilité  des  faits  qu'il  expose.  Il  varie  les  applications 
elles  multiplie.  Les  unes  sont  prises  dans  le  domaine  de  la  Géo- 
métrie pure  ou  de  la  Géométrie  descriptive,  d'autres  dans  celui 
de  la  Mécanique,  d'autres  encore  dans  la  Thermodynamique.  L'uni- 
versalité de  la  pui.ssancc  de  la  MaUu:malique,  celte  science  pri- 
mordiale, en  découle  indiscutablement,  et  le  lecteur  se  pénètre  de 
la  nécessite  de  sa  connaissance. 
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peu  de  livres,  même  parmi  les  plus  complets,  où  cet  exposé  soit 
aussi  net,  aussi  clairet  aussi  nourri  de  résultats  utiles. 

Sept  types  pour  les  équations  du  premier  ordre,  trois  pour  les 
ëquatioDS  d'ordre  supérieur  au  premier  forment,  avec  les  équations 
linéaires  classiques,  tout  le  bagage  de  ceux  que  nous  savons  ma- 
nier aisément. 

Un  Chapitre  sur  les  équations  difTérenlielles  simultanées,  un 
autre  contenant  des  aperçus  sur  les  équations  aux  dérivées  par- 
tielles linéaires  du  premier  ordre  et  un  dernier  sur  les  méthodes 
d'approximation,  les  intégrateurs  et  les  intégraphes,  terminent  ce 
Volume,  qui,  sans  aucun  doute,  va  rendre  de  grands  services. 

Il  est  même  à  présumer,  et  ce  n'est  pas  là  le  moindre  éloge 
qu'on  puisse  en  faire,,  qu'il  ne  sera  pas  utile  qu'à  ceux  pour  les- 
quels il  a  été  écrit.  Un  étudiant  de  nos  Facultés,  candidat  au 
certificat  d'Analyse,  trouverait  certainement  dans  la  lecture  facile 
de  ce  bel  Ouvrage  un  premier  fonds  de  connaissances  qui  Taide- 
raient  considérablement  dans  une  étude  ultérieure,  plus  appro- 
fondie, du  Calcul  différentiel  et  intégral.  C.  I^ourlet. 


VIRGILÏ!   E   GARÏBALDÏ.    —    Introduzionk    alia    Economia     matematica 
(colloclion   dos  Ahinuols  Ilœpli  ).    i  vol.   in-io,  xn-pio   p.   H(ri»li;  Milan, 

1899- 

Voici,  dans  la  collection  de  ces  Manuels  Ihrpli  dont  nous  avons 
eu  plusieurs  fois  Toccasion  de  parler,  une  leiilalivc  curieuse  et 
inléressanle  à  plusicMirs  <'garcls  :  AIM.  \  irgilii  el  (jaribaldi  se;  sont 
proposé  de  rassembler,  dans  un  Irrs  pelit  \ OIuuk*,  rcnscrnble  des 
connaissances  malhêmati(|u«\s  n«*cessaircs  pour  la  lecture  des  Ou- 
vrages et  des  Mémoires  (ri^eonouiie  p()rili(|U(\  (Ida  n'est  pas  [)eu 
de  chose,  car  on  voit  figurer  dans  leur  [)eht  Livre,  oulre  les 
notions  élémentaires  d'Algèbre,  la  formule  du  binôme,  des  indi- 
cations sur  la  théorie  des  probabllilés,  des  élémcmls  de  Trigono- 
iiiélrie  el  de  Géométrie  analyli(jue,  do  Calcul  dillcrcMiliel  et  inlé- 
j^ral  ;  on  y  trouvera  par  exemple  la  formule  des  accroisseuïcnls 
finis,  l'équalion  aux  (lériv<'es  pailiellcs  cpic  vérifie  une  forïction 
homogène,  la  lègle  pour  [)rcn(li('  la  déiivcc  d'une  intcii:rale  définie. 


i4o  PHIÎMIÈUE  PARTIE. 

Tout  cela  licQt  en  cent  Ircnlc  pages  in-i6,  et  les  auteurs  ne  se 
sont  pus  contentés  de  donner  des  déHnitions  et  des  règles;  ils  j 
ont  joint  des  explications  siiffi^ianles,  tontes  les  fois  que  cela  était 
ntilc  et  possible.  En  ontre,  ils  ont  donné  plusieurs  applications  à 
la  Science  qu'ils  avaient  en  vue,  tirées  des  Ouvrages  de  Panta- 
leoni,  l*crozzo,  Pareio,  liarone,  Walras,  etc.,  et  se  trouvent  ainsi 
avoir  établi  des  formules  fondumcnlales  de  l'Écononiie  politique 
niatbcmalique.  Une  très  iniérossanic  Introduction,  qui  occupe  le 
tiers  du  Livre,  expose  le  développement  historique  et  les  princi- 
paux résultats  de  cette  science;  d'après  les  auteurs,  l'Kconomic 
politique  a  été  élevée  à  la  dignité  de  science  exacte  par  les  publi- 
cations de  Conruot,  Gossen,  Jevons,  Walras,  Edgeworth,  Pareio, 
mais  elle  attend  encore  son  I^place. 

Comme  le  disent  tn-s  justement  les  auteurs,  ce  n'est  pas  au 
point  <Ie  vue  matliémaiiquc  qu'il  faut  se  placer  puurjuger  leur 
Livre,  mais  uniquement  au  point  de  vue  des  services  qu'il  peut 
rendre  à  la  catégorie  spéciale  des  lecteurs  auxquels  ils  ont  pensé 
en  le  composant;  il  n'est  pas  inutile  de  remarquer  que  la  publi- 
cation même  de  ce  Livre  prouve  que,  en  Italie,  cette  catégorie  de 
lecteurs  est  nombreuse. 


PRACTICA    GEOMETIU.£.  —  Ei\   ano.mm   Tbactat    aus    dkm    Esde   deh 

ZWiiLFTIiN    JMIHUL'\DBHTS.    NACIl    CLU,     l3o3l,    UEHAl'SGRGEBI!»    VOK   MAXI- 

HILIAN  Ci'BTzE.  S<^)iarut-AI>druck  aus  Âionait/iirfte  fur  Matliematik  unit 

Physik.  i8i|7,  it.  p.  in-8". 
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grund'cliose;  cependant,  en  tenant  coraple  de  ces  circonstances 
que  Topuscnle  peut  être  approxinialivcmenl  daté  de  la  seconde 
moitié  du  xii^  siècle,  que  la  forme  en  indique  assez  clairement 
qu'il  a  été  rédigé  pour  l'enseignement  dans  une  Université,  qu'en- 
fin le  prénom  de  Hugues  appartient  surtout  à  la  France,  on  est 
amené  à  identifier  Tau  leur  avec  un  Hugo  physicus  (Hugues  le 
Médecin),  qui,  après  avoir,  comme  maître  es  arts,  professé  le 
quadrivium  (les  Mathématiques)  à  Paris,  se  consacra  à  la  Méde- 
cine, y  acquit  une  certaine  réputation,  et  mourut  en  1  \^\)>  La 
Practica  Hugonis  peut  donc  ^tre  revendiquée  pour  la  France. 

L'intérêt  que  présentent  ces  (pielqucs  pages  pour  Tliistolre  de 
la  Géométrie  provient  de  ce  qu'elles  marqueni  un  moment  singu- 
lier de  son  enseignement.  Euclide  a  déjà  été  traduit  de  Tarabe 
(par  Adélard  de  Bath),  depuis  un  demi-siècle  au  moins;  mais  si 
notre  Hugues  n'ignore  plus,  comme  les  écolâtres  du  xi*  siècle, 
qu'il  y  a  une  Géométrie  tliéoricjue,  ce  doit  être  pour  lui  quelque 
chose  comme,  de  nos  jours,  la  Géométrie  supérieure  pour  nos 
instituteurs  d'école  primaire.  Il  n'a,  de  fait,  aucune  teinture  de  la 
science  gréco-arabe;  il  ne  sait  même  pas  encore,  par  exemple, 
mettre  des  lettres  sur  ses  figures,  pour  en  désigner  les  points.  Il 
représente  donc  la  pure  tradition  latine,  à  l'instant  où  son  évolu- 
tion normale,  dans  notre  Occident,  va  se  trouver  brusquement 
déviée  par  les  apports  des  doctrines  orientales. 

A  la  vérité,  cette  tradition  latine  a  déjà  adopté,  au  cours  du 
xi*"  siècle,  un  instrument  d'origine  grecque,  rapporté  en  Espagne 
par  les  Maures.  Cet  instrument,  cjui  sert  à  toutes  fins,  à  prendre 
l'heure  comme  à  pratiquer  l'arpenlage,  c'est  \  astrolabe,  Hugues 
nen  parle  que  pour  son  usage  sur  le  terrain,  c'est-à-dire  comme 
d'un  cercle  qu'on  tient  dans  un  plan  vertical,  au  moyen  d'un  anneau 
de  suspension,  et  qui  porte,  mobile  autour  de  son  centre,  une 
règle  de  visée  {meciiclinium  ou  ai/iif/ar/a,  suivant  la  transcription 
de  l'arabe,  que  Hugues  emploie  deux  fois,  et  (|ui  est  passée  en 
français).  Mais  la  graduation  dont  on  se  sert  [)Our  l'arpentage 
n'est  pas  celle  du  limbe  du  cercle.  Elle  est  marquée  sur  les  côtés 
^horizontaux  et  verticaux)  d'un  cairé  inscrit  (chaque  demi-côté 
riant  divisé  en  dou/c  parties),  (^est  dire  que  la  théorie  sur  laquelle 
repose  Tusage  de  l'inslrunienl  est  unif|uenient  celle  des  triangles 
rectangles  semblables. 

Bult.  (les  Sciences  mathèm.,  j'  st-nr.   l.  Wlll.  (Juin  ivSiji^.j  i,j 


■  J'i  PHKMIËKK  PAHTEK. 

Quuiit  aux  suurccs  i-critcs,  DOtre  auteur  en  utilise  deux  priucî- 
pales  :  la  prcmid-rc  est  un  Recueil  que  l'on  peut  désigner  par  ses 
premiers  mwls,  Geometricates  diversitates,  Recueil  dont  l'ongine 
i)'u  pu,  jusqu'à  présent,  éire  reconnue.  Il  parait  ai'oir  été  formé 
un  xi"  siècle  cl  a  été  incorporé  dans  la  compilation  connue  sous  le 
nom  de  Geomelria  Gerberti.  11  consiste  en  descriptions  de  pro- 
cédés d'arpentage,  conçues  principalement  au  point  de  vue  instru- 
mental. Hugues  a  pris  ce  Itecueil  comme  base  des  deux  premières 
punies  qu'il  distingue  dans  la  (jéomélrie  pratique,  i  savoir, 
Valtimetria  ul  la  ptaninictiia.  11  développe  surtout  la  première 
de  ces  doux  parties,  aprùs  l'avoir  fait  précéder  de  quelques  défini- 
lions  et  des  énoncés  ihéuriques  nécessaires.  C'est  un  esprit  mëtho- 
dicptu,  qui  s<ï  rend  bien  compte  de  ce  qu'il  enseigne,  et  qui 
indique  avec  soin  tout  ce  qui  est  essentiel.  A  cet  égard,  son  écrit 
Irancbt'    siiigulirremcnt    sur    les  OBuvres   similaires  du   moyen 

''"'■■■ 

Miii.s  Hugues  n'échappe  point  au  grand  défaut  de  son  temps,  la 
science  lifi<:ii/iic.  Avant  de  le  munircr  plus  amplement  à  propos 
de  lu  deruirre  partie  de  son  Opuscule,  je  prendrai  comme  exemple 
le  dernier  (Lliiipitre  de  son  Allimctrte.  Pour  mesurer  la  profon- 
deur d'uni'  onu,  il  décrit  gravement  le  procédé  suivant  :  on  a  une 
splu>re  m<''talli(p)e  ci-euso,  munie  d'un  anneau,  et  qui,  seule,  flot- 
terait sur  l't'uu  ;  on  lu  fait  immerger  en  y  suspendant  une  masse, 
liKjuelli-,  eu  se  décrochant  au  fond  de  l'eau  (grâce  à  un  dispositif 
assez  simple),  laissera  remonter  la  sphère.  On  mesurera  le  temps 
cndi}  l'immersion  et  l'émersiun,  avec  l'astrolabe  (c'est-Â-dire,  de 
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lexle  écrit,  car  il  est  ignorant  de  bien  des  choses.  Cependant  il  a  à 
moitié  conscience  de  son  ignorance  :  il  voit  bien  qu^il  faut  expé- 
rimenter, mais  il  ne  sait  point  s^y  prendre,  ou  ne  pense  qu^à  des 
expériences  impossibles. 

La  Planimélrie  de  Hugues,  à  la  différence  de  son  AUimétrie, 
est  très  écourtée;  elle  se  réduit  à  peu  près  à  parler  de  la  visée  de 
l'extrémité  d'une  longueur,  à  un  bout  de  laquelle  se  tient  Tarpen- 
teur.  C^est  la  taille  de  celui-ci  qui  servira  de  troisième  terme 
connu  dans  la  proportion,  les  deux  premiers  étant,  par  exemple, 
fournis  par  l'astrolabe  ;  au  moins  Hugues  a-t-il  soin  de  dire,  sur  les 
opérations  de  ce  genre,  qu'il  faut  chaque  fois  mesurer,  avec  une 
règle  verticale,  la  hauteur  à  assigner  à  la  taille. 

Comme  troisième  partie  de  la  Géométrie  pratique,  il  ajoute  la 
Cosmimetria,  c'est-à-dire  la  mesure  des  dimensions  du  Monde. 
Cette  singulière  addition  parait  être  de  son  propre  cru.  Martianus 
Capella  avait  bien  rempli,  avec  une  nomenclature  géographique, 
la  plus  grande  partie  du  Livre  qu'il  consacrait. à  la  Géométrie, 
comme  s'il  entendait  ce  mol  dans  le  sens  de  mesure  de  la  Terre, 
et  comme  si  cette  mesure  était  inséparable  d'une  description; 
mais  si  cet  exemple  peut  bien  faire  comprendre  jusqu'à  quel  point 
l'objet  véritable  de  la  Géométrie  était  perdu  de  vue  dans  l'Occi- 
dent latin,  si,  d'autre  part,  aux  compilations  d*arpcntage  étaient 
déjà  venues  se  mêler  des  mentions  de  la  célèbre  mesure  d'Eratos- 
thène,  nul,  avant  Hugues,  ne  semble  avoir  eu  l'idée  de  détacher 
de  l'Astronomie,  et  de  rattacher  à  la  Géométrie,  comme  en  con- 
stituant une  branche  spéciale,  tout  ce  qui  concernait  la  mesure 
des  dimensions  du  Monde. 

Dans  cette  troisième  partie  de  son  Opuscule,  notre  auteur  suit, 
en  le  nommant,  Macrobe  {Commentaire  sur  le  songe  de  Sci- 
pion).  C'est  dire  que  les  données  qu'il  peut  utiliser  seront  très 
maigres  et  singulièrement  fautives.  Mais  l'histoire  des  erreurs  de 
Tesprit  humain  est  peut-être  aussi  importante  que  celle  de  ses  pro- 
grès vers  la  vérité  :  je  m'arrêterai  donc  sur  ce  point. 

Hugues  commence  par  expliquer,  assez  intelligemment,  le 
principe  de  la  mesure  d'Kraloslhène;  il  en  déduit,  en  cmplojaul 
le  rapport  d'Archimède,  la  longueur  en  stades  du  diamètre  de  la 
Terre.  Il  calcula  de  même  la  circonférence  de  Torbite  solaire  el 
le  diamètre  de  cet  astre,  en  procédant  toujours  avec  une  rigueur 
qu'il  croit  absolue,  en  mélan<;eaiil,  de  faron  a^^se/  bi/arie,  les  frac- 


i 


i44  l'Illi.MiKitl':  l'AHllK. 

lions  romaines  et  les  fraciioiis  exprimées  à  la  moderne,  et  en  oppo- 
sant ses  résnitats  à  ceux  de  Macrobe,  (|ui  ne  donne  que  des  nombres 
approchés. 

Mat»  Macrobe,  qui  semble  avoir  disposé  de  sources  tn-s  an- 
ciennes (prétend  i\meril  égypli<-'nnes),  avait  combiné  entre  elles  des 
données  contradictoires.  Ainsi  il  admet,  d'une  part,  que  l'extré- 
mité du  cône  d'ombre  de  la  Terre  uttcint  préciséinenl  l'orbile 
suiuire,  ce  ([ni  revient  à  supposer  que  le  diamètre  du  Soleil  est 
double  de  celui  de  la  Terre.  En  second  lieu,  il  admet  que  U  dis- 
tance du  Soleil  est  de  soixante  fois  le  diamètre  de  la  Terre,  ctt  qui 
correspond  tr<-s  probablement,  avec  l'approximation  primitive 
-  :^  3,  et  en  tenant  compte  du  premier  postulat,  à  l'hypothèse  que 
le  diamitre  apparent  du  Soleil  est  de  a'.  Que  cette  donnée  fantai- 
siste ait  réelleineuL  eu  cours  dans  l'antiquité,  qu'elle  ait  même  eu 
une  certaine  vogue,  nous  le  savons  du  reste,  car  elle  est  précisé^ 
ment  celte  qu'adopte  numériquement  un  auteur  qui  cependant  en 
coiioaissait  certainement  toute  l'exagération,  Aristarquede  Samos, 
dans  son  Traité  des  Grandeurs  et  distances  du  Soleil  et  de  Ut 
Lune. 

Mais  Macrobe  ajoute  une  troisième  donnée  inconciliable  avec 
les  précédentes.  D'après  lui,  en  observant  avec  la  clepsydre  le 
temps  que  dure  le  lever  du  Soleil,  on  aurait  constaté  que  son  dia- 
mètre occupe  la  ai6'  partie  de  son  orbite  (c'est-à-dire  loo'). 
S'il  s'agit  d'une  opération  réellement  faite,  et  non  de  quelque 
combinaison  aussi  chimérique  que  les  précédentes,  on  ne  peut 
évidemment  que  supposer  une  grossière  erreur  de  transcription  ; 
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sensiblemcnl  inférieur  an  double  de  celui  de  la  Terre,  et  que, 
par  suite,  l'ombre  de  la  Terre  doit  dépasser  Torbile  solaire. 

C'est  ainsi  que  se  termine  la  Practica  flugonis.  Ce  n'est  cer- 
tainement pas  à  noire  niveau  qu'il  faut  la  comparer,  mais  elle  n'en 
est  pas  moins  en  progrès  énorme  sur  les  écrits  géométriques  anté- 
rieurs. Il  y  a  au  moins  constitution  d'un  enseignement  pratique,  rai- 
sonné, et  visant  un  but  précis.  Cej)endant,  comme  connaissances 
théoriques,  nos  ancêtres  du  xii*^"  siècle  ne  savent  guère  plus  que 
les  Grecs  avant  Pjthaîçore.  S'ils  peuvent  uliliser  quelques  résul- 
tais de  la  Science  hellène,  comme  le  rapport  d'Archimède,  ils 
sont  sans  doule  incapables  de  concevoir  coniment  ces  résultats 
ont  pu  être  atteints.  Quant  à  ce  qu'ils  trouvent  dans  Martianus 
Capella  ou  dans  Macrobe,  cela  leur  est  plus  nuisible  qu'utile;  leur 
respect  pour  la  Science  antique  ne  leur  permet  au  plus  que  d'y 
relever  des  contradictions  flagrantes.  Il  est  bien  difficile  de  deviner 
ce  qui  fût  advenu  sans  rinfiltration  de  la  Science  arabe,  puisque 
le  génie  d'invention  géométrique  ne  s'est  pas  révélé,  en  Occidenl, 
avant  la  fin  du  xvi*"  siècle,  et  une  fois  connus,  non  seulement 
Euclide,  mais  encore  Archimède,  Apollonius  et  Pappus  (*). 

Paul  T\n:nery. 


MAITRE  ROBERT  AN(iLÈS.  —  Le  trvité  or  qiadrwt  (Montpellier,  xiii' 
siècle),  texte  latin  et  ancienne  tradnclion  i:rec(jue,  publiés  par  M.  Paii. 
T^NNKRY.  —  (Notices  et  evtraits  des  Manmerits,  \\\\\).  So  paires 
in-l".  Paris,  Klineksieck,  1897. 

Pendant  que  iM.  (^urtzc  publiait  une  Practica  (icnmctt'ia\ 
qui,  comme  je  Tai  dit,  doit  avoir  clé  composée,  dans  la  seconde 
moilié  du  xii**  siècle,  par  un  maître  es  arts  de  rUnivcrsilé  de 
Paris,  du  nom  (Je  llu;^ues,  j'éditais  un  Ouvraj^e  analogue,  rédigé 
un  siècle  plus  lard,  niais  par  un  maître  de  Monlpeilier. 


(  '  )  Je  viens  (le  constater,  res  jours  «Icriiirrs.  (]iie  le  iiiiMne  Trdité  se  tmuve, 
iàscc  une  rontiniialion  de  la  deriiicre  partie,  cl  a\cr  raiin«>nre  rPiin  f.ivre  lui  fai 
sant  suite  et  consacré  à  rAstronruiiie,  dans  les  manustrils  latins,  I{il)lioili(M|ue  na- 
tionale 1536*2,  et  Bibliothèque  Ma/arine  717.  (le  dernier  (du  xiir  siècle)  <*sl  exclu- 
sivement un  Hecueil  d'œuvrcs  di*  llu^ue>  de  Saint-\  ictor,  et  suppose  donc  une 
attribution  (que  je  crois  erronée)  rie  la  l^iartira  ^ronietri/e  au  célèbre  lliécd*»- 
jjien  (  mort  en  ii4o).  Crtle  attribution,  admis»»  p;ir  llau/éau.  d<»if  pinvcnir  de 
riHontilé  des  prénoms. 
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Le  Quadians  secunJum  mo'/ernos  csl,  en  effcl,  malgré  soa 
titre,  un  Traite  de  Géométrie  pratique,  qui,  comme  l'Opuscule  du 
xii*  siècle,  enseigne  les  opérations  d'arpenta^  {allimélrie  et 
planiniétrie),  en  y  ajoutant,  toutefois,  les  formules  ëlémeouires 
]iour  la  mesure  des  surfaces,  et  en  sub>tituaot  à  la  cosmimélrie 
une  stéréo  met  rie,  c'est-à-dire  une  série  de  formules  pour  la 
mesure  des  solides.  On  voit,  par  là,  qu'Euclide  commence  à  être 
connu  :  mais  le  progrùs  réel  n'est  pas,  malgré  cela,  très  sensible. 
Si  le  Traité  de  Montpellier  est  pour  nous  plus  facilemeDt  lisible 
que  celui  de  Paris,  il  n'accuse  guère  plus  de  cuonaissances  géomé- 
triques et  semble  l'œuvre  d'un  esprit  moins  original. 

Mais,  en  dehors  de  l'intérêt  documentaire  que,  surtout  si  on  les 
compare  l'un  à  Taulre,  présentent  ces  deux  Ouvrages  à  qui  veut 
se  rendre  compte  du  caractère  de  l'enseignement  de  la  Géométrie 
pendant  le  moyen  âge,  le  Traité  du  Quadrant  mérile  l'attention 


sous  un  point  de 


spécial.  Tandis  que  Hugues,  pour  l'arpen- 


B  sert  de  l'astrolabe  et  qu'il  n^en  indique  que  les  dispositifs 
utiles  pour  son  objet,  te  inailrc  de  Montpellier  emploie  un  autre 
instrument,  également  à  toutes  fins:  il  le  décrit  complètement  el 
assez  clairement  pour  permettre  de  le  restituer  entièrement;  il  en 
cnseigno  les  usages  astronomiques  (trouver  le  degré  de  longitude 
du  Soleil  pour  un  jour  donné  et  inversement;  trouver  la  décli- 
naison du  Soleil;  mesurer  la  latitude  du  lieu;  prendre  l'heure). 

Cet  instrument,  ainsi  susceptible  de  remplacer  l'astrolabe  de 
tous  points,  est  évidemment  une  invention  arabe,  quoiqu'on  n'ait 
pas  exactement  retrouvé,  parmi  les  types  décrits  par  les  auteurs 
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(le  perle)  que  porle  le  fil  à  plomb.  Il  fanl,  loutefois,  régler  chaque 
jour  cet  index,  qui  peut,  à  cet  effet,  glisser  à  frottement  dur  sur 
le  fil  à  plomb;  mais  l'opération  à  faire  pour  cela  est  très  simple, 
soit  que  Ton  connaisse  par  des  Tables  la  déclinaison  du  Soleil  pour 
le  jour  de  Tobservation,  soit  que  l'appareil  porte  un  curseur, 
gradué  en  mois  et  jours,  et  donnant  cette  déclinaison  sur  le  limbe. 

En  somme,  cette  solution  du  problème  de  trouver  l'heure  est 
1res  ingénieuse,  et  Tusage  de  l'appareil,  dans  ce  but,  était  beau- 
coup plus  rapide  et  plus  commode  que  celui  de  l'astrolabe.  C'était 
un  véritable  cadran  solaire  portatif,  et  c'est  même  évidemment  le 
nom  de  ct^l  instrument  {quadranSy  ce  qui  signifie  quart  de  cercle) 
qui  a  passé  aux  cadrans  solaires  fixes,  puis  aux  cadrans  des  hor- 
loges mécaniques. 

Quant  au  nom  de  Tauteur  du  QuadranSy  en  transcrivant 
Robert  Angles  (sous  la  forme  méridionale  actuelle)  le  nom 
Robertiis  AngUcus  donné  par  la  tradition  manuscrite  la  plus 
autorisée  (*),  je  n'ai  nullement  voulu  trancher  la  question  de 
nationalité;  mais  j'ai  tenu  à  indiquer  au  moins  la  possibilité  que 
le  surnom  ait  été  patronymique. 

J'ai,  en  effet,   en  Appendice  au    Traité  du  Quadrant^  com- 
plété la  publication  partielle  faile  par  Sédillot,  dans  son  Mémoire 
sur  les  instruments  astronomiques  des  Arabes,  d'un  ïrailé  de 
V Astrolabe  universel  ou  Saphea  d'Ar/achel,  écrit  en  i23i   par 
un  Guillermus  AngUcus^  lequel,  dans   la  souscription   (pie  j'ai 
donnée,  se  qualifie  de  citoyen  de  Marseille,  médecin  de  profession 
el,  grâce  à  sa  science,  surnommé  r Astionome.  Cet  Of)us(Mile  est 
également  des  plus  intéressants,  en  ce  qu'on  y  saisit  le  moment  où 
lin  savant  de  TOccident  latin  arrive  de  liii-nièrne,  non  sans  peine 
(i\  avoue  naïvement  qu'il  y  a  mis  six  ans"),  à  s'assimiler  le  principe 
de  la  construction  des  instruments  arabt.'s.  Or  II  est  particulièrement 
remarquable  que,  dans  cet  astrolabe  universel,  le  mode  de  déter- 
mination de  l'heure  soit,  au    fond,  le  niTine  (pie  dans  le  quadrant 
décrit  par  Robert  us  yinglirus.  En  tous  cas,  il  est  bien  clair  que 
ce  Guillaume  IWnglais  a  |)u  rair(»  souche  dans  le  Midi  el  laisser 
son   surnom  à  ses  enfants. 


i  •)    Plusieurs  niaruisnim  porlrnt,  au  cotilrjHie,  Ir  ikhii  de  Johannc-i,  par  suitr 
d'uni'  #»rreur  «ton!  j'ai   nionln»  l'ongin*'  prol>al»h\ 


liS 
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Taiit(]ue  les  urcliivcs  de  l'Univcrsilé  de  Montpellier  ne  seront 
pas  classées  de  façon  à  permettre  des  reclierclies  utiles,  i'ori^oe 
de  celui  que  j'ai  appelé  Hoberl  Angli's  peut,  en  tous  cas,  rester 
en  suspens;  m»K  on  a  de  lui  un  aulri;  Travail,  encore  inédit:  c'est 
un  Commentaire  xur  le  Traité  de  la  xphère  de  Jean  de  SacfO- 
bosco,  commentaire  daté  de  1:^71,  et  expressément  mentioDaé 
comme  écrit  pour  l'usage  des  étudiants  <lc  Montpellier.  L'époque 
où  il  vivait  est  donc  l»ion  déterminée. 

Quant  à  la  date  du  Traité  du  Quadrant,  j'ai  dit,  dans  l'Intro- 
duction très  dcliiilléc  dont  y.  l'iii  l'ait  précéder,  qu'un  manuscrit 
de  la  hililioihèque  de  l'Univcr:iité  de  Cambridge  (n»  1767)  éUnt, 
d'après  le  Catalogue,  daté  di^  r»-6,  le  Traité  devait  être  antérieur. 
Depuis,  j'ai  pu  examiuorce  miinuscril  à  Cambridge  et  i-ccnnnailre 
(|ue  riudiciilioii  du  CHtaIii};uc  est  inexacte;  la  date  de  fi-H, 
inscrite  nu  folio  i^{()  verso,  est,  non  pas  celle  de  la  copie  du 
uiainiscrit,  mais  celle  de  riicliévement  des  Canones  (Tables  astro- 
nouii(pies)  ipiî  comuieuecul  au  folio  11-.  Quant  au  Traité  du 
Quadrant,  il  occupe  les  feuillets  ô(i-()o  ou  folio  5^  verso;  la 
petite  Table  tpii  dunoe  la  longitude  du  Soleil,  au  commence- 
uient  de  cb»<pie  mois,  est  expressément  marquée  comme  prise  ab 
alnianar  anni  f-tjfj-  Mais  il  est  certain  que  cette  indication  est 
due  au  copiste  qui  a  voulu  substituer  des  nombres  plus  eiacts 
Il  ceux  que  portait  le  inanitserit  qu'il  reproduisait.  Le  manuscrit 
de  Cambridge,  qui  est  tout  entier  d'une  môme  main,  semble  donc 
exécuté  vers  iai)(),  mais  il  ne  permet  pas  de  préciser  davantage 
h  dalednTraiÛ'dnO».»//Y»,f. 
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D'un  autre  côté,  dans  mon  Introduction,  j^ai  remarqué  que  la 
partie  géométrique  (et  non  la  description  du  quadrant)  se  trou- 
vait assez  souvent  dans  les  manuscrits  isolée  et  anonyme,  et  que, 
si  elle  n'avait  pas  été  extraite  du  Traité  de  Robert  Angles,  elle 
pouvait  représenter  un  Opuscule  antérieur  qu'il  aurait  compilé. 
J'indiquais,  comme  pouvant  peut-être  permettre  de  trancher  la 
question,  un  manuscrit  de  la  Bodiéien ne  d'Oxford  (Z)/^6e/a/JW5 
174))  catalogué  comme  de  la  lin  du  xii*'  siècle.  J'ai  pu  également 
examiner  ce  manuscrit  et  constater  que  le  fragment  visé  ne  con- 
tient en  fait  qu^un  feuillet  et  demi  (folio  i45-i46)  d'une  écriture 
du  XV*  siècle  seulement,  intercalé  au  milieu  d'une  traduction  d'Eu- 
clide,  d'une  date  très  antérieure.  Quant  au  texte  de  ce  fragment, 
il  est  très  voisin  de  celui  du  Digbeianus  147  (du  xiv"  siècle)  qui 
est  intitulé  :  Praclica  Geomclriœ,  ne  contient  pas  la  description 
du  quadrant,  et  est  d'ailleurs  incomplet.  La  question  que  j'ai  sou- 
levée ne  peut  donc  être  tranchée  au  moyen  de  ces  manuscrits;  ils 
semblent  plutôt  dériver  du  texte  du  Traité  de  Robert  Angles, 
remanié  et  plus  ou  moins  augmenté.  Il  est  particulièrement  remar- 
quable que,  dans  cette  recension,  la  troisième  Partie  de  la  Géo- 
métrie pratique  soit  appelée  sleriometria  vel  cosmimetria^  par 
une  malheureuse  réminiscence  de  la  subdivision  introduite  dans 
la  Praclica  II agonis. 

Comme  l'a  remarqué  M.  Curlze  dans  la  Deutsche  Litterar- 
zeitang  (17  décembre  1898),  le  Traité  de  Robert  Anjrlùs  peut  être 
regardé  comme  ayant  été  classique  au  moyen  Age.  Si  j'en  ai  signalé 
onze  manuscrits  (  *  ),  rien  qu'à  la  Bibiiothè(|(ie  nationale  de  Paris,  et, 
d'après  des  Catalogues,  vingt-quatre  autres,  dont  plusieurs 
m'avaient  d'ailleurs  été  indiqués  par  M.  Curlze,  il  pourrait  aujour- 
d'hui, dit-il,  donner  facilement  une  liste  double.  Si  j'ai  été  amené 
à  m'en  occuper  par  le  fait,  assez  bizarre,  qu'il  en  existe  une  tra- 
duction grecque  sans  nom  d'auleur,  dont  j'ai  voulu  cberclier 
l'original  latin,  il  y  a,  (h;  même,  (ranciennes  traductions  en 
hébreu  et  en  allemaiid.  Kniin,  vv  Traité  a  élé  singulièremenl 
démarcpié  sous  le  \\\vv  i\v  Scenogra/fliid  pruvtica  et  inséré 
presque  textuellement  par  \\  iihiseennillcr  dans  une  des  éditions 
de  la  Margai'ita  philosopliicit  (Celle  de  Strasbourg,  i.hxS).  C'est 


(  '  )  Je  viens  (t'en  ronconlicr  un  dniiziètiio  (unonyino.  Ms.  lai.  15125  (xiV  siècle). 
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dire  ([d'il  »  vlû  de  même  utilisé  par  la  pliiparl  des  auteurs  du 
î  ont  Irailé,  après  Kobcrl  Angles,  soit  du  Quadrant, 
iiit  de  h  Géométrie  pratique.  Son  importance  historique  dépasse 
donc  de  Iteaiicoirp  sa  valeur  propre,  mais  il  méritait  ce  succès  par 
sa  clarté  et  sa  parfaite  adaptation  aux  besoins  de  l'enseignement 
di'  S(m  Ifimps.  Paul  Tahhbky. 


SUR  LES  Equations  linéaires  aux  dérivées  partibubs 

DU  SECOND  ORDRE: 


V\ 


M.  Eut 


V  P1CAKI>. 


h-  m. 

.■I  N..K- 


holitpii 


siiisoiciip/'iiiiircfois(/o«/vi(7/(iff  Maihèmaiiqites,  1890. 
iliitis  l(<  tome  IV'dcs/.rv-oRsdc  M.  Darltotix)  des  équations 
i  au\  dérivées  piirtit'lli"i  du  second  ordre  du  tvpe  h^pcr- 


...1  ,;.  /.,  ,■  .... 
rial>l.>s  ré.-llrs 
\arii.l.I.-s.   IV. 


dos  foiK-tinus  n't'llcs  et  conliniies  des  dcus  va- 
'  ol  |-  dnns  la  répon  du  plan  011  vont  rester  ces 
nii-lliiulcs  d'approximation  successives  donnent, 
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une  fois  par  toute  parallèle  à  Taxe  des  j:  et  à  Taxe  des  y,  et  que 

roD  se  donne  les  valeurs  de  -s  et  de  -r-  sur  cet  arc  de  courbe,  une 

intégrale  de  Téquatlon  aux  dérivées  partielles  sera  complètement 
définie  par  ces  données  dans  le  rectangle  MM' PP';  elle  y  sera  con- 
tinue ainsi  que  ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

Ayant  repris  récemment  ces  questions  dans  mon  cours,  j'ai  eu 
Toccasion  de  faire  quelques  remarques  très  élémentaires  que  je 
reproduis  ici. 

Il  est  important  de  remarquer  la  nécessité  de  riivpothùse  faite  que 
l'arc  considéré  n'est  rencontré  qu*eAi  un  seul  point  par  une  parallèle 
aux  axes  de  coordonnées.  Considérons,  en  effet,  pour  prendre  un 
exemple  très  simple,  un  arc  MPdonl  les  extrémités  soient  sur  Ox 
de  part  et  d'autre  de  l'origine  et  supposons  que  le  point  S  de  cet 
arc  où  la  tangente  est  parallèle  à  Ox  soit  sur  l'axe  des^^.  Si  l'on 


se  donne  sur  Tare  MSP  une  succession  continue  de  valeurs  pour  :; 

et  -r-»  ou  encore  pour  -^  et  -^  en  se  donnant  en  plus  la  valeur  de  z 
ôr  *  dx        Oy  * 

en  S,  il  n'existera  pas  (*n  général  (Tinté^^rale  de  V équalion , 
rontinue  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
flans  le  segment  MO  PS,  et  répondant  à  ees  données.  On  aura, 
en  effet,  une  iuti'grale  déleruiinée  dans  la  partie  OSP,  une  autre 
intégrale  déterminée  dans  la  partie  OSM;ces  deux  intégrales  ne 
se  raccordent  pas  en  général  le  long  de  OS. 

On  sait  le  rôle  (|uc  jou(*nl  dans  I  élude  de  ré(|uation  les  parallèles 
;iiix  axes  qui  sont  ici  les  caraetéiistiqties.  Considérons  un  seg- 
fiicnl  AB  de  droite*  |)arallèle  à  ().r.  On  ne  peut  pas  sur  ee  seg- 
ment se  donner,  pour  une  intégrale  z^  la  valeur  de  z  et  celle  de 


Oz 


car   les  valeurs  de  --  sur   XH  soni  délerniliH'es,    à   une   eonslanie 
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I  Hcs  valeurs  de  =  ;  c'est  ce  qui  résulte  de  l'équi 


-fl) 


qui  itionlre  que  si 
une  équalion  lirn^jii 


'  [lu   premier  ordre.  Si  donc,  pour  une  inté- 


les  valeurs  de  ~  seront  connues  tout  le  long  de  AB.  Celle  remarque 
peut  élre  utile  pour  décider  dans  certains  cas  du  raccordemeat  de 
deux  intégrales.  Ainsi,  soient  un  segment  BB'de  l'axe  Aks y  uom- 
prenant  l'origine  O,  et  le  segment  OA  de  l'axe  des  x;  si  l'on  se 
<lonne  une  inlégrale  par  ses  valeurs  le  long  de  BB'  et  de  OA,  elle 
sera  d(-terminëe  dans  le  recLaiigle  de  base  BB'  et  de  hauteur  OA. 
On  a,  en  elTet,  deux  intégrales  définies  l'une  dans  le  rectangle 
cnnslruit  sur  OA  et  OB,  l'autre  dans  le  rectangle  construit  sur  OA 
et  OB'  ;  la  remarque  précéderile  montre  que  ces  deiii  intégrales  se 
raccordent  (c'esl-dire  (ml  mômes  dérivées  premières)  le  long  de  O  A, 
et  par  suite  n'en  font  qu'une. 

On  connaît  la  niétiiodc  célèbre  développée  par  Riemann  an 
sujet  de  l'équation  (i),  Oans  l'exposition  de  cette  méthode,  on 
laisse  généralement  de  côlé  la  question  in  verse,  je  veux  dire  qu'après 
avnirohlonu  la  rurmiile  de  Bieniann  on  ne  démontre  pas  que  réci- 
proquenienie//t'</o/(H<'  ta  solution  de  f 'équation  répondant  aux 
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|M)ints,  si  Ton  applique  la  méthode  de  Kieinann  en  prciianl  d^abord 
le  point  A  dans  la  partie  OSP,   et  en   menant  les  parallèles  AG 
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et  AB  aux  axes,  on  aura  pour  cette  partie  OSP  Fintégrale  corres- 
pondant aux  données  initiales  le  long  de  Tare  SP;  mais  si  Ton 
poursuit  par  continuité  cette  intégrale,  en  mettant  A  en  A' 
dans  OSM,  il  faudra  mener  les  parallèles  A'C  et  A'B';  cette  con- 
tinuation ne  coïncidera  nullement  avec  l'intégrale  relative  à  OSxM 
et  répondant  aux  données  initiales  sur  Tare  MS. 


SUR  LA  DÉFORMATION  DES  QUADRIQUES  DE  RÉVOLUTION; 

Par  m.  TZITZh:iCA. 

M.  Guichard  a  trouvé  un  théorème  (|ui  a  été  déujontré  et  com- 
plété dernièrement  par  M.  Darboux.  II  a  énoncé,  en  particulier, 
la  proposition  suivante  : 

Si  l^on  fait  rouler  une  quadrique  (^  de  ré\olution  sur  une 
surface  applicable,  les  foyers  de  Q  dêcri%ent  des  surfaces  à 
courbure  moyenne  constante. 

On  est  naturellement  conduit  à  se  poser  la  (|ueslion  suivante  : 

On  a  une  surface  B  quon  fait  rouler  sur  une  surface  appli- 
cable 6|  ;  dans  quel  cas  un  point  M,  lié  invariablement  à  B, 
décrit'il  dans  ce  mouicment  une  surface  ï  telle  qu'en  rempla- 
çant 0|  par  toute  autre  surface  H\  applicable  siw  H,  la.  nou- 
velle  surface  2'  décrite  par  le  point  M  ait  aux  points  corres- 
pondants la  même  courbure  moyenne  que  ï? 

Le    théorème    de    M.    Guichard     nionlre    que    celle     (|uesliun 


i 
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coin|)orlc  au  inuins  une  solution,  nous  voiiluns  démonirer  que 

c'est  la  seule. 

Nous  adoptons  les  notations  employées  par  M.  DarbouK  dans 
le  Chapitre  intitulé  :  /toiilement  de  deux  sur/acet  l'une  sur 
/'autre,  du  (juntrième  Vuluiuc  de  ses  façons,  el  nous  supposons 
le  |)oinl  M  an  somitu'l  du  trièdre  lié  iiivariablemenl  i  8.  I^es 
layons    principaux   de  courbure    de  S  sont  alors  les  racines  de 


?Ai  + 


OÙ  les  expressions  comprises 
des  déterminants  dont  nous  ; 
ligne.  II  s'ayit  d'exprimer  que 


rc    deux    barres    rcpréseRlenl 
i  écrit  seulement  la  première 


i,:„.i 


est  la  même  fonction  de  ti  et  r,  quelle  que  soit  la  surface  6). 
On  trouve  alors 


(^'S)'^-.(^'s)(^'^)->'*-„(-ï)': 
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el  prendre 

Les  équations  (i)  se  réduisent  alors  à 

qui  intégrée  nous  donne 

a' H- <p*  =  ( a  çp  H- A  )', 

a  et  6  étant  deux  constantes  arbitraires,  ce  qui  prouve  que  Best 
une  quadrique  de  révolution  et  le  point  M  un  de  ses  fojers. 

On  peut  continuer  et  démontrer  complètement  le  théorème  de 
M.  Guicliard.  En  effet,  il  suffira  de  démontrer  que  la  surface  S  est 
à  courbure  moyenne  constante  pour  une  surface  8|  particulière 
pour  qu'en  vertu  de  ce  qui  précède  elle  le  soit  toujours.  Or,  la 
surface  B  étant  de  révolution,  elle  est  applicable  sur  une  droite. 
Nous  prendrons  cette  droite  A  pour  surface  0| .  Le  roulement  de  0 
sur  A  a  encore  un  sens  parfaitement  déterminé,  et  la  surface  Usera 
une  surface  de  révolution  dont  la  méridienne  est  le  lieu  d'un  des 
fojers  de  la  conique  méridienne  de  0  lorsque  cette  conique  roule 
sans  glisser  sur  A.  Comme  on  sait,  S  est  dans  ce  cas  une  surface  à 
courbure  moyenne  constante.  On  voit  en  même  temps  que  dans  le 
cas  où  8  est  un  paraboloïde  de  révolution,  S  est  une  surface  mi- 
ninia,  carie  lieu  du  foyer  d'une  parabole  qui  roule  sur  une  droite 
est  une  chaînetle. 
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Jacques  DEUUVTS,  Cliarp:é  de  Cours  à  TUnivcrsilé  de  Li6jj:e,  Membre  de 
TAcadémio  Uoyale  do  Belgique,  etc.  —  Essai  d'une  théorie  générale 
DES  formes  algébriques.  Uiî  vol.  in-8°,  vi-iSj  pages.  Bruxelles,  Ilayez; 
Paris,  Hermaim,  1891. 

Ce  Mémoire  conlieni  les  résultais  principaux  des  recherches 
que  Fauteur  a  publiées  sur  la  Théorie  des  formes  à  plusieurs  séries 
de  n  variables. 

Les  séries  de  variables  employées  sont  reprcscnlécs  par 

X\  \y       ^Ij,        •••1      ^l/n 


.  •  • 


elles  sont  toutes  de  même  espèce  (et  correspondent  aux  coordon- 
nées de  points  de  l'espace  k  n  —  1  dimensions).  Les  quantités,  qui 
sont  ordinairement  considérées  comme  des  variables  d'espèces 
difl*érentes,  n'ont  pas  été  introduites  spécialement,  à  cause  de 
leur  réduction  aux  variables  {x).  Dans  ces  conditions,  les  fonc- 
tions invariantes  dépendent  seulement  de  (xi),  (xa),  ...  et  des 
coefïicients  d'un  sjslrme  quelconque  de  formes  aigébriqties. 

Quand  on  eirecluc  sur  toutes  les  variables  la  subsliltilion  li- 
néaire S,  de  module 

0  =  (dz  «Il  y.î2  .  .  .  1„n)i 

les  variables  (jCi),  {x'i)^  .  .  .  sont  remplacées  par  rraulrcs  (Xi), 
(X2),  .  . .  ;  les  coefficients  a^  by  ...  des  formes  devicnncnl  des 
fonctions  linéaires  .\,  B,  ...  de  /?,  />,  ....  Si 

p  =  p  (x\ .  .rv>,  ...  a,  6,  . . .  ) 

est  une  fonction  entière  et  homogrne, 

/>(\i,  \  >. A,  H,  . . .  ) 

ost  la  transformée  i\e  p  par  la  siibstilulion  S. 

Le  dévcloppemenl  du  Mémoire  a  |)()iir  hase  l'élude  directe  des 
Iransforiiiées,  qui  est  mise  en  corrélation  avec  la  lh(''orie  dos  fonc- 

ifufi.  des  Sciences  niat/tc'm.,  I'  si'iru',  I.  WIII.   (.hiillit  i>^9|).)  ii 
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lions  tnvat'îaiitcs.  Nolamincnt.  l'analyse  des  Iransforinées  conduit 
à  la  rcdiiction  des  (onclions  invariantes  à  certaines  d  enlre  elles, 
(|iii  sont  a|)[)elécs  covarian/spiimaires. 

Ces  (onutiuns  primordiales  conlienneiit  n  —  i  séries  de  va- 
rialiles  (xi),  (^a),  ...  (arn  —  i)  et  sont  caractérisées  par  les 
('■qiialions  de  polaires 


l^s  propricli-s  des  covariants  primaires,  ainsi  que  leur  loi  ré- 
f;ii!ière  de  formation,  font  l'objet  d'études  dt^taillées.  Potir  le  cas 
tie  /i^ry,,  on  retrouve  les  résultats  que  MM.  Caylej,  Sj'Ivester, 
<>lel)scli  et  Gordan  i>nL  l'Iahlis  comme  fondements  de  la  ihéorie 
des  J'ornies  binaires. 

Les  PjirLiMj.vAiitKS  cuniprcnncnL  d'abord  les  définitions  et 
l'exposé  d'un  sj-stènio  iirjirornie  de  notation  approprié  à  la  géné- 
ralité ilu  sujet.  La  représentation  sjinboliqne  se  trouve  rattachée 
à  lu  détermination  des  transformées. 

CuiriTiiK  I.  —  Relations  enlre  les  fonctions  invariantes  et 
les  syslifint-s  Iranxfnrninhles.  {iri-3i). 

Kti  udinetlant  les  délini lions  ordinaires  des  systèmes  cogrédients 
et  conlrafîrcdieiils,  un  a  les  énoncés  suivants  : 

'  Toiilo  fonction  inviniantc   est  la  somme  des  produits  des 
mes  conlragrédients  et  récï- 
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snbslitulions  S>i,  S/^/  définies  par  : 

T/t=t\fy,  Xf,=  \f,,  i^^à),  ...,  (S/i) 

:r/=  X/-f- XX/,,        Xi=\i,  ('^Oî  '">  (S/i/) 

hj  /ayant  toutes  les  valeurs  distinctes  comprises  dans  la  suile  i, 
2,  . . .,  n.  Les  fonctions  isobariques  et  de  poids  tti,  ttj,  .  .  . ,  tt^ 
pour  les  indices  i,  2,  .. .,  /i,  sont  caractérisées  par  la  propriété 
de  se  reproduire  multipliées  par  £^/«,  après  la  substitution  S^. 

La  substitution  S/,/  conduit  à  introduire  un  opérateur  difTé- 
renticl  (A,  /)  tel  que  la  transformée  de  p  pjir  S>i/  s'écrit 

X  X« 

I  1  •  ^  t 

Les  opérateurs  (h,  l)  ont  diflTérentes  propriétés  utiles  pour  la 
suite. 

Chapitre  IIL  —  Propriété  des  fonctions  invariantes  et  des 
/onctions  semi-invariantes,  (46-74)- 

i"  Les  fonctions  invariantes  sont  caractérisées  par  leurs  pro- 
priétés d'être  isobariques,  de  même  poids  pour  tous  les  indices 
1 ,  2,  • . . ,  /?,  et  d'être  solutions  des  n  —  i  équations  (/  -|-  i ,  /)  =  o. 
—  Propriétés  diverses. 

2  •  Les  fonctions  se  mi-invar  ia  n  tes  sont  délinics  par  les  condi- 
tions d'être  isobariques  et  solutions  des  équations  {i  -{-  i,  i)  =  o. 

Elles  peuvent  être  caractérisées  par  la  propriété  de  se  reproduire 
multipliées  par  des  puissances  de  an,  a^o,  .  ..,  a,;„,  aprôsla  subs- 
titution définie  par  les  formules 

^i  =  3l/tX/-H  3t/,/-+-i  X/^i  -^. . .  -f-  7.1, i  \n  (  /  =  1 ,  7.,  . . . ,  /i  ). 

Les  fonctions  semi-invariantes,  indépendantes  des  variables, 
sont  appelées  semi-invarianls. 

3**  Les  fonctions  semi-invariantes  sont  rcprésenlables  symholi- 
nuennent  par  des  agrégats  de  formes  linéaires  et  de  certains  dé- 
terminants d'ordres  1,2,...,//.  On  obtient,  comme  cas  particu- 
lier, l'expression  symbolicpie  des  fonctions  invariantes.  On  trouve 
de  même  plusieurs  propriétés  des  semi-invariants  (pii  sont  em- 
ployées dans  la  suite. 


L 
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4"  l.a  sauf  ce  d'une  fonction  invariante  est  le  .coeffîcieot  des  plus 
liaiitespiiissanccRde  j:i,,x:^2,  . . .,  r/iq.  Toute  fonction  homogène 
et  isobariqne  est  la  source  d'une  fonction  invariante.  Toute  font> 
lioD  invariante  se  déduit  de  la  transformée  de  sa  source,  dans 
la(|uelle  on  a  remplacé  les  paramètres  a/y  de  la  subslitiilion  S 
par  les  variables  xy,.  Applications. 

5"  Les  covariants  primnires  sont  définis  comme  les  fonctions 
invariantes,  aux  variables  xi,  x^,  ...,  xn  —  i,  qui  ont  pour 
sources  les  semi-invariants.  Quelques  propriétés. 

CH.\piTni:  (V.  —  fii'iliiction  ftfx  /onctions  invariantes,  (^à- 

>>:)■    . 

i"  Toute  l'onction  invariante  est  une  somme  de  covariants  iden- 
tiques, multipliés  par  des  polaires  de  covariants  primaires  relatives 
!u.s  variables. 

y."  Les  covariants  priniuircs  sont  réductibles  à  des  fonctions 
eulit'res  d'un  nombre  limité  d'entre  eux. 

CHtPiTKF.  V.  —  /i'ii/dû  des  corarianis  primaires.  (98-118). 

i"  Kqualions  au\  dérivées  partielles,  caractéristiques. 

a"-3"  Propriétés  des  coefficients  et  des  polaires. 

,{"  Les  covariants  primaires,  qui  servent  à  exprimer  une  fonclion 
invariante  -j,  sont  des  quotients  de  polaires  de  f  par  des  puis- 
sances di'  f±.ri,,  j-2a xn„). 

Une    fouelion    invariante    n'est  développable   que  d'une  seule 
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La  seconde  partie  comprend  la  démonslralion  de  ce  théorème  : 
Les  covarianls  primaires,  de  degré  /  par  rapport  à  y,  sont  des 
sommes  de  covarianls  dérivés  de  /  et  de  covariants  primaires  cp, 
de  degré  i  —  i  par  rapport  à  /. 

On  déduit  de  là  un  procédé  général  pour  former  toutes  les 
fonctions  invariantes. 

Chapitre  VII.  —  Détermination  du  nombre  des  covariants 
primaires  linéairement  indépendants,  de  degrés  donnés.  (i3i- 

•47). 

I®  Réduction  au  cas  de  formes  k  n  —  i  séries  de  variables. 
2"  Nombre  des   covariants  primaires,    exprimé  au   moyen    de 
nombres  de  partitions. 

Chapitre  VIII.  —  Particularités  essentielles  des  formes, 
(i48.i56). 

Des  formes  y,  y,  ...  ont  une  particularité  essentielle  s'il 
existe  entre  leurs  coeflicienls  des  relations  algébriques  enlièrcs 
g-=Oy  ...,    indépendantes  de  la    substitution  S   des   variables. 

Toute  particularité  essentielle  est  caractérisée  par  ridentifica- 
lion  à  zéro  de  certains  covariants  primaires. 

Une  fonction  algébrique  entière  est  une  fonction  invariante 
de  la  particularité,  si  elle  ne  diffère  de  sa  transformée  que  par 
une  puissance  du  module  o  de  la  substitution  S. 

Dans  ces  conditions,  la  propriété  d'iuv;iriance  pourrait  résulter 
des  équations  ^  =  o,  ....  L'auteur  établit  que  les  particularités 
essentielles  ne  donnent  lieu  à  aucune  fonction  invariante  spéciale; 
le  môme  résultat  est  indiqué  pour  les  covariants  primaires. 


Ê.  PICARD,  Membre  de  rinslitut,  Profess^cur  à  la  Facullé  des  Sciences.  — 
Traité  d'Analyse,  T.  III.  —  Des  singnlarilcs  des  équalions  dilférenlielles. 
Étude  du  cas  où  la  variable  est  réelle.  Des  courbes  délinies  par  des  étiua- 
tions  linéaires;  analogies  enire  les  é({ualions  algél)riques  el  les  équations 
linéaires,  i  vol.  gr.  in-B"  de  j()8  pages.  Paris,  Gaulluer-Viilars;  189G. 

Les  deux  premiers  Tomes  du  Traité  de  M.  Picard  ont  mis  le 
lecteur  en  possession  des  insirunienls  anal\  tiques  (proxigc  Téludc 
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ap|iroroii(lie  «les  équations  dinTércnlielles.  Les  notions  et  pro- 
]»rû'aés  Ton  [la  m  en  la]  es  des  intégrales  simples  et  multiples  (dans  le 
domaine  réel  et  complexe),  des  fonctions  analytiques,  etc.,  ont  reçu 
l'ample  dévelop|iementqn'cllos  comportent.  Les  théorèmes  d'exis- 
tence des  inicgrales  d'un  système  difTérenliel  ont  ^té  établis  (tant 
pour  les  valeurs  réelles  que  pour  les  valeurs  imaginaires  des 
varialiles)  parlrnis  nu'tliodes  dilTérentes  qui  oITreut  chacune  leurs 
avantages  propres.  Montrer  le  jiarti  qu'on  peut  tirer  de  ces  notions, 
une  fois  acquises,  pour  lu  discnssiuu  des  intégrales  d'une  équa- 
tion difTOreiiiiclle,  tel  est  l'objet  principal  du  troisième  Volume  du 
Trailé. 

«.  J'ai  cil  pour  Iml,  <lit  l'Aulenr  dans  sa  Préface,  d'exposer 
q^Lolqll<'^-Uiles  des  questions  ipii  intéressent  particulièrement  au- 
jourd'hui les  anaivsics,  cl  dont  l'étude  peut  èlre  utilement  pour- 
suivie. "  (l'fsl  évidemment,  en  de  telles  matières,  le  but  le  plus 
utile  d'un  Onvrn|;c  diilaetique;  c'est  aussi  le  plus  difRcile  à 
alleindre.  Mais  M.  l'icard  est  passé  maître  dans  l'art  de  donner 
une  forme  aciievéc  aux  clioses  qui  n'en  semblent  point  comporter 
encore,  cl  cela  sans  ralentir  ni  dissimuler  la  suite  naturelle  des 
idées  CI  la  marclie  de  ^in^elltlon.  Nulle  part  cette  faculté  ne  s'est 
mi.'u\  aflirniée  que  dans  le  Volume  que  nous  analysons. 

L' Auteur  revient  d'aliord  sur  l'cxisiencc  des  intégrales  d'un 
svslènie  (lilférentiirl  qui  correspondent  à  des  conditions  initiales 
doiim'is.  Les  dénioiistralions  du  Tome  II  ne  conviennent  qu'à  des 
coiidilions  initiales  n-initièfi-'i  :  qu'arrivet-il  quand  les  conditions 
initiales  sont   sini'iilirrvs  1*  Le  cas  à  la  fois  le  plus  général  et  le 
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et  de  compléler  la  discussion  de  Briol  et  Bouquet.  Vient  enfin 
(Chapitre  III)  une  élégante  théorie  des  intégrales  singulières 
que  TAuteur  avait  déjà  indiquée  dans  son  cours  lithographie 
(1886-1887)  cl  qu'il  étend,  d'après  M.  Goursal,  à  un  système 
différentiel  quelconque. 

La  nature  des  intégrales  étant  ainsi  élucidée  dans  le  voisinage 
des  valeurs  initiales  (régulières  ou  non),  comment  poursuivre  leur 
étude  dans  un  domaine  quelconque?  Ce  problème,  qui  (joint  au 
problème  analogue  concernant  les  équations  aux  dérivées  par- 
tielles) embrasse  à  pou  près  tontes  les  Mathématiques,  peut  être 
traité  à  deux  points  de  vue  :  au  point  de  vue  analytique  (où  Ton 
donne  à  la  variable  des  valeurs  complexes)  et  au  point  de  vue  réel, 
A  ces  deux  points  de  vue  correspondent  deux  Sections  considé- 
rables de  l'Ouvrage. 

Le  brillant  essor  de  la  théorie  des  fonctions  imaginaires  a  fait 
bmgtemps  négliger  les  |)roblèmcs  où  tous  les  éléments  considérés 
sont  réels.  Il  y  avait  là  un  danger  vcrilahlc  :  en  s'écartant  de  plus 
en  plus  des  applications  naturelles  immédiates,  les  Mathématiques 
risquaient  de  se  réduire  à  une  Science  de  curiosité.  C'est  seule- 
ment dans  ces  dernières  années  (|ue  l'étude  du  domaine  réel  a  été 
reprise,  grâce  surtout  à  rinduence  des  travaux  de  M.  [*oincaré  et 
lie  M.  Picard.  Kn  rassemblant,  sous  une  forme  sv>lémah(|nc,  les 
résultats  les  plus  généraux  (|u'on  ait  obtenus  jns(|u'iei  dans  celle 
voie,  le  Traité  de  M.  Picartl  donnera  à  ce  mode  de  rrclicrclies  nue 
nouvelle  impulsion  :  on  ne  saurait  trop  s'en  rr^iiciler. 

Trois  Chapitres  (Chapitres  V,  \  I  et  \'[l  )  sont  d'abord  consacrés 
aux  travaux  bien  connus  de  l'Anlenr  sur  les  équalions  rérllcs  du 
second  ordre  dont  rin[é';rale  est  driinie  par  ses  valrnrs  pour  deux 
valeurs    numériques    de    la    variable.     De    telles    (-ondilions    aux 

limites      tout  à  fait  dislinclrs  de  celles  où   l'on   se   donne,    pour 

j:  = -To,   les  valeurs  de-i  )'  et  des     ,-       s<'   renconlrent   dans   une 

foule  de  problèmes  naturels  :  rexein()le  le  plus  siniple  esl  celui 
des  grodésiques  d'une  surface  p;issaiil  par  deux  points  donnés. 
1/ Auteur  indique  d'abord  des  lesirictlons  (tiès  lari;es,  d'ailleurs) 
nin\ennant  lesquelles  de  telles  conditions  aux  limites  délinissent 
une  intégrale  et  iine  scnbî  :  cette  inl<';^rale  pcMJt  être  alors  ealeulée 
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par  la  mciliode  d'appioximalions  successives  de  M.  Picard.  La 
discussion  de  cotte  intégrale  entraîne,  pour  une  classe  étendue 
d'équations  du  second  ordre,  l'exîstenco  de  solutions  périodiques. 
Mais  c'est  surtout  aux  équations  de  la  forme 

(E)  g+A,x)^  =  ,, 

que  s'altHciie  l'Auteur  et  dont  il  efTecluc  une  élude  complile.  Un 
dns  rt'sullats  les  plus  importants  qu'il  obtient  concerne  les  équa- 
tions (E)  où  A(^)  dépend  linéairement  d'un  paramètre  k:  il 
existe  alors  une  infinité  disconliiuie  de  valeurs  de  k  pour  les- 
quelles l'équation  (F,)  admet  une  intégrale  _>'(^),  difTérenle  de 
y^o,  et  qui  s'annule  pour  x  ^=  a  elx^b.  Cette  particularilé 
bien  remarquable,  établie  dans  le  Chapitre  \'l  fin  toute  rigueur, 
se  représente  sous  une  forme  plus  compliquée  dans  la  théorie  de 
t:erlatn<!s  équations  aux  dérivées  parlieDes  qu'introduit  la  Phy- 
sique nialhématique,  notamment  dans  la  théorie  des  sons  propres 
à  un  espace  donné.  L'élégance  et  la  netteté  des  méthodes  font 
d'ailleur:^,  de  cette  partie  de  l'Ouvrage,  une  des  plus  atlraj^antes, 
et  les  idées  qu'elle  renferme  prêtent  à  maint  développement 
fécond. 

Les  trois  Chapitres  suivants  (Chapitres  Vlll,  I\,  X)  li-aiteot 
de  Id  théorie  des  iiitéi^mles  réelles,  d'après  M.  Poincaré.  L'exis- 
tence et  les  propriétés  des  solutions  périodiques,  des  solutions 
asj'miitoliqnes,  l'élude  des  courbes  réelles  définies  par  un  sjstème 
dilTércnlicI  :  voilà  les  principaux  objets  de  cette  théorie.  Les  tra- 
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Chapitre  consacré  aux  solutions  périodiques  el  aux  solutions 
asymploliques  est  d^me  remarquable  simplicité.  L^application  au 
problème  des  trois  corps  s'y  trouve  indiquée  dans  ses  grandes 
lignes.  Les  solutions  périodiques  de  Tespcce  de  celles  qui  se  pré- 
sentent dans  le  voisinage  d'une  position  d'équilibre  d'un  système 
matériel  y  font  l'objet  d'une  discussion  aussi  élégante  que  précise. 
Les  points  singuliers  des  équations  difl'érenlielles  du  premier 
ordre  el  du  premier  degré 


y  = 


Q(^,r) 


(cols,  nœuds,  foyers,  centres)  sont  étudiés  en  détail  (Chapitre  IX), 
dans  le  cas  le  plus  général  :  j'entends  dans  le  cas  où  les  deux 
courbes  P  =  o,  Q  =  o  n'ont  au  point  considéré  qu'un  point  com- 
mun. L'auteur  complète  notamment  les  résultats  de  M.  Poincaré 
relatifs  aux  cols,  en  montrant  que  par  un  col  ne  passent  que  deux 
courbes  intégrales  réelles.  Pour  ce  qui  est  des  équations  du  pre- 
mier ordre  de  degré  supérieur,  l'Auteur,  après  quelques  indica- 
tions générales,  examine  à  fond,  par  une  méthode  qui  lui  appar- 
tient, les  équations  du  second  degré 

dans  le  voisinage  d'un  point  commun  simple  aux  courbes  A.t=z  o, 
B  =  o,  C  =  o  Cette  discussion  trouve  une  application  naturelle 
dans  Tétude  des  lignes  de  courbure  d'une  surface  au  voisinage 
d'un  ombilic. 

En  ce  qui  concerne  la  forme  des  courbes  réelles  que  définit 
un  système  diUerentiel,  M.  Picard  se  limite  exrlusivenient  (Cha- 
pitre X)  aux  équations  du  premier  ordre  et  du  premier  degré. 
C'est  là  un  cas  très  élénienlaire,  sans  doule,  mais  (|ui  permet 
d'introduire  simplenient  les  notions  fondamciilales  de  cvcli*, 
iV indice  de  cycle,  de  cycle  limite,  etc.,  et  (|ui  mot  nellenient  en 
évidence  le  sens  et  la  portée  de  ces  notions.  Si  vvi  exposé  est  loin 
d'embrasser  tous  les  résultais  déjà  acquis  à  la  Science  eu  e(*s  ma- 
tières, sa  lecture  |)ermcltra,  du  moins,  d'aboiMler  sans  ellorl  l'étude 
des  Mémoires  originaux  de  M.  Poincaré. 

Signalons  enfin  les  (juehpu's  pages  du  (Chapitre  \  (p.  !>.  "îS-*.' ^S) 
i|iji  traitent  de   Li   représentation  des  inl('^rales,  a  laide  d'un  para- 
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mèlre,  dmis  loiil  leur  domaine  réel,   et  la  belle  n|>|)l!cation    fuite 

par  l'uiitetir  au  moiivemcnl  le  |>liis  {(énéral  du  corps  solide. 

La  tliéorie  analytique  des  éqnaltons  dinVrenlielles  occupe  à 
peu  près  la  inoilié  de  TOuvrage.  Un  Clia|)ilre  est  consacré  aux 
équations  ilc  lîrîol  et  Bouquet  [('qnalions  ¥"(,}',  y)  =  »  dont  l'in- 
légrale  est  uniforme],  à  une  (jénéralisalion  de  ces  équations  indi- 
quée par  M.  Picard  t'quation  F  (  K^' y)  —  o  dont  l'inléj^rale  est 
uniforme  ,  enfin  au\  l'-qiiations  du  premier  ordre  ù  points  cri- 
tiques lises,  d'aprcs  MM.  Fiichs  ei  l'oincaré.  Mais  c'est  lu  théorie 
des  équations  diliVrcntielics  lint^ain's  <{iii  occupe  toute  la  fin  de 
l'Ouvrage.  Il  est  inulile  d'insister  sur  l'importance  de  celte  théo- 


rie, sur  les  prolilèi 

Un  suhstantic!  r 
d'hiii  classiques,  re. 
inlcgrulcs  rog,,!!,',-, 
lion  linéaire),  est  ? 


qu 


•Ile  soulève,  sur  les  découvertes  qu'elle 


»sé  des  propositions  fondamentales,  anjotir- 
ves  à  ces  équations  (théorèmes  de  M.  Fuchs, 
intégrales  irréyidii'i-es,  groupe  d'une  équa- 
i  d'une  .ipplicalion  aux  fonctions  hypei^éo- 
'ine  de  Ulemanri  (Chapilre  XII).  En  éludiunt 


l'inversion  du  quoiicnt  de  diîtix  inlé^ralfs  de  l'équation  difréren- 
lielle  hvjier^éométri<jue,  rAntcur  se  Uouve  con<luit  naturellement 
(ChapiÙc  XII)  au\  fonction,  uniformes  de  M.  Sehvvarz,  classe  re- 
marquable des  fondions  appelées  /(frAi/cHrtCï  ]>ar  M.  Poineai-é. 
Les  fonrlions  de  M.  Scinvar/,  comprennent  comme  type  le  plus 
remarquable  la  fonclion  ntodulaire  déjà  éludiée  dans  un  Tome 
i>réci.Mi;fil.  mais  dont  leg  uroitiiétés  se  li'ouvciit  ainsi  cuinplét^e- 
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séries  divergenles,  maïs  divergentes  à  la  façon  de  la  série  de  Slir- 
ling,  et  qui  représentent  asymptotiquemenl  la  fonction  étudiée. 
Le  Chapitre  XIV  résume  les  principaux  résultats  obtenus  par 
MM.  Poincaré,  Tliomé,  Liapounoffsur  les  intégrales  irrégulières 
ù  l'infini,  et  sur  leur  représentation  asj'mplolique  déduite  de  la 
méthode  de  I^aplace. 

Un  autre  Chapitre  est  consacré  à  une  revision  rapide  des  équa- 
tions linéaires  intégrables  :  é(|uations  /i  coefficients  constants, 
équations  à  coefficients  rationnels  et  à  intégrale  générale  uniforme  ; 
éc|ualions  à  coefficients  algébriques  et  à  intégrale  uniforme  pour 
tout  point  d\me  surface  de  Riemann.  Quand  le  genre  p  de  cette 
surface  est  égal  à  1,  ces  équations  coïncident  avec  la  classe  des 
équations  à  coefilcienls  doublement  périodiques  et  à  intégrale 
uniforme,  dites  équations  de  J/.  Picard,  C'est  dans  cette  classe 
que  rentre,  ainsi  qu^il  est  bien  connu,  Téqualion  de  Lamé. 

Ces  ty|>es  une  fois  étudiés,  l'auteur  aborde,  dans  sa  pleine  gé- 
néralité, le  problème  de  la  réduction  des  écpiations  diflfcrenti elles 
linéaires. 

La  profonde  analogie  qui  existe,  au  point  de  vue  de  Tirréduc- 
libilité,  entre  les  é(|uations  algébriques  et  les  équations  linéaires, 
a  été  depuis  longtemps  mise  en  évidence  par  ftL  Picard,  et  c'est 
celle  analogie  (pii  a  servi  de  point  de  dépail  aux  brillantes  re- 
cherches de  M.  Vcssiot  sur  Tintégiabilité  des  écpialions  linéaires. 
La  puissance  de  la  doctrine  créée  par  le  g<''iiie  de  diilois  n'est  pas 
limitée,  en  ed'et,  aux  seubîs  questions  àAlacbic  aritlifnctifjuc ; 
elle  domine  tous  les  problèmes  du  continu  transcendant  où  ap- 
paraît ridée  de  groupe.  (]'cst  aux  é(juutions  lin<''aires  (à  une  va- 
riable) que  cette  doctrine  a  eh*  étendue  tout  d'aboi  d;  mais  celte 
première  extension,  par  ce  fait  qu'elle  mettait  eu  évidence  la  portée 
abstraite  des  principes  de  (jalois,  devait  en  entraîner  d'autres.  C'est 
ainsi  (|ue  la  théorie  d(.'  la  réductibililé  des  <''(|ualions  liucaires  aux 
Héri^^écs  partielles  du  premier  ordre  (homogcncs  ou  non)  a  été 
fondée  récemment  par  M.  Driich  et  j)ar  .M.  Vcssiot. 

Dans  son  exposition,  M.  Picard  cousacie  dt!ux  Cliaj)itrcs  |)aral- 
Irles  à  la  théorie  algébrique  de  (îalois,  et  à  la  tlK'orie  de  la  réduc- 
tibilité  des  équations  dilIVrcnliciles  linéaires.  (]cs  deux  (Chapitres 
font  ressortir,  avec  une  raie  netteté,  la  parfaite  svmclrie  des  deux 
théories,  et  laissent  pr<'v()ir  lc>  i;«'nci*iiiisali()ns  po^sibb's.    Les   no- 
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liuD.s  de  groupe  d'une  t^cjuation  algébrique  et  de  groupe  de  Irans- 
fonnalioris  d'une  é(]iiation  linéaire  sonl  introduites  d^une  manière 
idenliquc.  A[>rès  une  brève  digression  rut  la  notion  de  réductibi- 
lilé  d'une  équalion  dilTêrenlinlIe,  telle  que  la  dérinisseot  M.  Fro- 
hciiiu!)  et  M.  Kœnigsherger,  l'Auteur  donne  de  la  réductibiliU  el 
l'irn'-duclihilité  d'une  équation  linéaire  une  déliiiition  précise,  oii 
le  groupe  de  IransTormalions  joue  le  même  rôle  que  le  groupe  de 
Gulois  pour  le<i  l'qiintions  algébriques. 

Comme  a|)plicution,  l'Auteur  cLudie  notamment  les  équations 
du  Iroisiéiuo  ordre  dont  trois  intégrales  sont  liées  par  une  re- 
lation algél>ri<|ue  liumogrne,  el  retrouve,  d'une  façon  particulit-rc- 
nienl  l'Iég.inic,  les  iuipurtanls  n'-siillals  de  M.  Fuclis.  Enfin  la 
discussion  du  la  rédiirtibilité  du  groupe  de  iraiisforniations  con- 
duit aux  conditions  nécessaires  et  suflisantes  pour  qu'une  équa- 
tion linéaire  suit  intégrable  par  quadratures.  C'est  sur  ce  beau 
résultat.  i\ù  à  .M,  N'osiol.  que  se  Terme  l'Ouvrage. 

Par  rétutic  de  ec  Livre,  le  lectfur  se  trouve  conduit,  sur  bien 
des  points  divers,  au\  contins  mi^mes  de  la  Science  analytique,  et 
ccIh  sans  avoir  consi-iciice  de  l'cU'ort  accompli,  tant  les  cbemins 
suivis  lui  semblent  aisés  el  naturels,  l'ossédanl  en  même  temps 
toutes  les  ressources  indispensables,  il  ne  lui  reste  plus  qu'à 
s'elVorccr  d'aller  plus  loin  dans  la  direction  qui  le  tente  le  plus. 
Le  Traite  de  M.  Picard  a  déjà  provoqué  bien  des  recherches 
nouvelles,  (.^-ttc  iniluenco  no  fera  que  grandir. 

l'-VlL    l'*I>LEVÉ. 
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vrage,  les  qualités  par  lesquelles  il  se  distinguait  des  Ouvrages  de 
même  nature  qui,  chaque  jour,  sont  publiés  dans  les  différents 
pays.  Ces  qualités  subsistent  dans  la  traduction  qui,  à  bien  des 
égards,  peut  être  considérée  comme  une  nouvelle  édition  dans  la- 
quelle bien  des  points  de  détail  ont  été  améliorés,  bien  des  indica- 
tions utiles  et  précieuses  ont  été  fournies  au  lecteur.  L'exposition 
n'est  pas  toujours  complète;  il  ne  s'agit  pas  ici  d'un  traité  com- 
plet, mais  plutôt  d'une  introduction  à  l'élude  des  Mémoires  et  des 
Ouvrages  approfondis,  mais  chacun  pourra  tirer  profit  de  l'élude  et 
de  la  lecture  des  différents  Chapitres.  Nous  signalerons  en  par- 
ticulier les  suppléments  consacrés  respectivement  à  la  Logique 
mathématique,  aux  définitions  de  l'Arithmétique,  à  la  formule  de 
Ta^lor,  à  la  définition  de  l'intégrale  et  aux  nombres  complexes. 
De  nombreuses  indications  historiques  et  bibliographiques  sont 
aussi  fournies  sur  tous  les  points  essentiels. 


R.-O.  BESTHORN  et  J.-L.  HiilBERG.  —  Codex  Leidensis  399,1.  Elclidis 

ElEIIENTA    ex    INTERPRETATIONE    Al-H\DSCHSCnAS<:ilII     clm    commentariis 

Al-Narizii.  Partis  I  Fasciculus  II.  Copciihajîue,  F.  Hegel  cl  fils,  1897. 
Maximilun  CUUTZE.  —   Elclidis  Opéra  omxia.  Sipplementum.  Anaritii 

IN    DECEM    PRIORES    LlBIlOS    ElEMENTORIM     El.CLIDIS   CoMMENTARII,    OX    inlcr- 

prctationo  Ghcrardi  CremontMisis  in  codieo  Cracoviensi  ôOq  scrvata.  In- 16. 
xxx-390  p.  I^'ipzi*;.  Teuhiior,  1^99. 

Dans  le  numéro  de  décembre  i8()3  de  ce  Hutletin^  j'ai  signalé 
riiilérél  qui  s'allache  à  la  publication,  enlroprise  par  MM.  Bcs- 
lliorn  et  Ileiberg,  du  lexle  arabe  (avec  tratluclioii  latine)  de  ce 
manuscrit  de  Leydc  sur  lequel  j'avais  ici  même,  en  mai  1887  (*), 
appelé  raltenlion,  et  (|ni  renfonne,  avec  la  plus  ancienne  version 
arabe  d'Fnclide  (celle  d'el  Hajjaj-bcn-Yusnf-Malar),  un  commen- 
taire  d'Aboul-Abbas-el-Fadl-ben-llàtiin-an-Niri/l  (-),  en   grande 


(')  Voir  aussi  ma  Géométrie  grecque,  p.  i<'»j-i-s.  F»aiis,  (laulliicr-Villars, 
i><«7. 

(-)  Je  transcris  Aï/i -3/,  et  rir»n  \arizi  (  lo  riiainisrril  ne  portant  d'ailleurs  aucun 
••i;;no  (le  voyelle),  parce  (|iio  ce  nom  désigne  notre  commentateur  comme  origi- 
nairtt  de  la  \ille  de  .Siriz  en  INrse  ((hin>i  la  partie  oeeidcnlalc  du  Kerman).  Il 
\ivait  à  la  lin  du  i\"  siècle  de  n<itie  «m»-. 
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parlie  ptiisé  à  îles  sniirces  grecques.  Celle  publication  suit  son 
cours,  mallieiircusetnent  un  peu  tenl.  Le  deuxième  fascicule 
(p.  89-191)  >ermine  ie  premier  Livre  des  Éléments.  Le  manuscrit 
s'arrête  après  le  sixième  Livri;. 

Entre  temps,  l'infatigable  Maximilian  Ciirtse  a  eu  la  bonne  for- 
tune de  découvrir  à  Varsovie  un  manuscrit  latin  contenant  la  vci^ 
ston,  laite  au  xii"  siècle  par  G<Tard  de  Crémone,  du  commentaire 
du  Niriïi  (Anaiitius),  et  il  vient  de  procurer  l'impression  de  ce 
texte  dans  un  volume  de  la  Blbliotheca  Teiibneriana,  formant 
supplément  À  l'édiiion  complète  d'Eoclide  (Heiberg  et  Menge). 

Les  niatbématicjens  ipij  s'intéressent  ù  l'histoire  de  leur  Science 
ne  sauraient  témoigner  trop  de  reconnaissance  pour  une  publica- 
tion de  ce  genre,  qui  met  à  leur  disposition  un  document  tout 
nouveau ,  considérable  et  digne  d'études  approfondies. 

Je  n'ai,  pour  aujourd'hui,  l'intention  que  de  signaler  quelques 
poiuls.   Le  cninmenlai're  traduit  par  Gérard  de  Crémone  s'étend 


aux  dix  preniiers  Livres  d'Ëucbde: 


!st-à-dire   qu'il  comprend, 


de  jilus  que  le  texte  arabe  de  Leyde,  les  trois  Livres  arithmétiques 
et  celui  qui  est  consacré  aux  irrationnelles.  La  traduction,  faîte  dans 
un  latin  très  iniclligibic,  parait  bien  fidèle  et  semble  avoir  pour 
base  xtn  texte  prélérable  à  celui  de  Lejde.  Si  elle  ne  comprend 
pas  la  version  d'Ruclide  par  El-Hajjàj,  ce  qui  maintient  l'Intérêt 
de  la  publication  de  M.M.  Bcsthorn  cl  Heiberg,  elle  est  particu- 
lièrement précieuse  en  ce  qu'elle  comble  la  lacune  du  manuscrit 
de  Leyde,  où  manquent  plusieurs  feuillets  qui  contenaienl  la  plus 
grande   parlie   du   commentaire   sur  les   définitions,   postulats  et 
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pas  un  commentaire  de  Héron  séparé  du  texte  d'Ëuclide,  mais 
bien  une  édition  d'iiuclide  augmentée  de  scholies  et  d'additions 
portant  le  nom  de  Héron.  C'est  à  cette  seconde  source  que  le 
Nirizi  puise  pour  son  commentaire  des  propositions.  Après  le 
huitième  Livre,  il  ne  cite  plus  Héron,  mais  paraît  continuer  à  uti- 
liser la  même  édition  grecque  jusqu'à  la  seconde  Partie  du  Livre  X, 
oii  le  commentaire  prend  un  caractère  nettement  arabe. 

L'introduction  de  Simplicius  cite  un  certain  nombre  d'auteurs 
dont  les  noms,  défigurés  par  les  Arabes,  l'ont  été  encore  plus  par 
Gérard  de  Crémone.  C'est  ainsi  (pi 'on  voit  apparaître  (dans  la 
partie  qui  manque  au  manuscrit  de  Lejde)  un  Ilerundes  ou  Ilero- 
mides,  un  Aposedanius,  plus  loin  un  Agonis,  un  Abthiniatus, 
à  côté  d'Archimède  (Asamifhes,  Aximitkes)^  Apollonius,  Dio- 
dore,  Ptolémée  et  Pa|>pus. 

Le  premier  de  ces  noms  douteux  rappelle  assez  singulièrement 
celui  de  Héron,  que  Gérard  de  Crémone  transcrit  sous  la  forme 
Yrinus  (c'est  lui  (pii  a  ajouté  la  terminaison).  Des  définitions  du 
.  point  et  de  la  ligne  qui  sont  attribuées  à  ce  Ilerundes  {Ilero- 
mides),  la  seconde  figure  dans  les  Dejîniliones  que  l'on  a  sous  le 
nom  de  Héron,  la  première  pourrait  être  tirée  du  même  opuscule 
(mais  avec  quelque  ])eine). 

Toutes  deux  peuvent  d'ailleurs  être  relativement  anciennes 
(c'est-à-dire  antérieures  à  Héron,  supposé  vivre  vers  100  ap.  J.-C). 
En  résumé,  la  question  est  très  obscure,  et  la  conjecture  Heronas, 
proposée  sous  toutes  réseives  par  M.  Curtze,  ne  me  semble  pas 
plus  plausible  qu'une  autre.  Je  préférerais  adnu'tlre  cprij  peut 
s'agir  d'unniathématicien  grec  inconnu  jusqu'à  présent  et  à  dé- 
nommer Ilérondas^  forme  authentique  et  de  bonne  époque.  La 
même  ressource  n'existe  pas  pour  mieux  désij;ner  Ahliiinidtus, 
qui  se  serait  occupé  de  la  démonstration  d(»s  (pialrièine  et  cin- 
quième postulata  d'Euclide;  je  crois  impossi[)le  de  restituer  avec 
quelque  sûreté  ce  nom,  dont  la  terminaison  paraît  latine,  mais 
non  le  radical. 

Dans  Aposedanius  y  auquel  est  attribuée  une  définition  du  point 
qui  se  retrouve  dans  celh\s  dites  de  Ib'roii,  ou  ne  doit  pas,  à  mon 
avis,  hésiter  à  reconnaître  Posidonius,  le  («'Irbrc  |»hilos()j)he  sloi- 
<:ien  {cf.  Diog.  LaÏTce,  \  II,  i3j). 

Par  contre,  je   crois   (pie    lleibcrg  et    Cni*l/.e   s<'  sont  Irop  liâtes 


,-i  IMIKMIKHIv  l'AHTIE. 

(l'i'lrriiiifiiir  Affnnh  avec  (jcminus,  qui,  comme  on  sail,  esl  une 
<!•:!)  Miun;<!!i  priticipnles  (Jii  commcnuire  de  Proclus  sur  Euclide, 
(^  j'ui  r;ii  lorl  moi -intime,  en  i8<j3,  d'ailmctire  celle  identiGcalJon. 
Tniil  d'aliord,   il   ne  nie  <it:inl>lc  plus  aussi  clair  aujourd'liiri  que 


Si„,|>lic 
rninr  (|ii(:l(|iii 
iiititrvieiit  po 


'■.^)lc( 


lilé   Proclus, 'quoiiu'il  ait  pu 


(inipriinls.  En  second  lien,  IM^'an»  de  Sîmplicius 
'  i»  dêlinilioi)  de  l'angle  et  pour  la  déniODSlralion 
(!  pnstnhtum,  siijcls  sur  lesquels  Proclus  suit  prëcisé- 
d'uuLn-s  sources  que  Geminus.  Enlîo  Simplicius  le  qnaliGe 
i\f  pliiliisapktis,  de  socius  ou  magisier  noster,  ce  qui  indique  ira 
d(t  mi:h  conieniponiinH.  Que  ce  conLemporain  ait  emprunté  à  Pro- 
cUix  des  phrases  ou  des  idées  pouvant  venir  de  Geminus,  il  ne 
pout  V  avoir  11  cela  rien  d'élonnanl. 

Kii  l'ail,  pour  le  |iostiilatum  dos  parallèles,  Aganis  a  repris  une 
iilée  de  l'osidoniuH,  mais  il  a  essaj'é  de  la  mettre  en  forme,  d'en 
déituirc  un<'  dénionstraiion  régulière,  et  celte  démonstration  peut 
uiieuK  filtre    illusion  que  relie  de    Plolémée,   à  laquelle  s'arréle 


l'ruelui 


.le  proposerais  do  rcsliliier  le  nom  Agaptus  { '  ),  qui  est  celui 
d'un  pliilosoplu',  diseiple  de  Miirinus,  le  successeur  de  Proclus 
^Suidas>,  et  par  conséquent  d'un  contemporain  de  Simplicius,  un 
peu  plus  il^o  que  lui.  Dumareius  fait  au  reste  un  grand  élof;e  de 
t'et  Vgupius  dans  toutes  l<<s  Itrancltes  du  savoir;  il  l'appelle  un 
lioninie  ..  eiirré  »  cDinmo  seienee  \t*/iotiiis.  cod.  ^in). 

PAt;L   TAÏfSEIT. 
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au  dernier.  A  cette  occ<isîon,  M.  Klein  s^est  posé  cette  question  : 
«  Ne  serait-il  pas  possible  de  créer  ce  que  Ton  pourrait  nommer 
nn  système  abrégé  de  Mathématiques,  adapté  aux  Sciences  ap- 
pliquées, sans  que  Ton  ait  à  parcourir  tout  le  domaine  des  Mathé- 
matiques abstraites  »,  c^est-à-dire,  en  quelque  sorle,  une  Mathé- 
matique simplifiée,  où  les  équations  ne  seraient  vraies,  comme, 
sans  doute,  les  mesures  et  les  lois  expérimentales,  que  dans 
certaines  limites  d'approximation? 

La  Nomographie,  qui  doit  son  nom,  et,  pour  une  bonne  part, 
son  existence  à  M.  Maurice  d'Ocagne,  répond  dans  quelque  me- 
sure à  la  question  vague,  ingénieusement  posée  par  l'illustre  géo- 
mètre. Elle  utilise  pour  cela  cette  imperfection  de  nos  sens,  qui  a 
joué  un  rôle  si  heureux  dans  la  constitution  de  notre  connaissance 
de  la  réalité.  Grâce  à  cette  imperfection,  ce  qui  est  négligeable 
s'est  trouvé  tout  d'abord  et  tout  naturellement  négligé;  il  a  été 
possible  de  démêler  quelque  chose  dans  la  complication  du  monde 
extérieur;  parfois  même  les  lois  physiques  ont  paru  revêtir  une 
simplicité  qui  s'accorde  admirablement  avec  la  faiblesse  de  notre 
intelligence.  Des  instruments,  d'abord  grossiers,  de  moins  en 
moins  imparfaits,  ont  permis  d'aller  un  peu  plus  loin,  de  déter- 
miner progressivement  quelques  chiffres  de  plus  dans  les  nombres 
qui  caractérisent  les  phénomènes.  Mais  quelle  Science  serait  pos- 
sible s'il  fallait  s'inquiéter  de  l'infinité  des  chiffres  nécessaires 
pour  spécifier  chacun  de  ces  nombres?  Les  ordres  de  grandeur 
auxquels  il  faut  s'arrêter  ont  été  fixés  naturellement  par  Timpcr- 
fection  de  nos  sens  et  des  instruments  dont  nous  les  aidons. 
Qu'importe  si  quelques  physiciens  ont  été  dupés  par  leurs  propres 
recherches  et  ont  cru  à  l'exactitude  absolue  des  lois  qu'ils  décou- 
vraient? Cette  illusion  même  les  a  soutenus  et  soutient  encore 
quelques  inventeurs  ingénieux,  et  leur  illusion  est  à  i)eine  une  illu- 
sion, puisque  les  erreurs  qu'ils  commettent  ne  se  constatent  pas. 
Pour  en  revenir  à  la  classification  de  M.  Klein,  la  Nomographie, 
d'après  M.  Maurice  d'Ocagne,  permet  de  déterminer  des  nombres 
de  trois  chiffres,  ce  qui  suffit  d'habitude  dans  les  arts  de  l'ingé- 
nieur; disons  de  suite  que,  si  les  trois  chiffres  suffisent,  c'est  un 
avantage  évident  que  de  ne  pas  perdre  son  temps  aux  autres. 
L'économie  de  temps  est  essentielle  dans  la  pratique  :  on  entre- 
prendra une  œuvre  qui  demande  une  année,  on  ne  l'entreprendra 

Bull,  des  Sciences  niathdtn.,  2*  série,  l.  XXIII.  (Juillet  iSrjy.)  11 
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pas  s'il  faut  un  millier  d'anaées  pour  la  réaliser.  Nous  tommes  i 

une  époque  où  le  sort  d'une  bataille  peut  lenïr  k  la  rapidité  d'un 

calcul. 

«  Réduire  ù  de  simples  lectures  sur  des  Tableaux  graphiques, 
construits  une  fois  pour  toutes,  les  calculs  qui  intervieunent  oé- 
ccssairement  dans  la  pratique  des  divers  arts  techniques,  tel  est  le 
Lut  que  se  propose  la  Nomographie.  »  Ce  qui  ne  se  distingoe  pas, 
sur  CCS  Tableaux,  est  tenu  pour  nul,  et  c'est  là,  tout  d'abord,  la 
grosse  simplification  qui  résulte  de  leur  usage.  Cet  usage  est  tout 
naturellement  indiqué  quand  on  a  à  répéter  un  très  grand  nombre 
de  fois  un  même  calcul,  dont  les  données  restent  comprises  entre 
des  limites  qui  ne  sont  pas  trop  espacées,  et  l'on  sait  assex  que 
c'est  là  un  cas  très  fréquent  dans  les  arls  techniques. 

La  possibilité  de  réaliser  de  tels  Tableaux  graphiques,  dans 
quelques  cas  simples,  est  bien  évidente.  Si  l'on  a,  par  exemple, 
à  résoudre  par  rapport  ày,  pour  un  très  grand  nombre  de  valeurs 
àear,  une  équation 

on  pourra  manifestement  se  servir  de  la  courbe  définie  en  coor- 
données rectangulaires  par  cette  même  équation;  si  le  papier 
sur  lequel  elle  est  tracée  porte  un  quadrillage  parallèle  aux  axes 
de  coordonnées,  dont  les  lignes  soient  espacées,  par  exemple. 
d'un  millimètre,  la  valeur  de  ^v  qui  correspond  à  une  valeur  de  x 
se  lira  aisément,  eu  faisant  au  besoin  une  interpolation  à  vue,  qui, 
dit-on.  permet  d'évaluer  assez  sûrement  le  dixième  de  millimètre. 
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mand  (1886).  On  aurait  pu  toutefois  supposer  que  les  reclierches 
de  cette  nature  étaient  condamnées  à  rester  particulières,  sans 
aucun  lien  entre  elles,  que  chaque  problème  donnerait  lieu  à 
une  solution  spéciale,  plus  ou  moins  commode  ou  ingénieuse,  et 
que  l'ensemble  de  ces  problèmes  et  de  ces  solutions  ne  consti- 
tuerait jamais  qu'un  recueil  de  receltes,  non  une  Science  ayant 
son  développement  et  ses  méthodes  propres. 

Ce  n'est  pas  le  moindre  mérite  de  M.  d'Ocagne  que  d'avoir 
constitué  cette  Science;  que  d'avoir  montré  la  portée  et  la  géné- 
ralité de  méthodes  déjà  connues  (*);  que  d'avoir  permis  ainsi  de 
résoudre  une  infinité  de  nouveaux  problèmes.  Si  l'on  ajoute 
que,  par  une  heureuse  application  du  principe  de  dualité,  il  a 
d'un  coup  doublé  les  méthodes;  qu'il  est  parvenu,  d'un  autre 
côté,  par  cette  même  application,  à  donner,  de  problèmes  impor- 
tants, une  solution  singulièrement  plus  aisée;  que,  au  point  de 
vue  pratique,  il  a  étudié  à  fond  un  très  grand  nombre  de  pro- 
blèmes réels,  de  façon  à  en  obtenir  les  solutions  les  plus  satisfai- 
santes ;  que  la  valeur  de  ces  solutions  a  été  proclamée  par  de  nom- 
breux praticiens;  que,  enfin,  il  est  parvenu  à  étendre  les  méthodes 
graphiques  à  la  représentation  d'équations  contenant  plus  de  trois 
variables;  et  que,  par  l'ampleur  même  qu'il  a  donnée  à  ses  re- 
cherches, il  a  été  amené  à  poser  des  problèmes  mathématiques 
qui  ont  un  intérêt  propre,  on  est  bien  obligé  de  reconnaître  que 
M.  Maurice  d'Ocagne,  par  la  publication  de  son  Traité  de  No- 
mographie,  a  rendu  un  incontestable  service,  tant  aux  ingénieurs 
qu'aux  mathématiciens.  La  lecture  de  son  Livre  est  d'ailleurs  fa- 
cile, attrayante  par  la  variété  des  problèmes  résolus,  parfois  amu- 
sante par  l'ingéniosité  des  solutions,  où  la  science  du  géomètre 
trouve  à  s'employer  d'une  façon  inattendue;  le  livre  n'est  pas 
écrit  pour  de  purs  mathématiciens,  c'csl-à-dire  que  les  méthodes 
générales  ne  sont  pas  placées  en  tète;  c'est  par  des  exemples 
simples  que  l'auteur  débute;  ces  exemples  se  compliquent  peu  à 
peu  ;  les  méthodes  mêmes  ressortent  de  leur  élude  et  sont  d'ailleurs 


(*)  M.  (l'Ocagne  signale,  dans  cet  ordre  (l'idrcs,  l'iinporlanl  Mémoire  de 
M.  Masson  Sur  l'intégration  graphifjue  {Annales  de  l'Association  des  Ingé- 
nieurs sortis  des  Kcoles  spéciales  de  Gand ;  i8S'|),  .Mrmoirc  où  le  principe  de 
{'anamorphose  est  posé  dans  toute  so  i:énér<ililé. 
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mises  en  pleine  lumière.  C'est  la  marche  qui  coDVCDUt  poar  le 
pablic  auquel  s'adresse  M.  d'Ocagoe;  il  ne  faut  pas  oublier  qne 
son  but  est  esseutiellemeal  pratique  et  qne  le  principal  ialérét  de 
son  Livre  est  d'élre  utile. 

Cette  utilité  même  n'est  pas  pour  détourner  les  professeurs  de 
nos  Ijcées,  qui  seront  certainement  benreux  de  trouver  dans  le 
Livre  de  M.  d'Ocagne  des  applications  simples,  â  des  problèmes 
réels,  des  méthodes  qu'ils  enseignent.  Les  méthodes  de  transfor- 
mation, l'homographie  en  particulier,  sont  d'un  usage  eonrant  en 
Nomographie;  j'ai  déjà  parlé  de  l'heureux  usage  que  l'auteur  ft 
fait  du  principe  de  dualité;  je  croîs  donc  que,  sans  Tavoir  cher> 
ché,  M.  d'Ocagnese  trouvera avoirrenduserviceàl'enseîgnement. 
Par  sa  généralité  même,  l'enseignement  dans  les  classes  de  Ma- 
thématiques élémentaires  et  de  Mathématiques  spéciales  est  essen- 
liellemenl  théorique;  mais  les  maîtres  même  qui  pensent  que  la 
théorie  se  suHit  ont  le  devoir  de  ne  pas  donner  à  leurs  élèves  le 
dégoût  de  la  réalité,  de  ne  pas  la  faire  oublier,  de  les  j  ramener 
quelquefois,  et  de  leur  montrer  que  quelques  théories  s'appli- 
quent à  des  problèmes  réels;  et  s'il  arrive  qu'un  élève,  qui  n'est 
pas  encore  «  enivré  parl'absorption  du  lotus  mathématique  »,  qnïa 
gardé  le  souci  de  ce  monde  extérieur  où  îl  rêve  de  faire  quelque 
chose,  s'intéresse  à  une  théorie  par  cela  même  qu'elle  peut  être 
utile,  son  maître  ne  manquera  pas  de  s'en  réjouir. 

Le  Livre  de  M.  d'Ocagnc,  par  sa  nature  mémCf  comporte  un 
très  grand  nombre  de  figures  :  il  était  nécessaire,  pour  l'intelli- 
e  du  texte  et  pour  convaincre  le  lecteur  de  la  valeur  pratique 
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qa'oD  peut,  si  Ton  veat,  supposer  mises  sous  la  forme 

imaginons  que,  sur  un  axe,  on  porte  des  longueurs  égales  à  f  (ai  ), 
en  inscrivant,  à  l'extrémité  de  cliaque  longueur,  la  valeur  corres- 
pondante de  tti  ;  cela,  bien  entendu,  ne  pourra  être  réalisé  que 
poar  nn  nombre  fini  de  valeurs  de  ai ,  valeurs  que  Pon  pourra 
supposer  en  progression  arithmétique;  on  obtiendra  ainsi  une 
échelle  coiée  de  la  fonction  f  (ai),  entre  certaines  limites;  cette 
fonction  sera  représentée  par  cette  échelle  :  une  interpolation  à 
vae  permettra  d'en  estimer  la  valeur  pour  les  valeurs  de  ai  autres 
que  les  termes  de  la  progresssion  adoptée;  que  l'on  fasse  la  même 
chose  pour  la  fonction  f  (a^).  En  accolant  les  deux  échelles,  on 
lira  sur  chaque  échelle  les  valeurs  de  ai,  aa  qui  se  correspondent 
par  l'équation /( ai,  ocs)  =  o,  et  l'on  aura  ainsi  une  méthode  pour 
la  résolution  de  cette  équation,  par  rapport  à  l'une  des  variables, 
quand  on  se  donne  l'autre;  ou,  si  l'on  veut,  une  représentation 
graphique  de  cette  équation  à  deux  variables. 

Considérons  maintenant  uue  équation  à  trois  variables 

elle  pourra  être  regardée  comme  obtenue  par  rélimination  de 
âp,  j^  entre  trois  équations  telles  que 

Supposons,  par  exemple,  que,  en  donnant  à  ai  une  suite  de 
valeurs  en  progression  géométrique  très  rapprochées,  on  con- 
struise les  courbes  définies  par  la  première  équation,  en  inscrivant 
sor  chaque  courbe  la  valeur  de  ai  correspondante,  puis  que  Ton 
fasse  la  même  chose  pour  les  courbes  définies  par  la  seconde  et  la 
troisième  équation;  on  aura  ainsi  un  abaque  à  entrecroise- 
mentj  formé  de  trois  faisceaux  de  courbes,  qui  permettra  la  reso- 
lution de  l'équation 

par  rapport  à  l'une  des  variables  ai,  a^,  23  quand  on  connaîtra  les 
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deux  autres.  Si  l'on  se  donne,  par  exemple,  les  râleurs  de  «i,  Sj, 
on  suivra  les  courbes  du  premier  et  du  second  faisceau  dont  les 
cotes  respectives  sont  a,,  k,  jusqu'à  leur  point  d'inlersecttoo ;  la 
cote  Oit  de  la  courbe  du  troisième  faisceau  qui  passe  parce  poîot 
sera  la  valeur  cherctiée  de  otj  :  inutrle  d'insister  sur  le  rAle  que 
devra  encore  jouer  ici  l'interpolation  à  vue. 

Le  graphique  ainsi  construit  sera  uaturelleraent  d'aolant  plus 
commode  que  les  courbes  qui  le  constituent  seront  plus  simples, 
tout  sera  pour  le  mieux  s'il  est  compose  de  droites,  c'est-à-dire  sî 
les  trois  équations  entre  x,  y  sont  de  la  forme 

I3-îi("i)-+-rTi("i)  +  Tj("i)  =  o. 
a>e,(a,)M-^6,(j.)  +  0,{i,)  =  o, 
ou  encore  si  la  fonction /(x,,  ccj,  a,)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

I    ?l(«t)      îl(«t)      ?»(«!)    I 

'{'.(",)  -^.(3t)  'i'3(».)  ; 

1  Ol('3)     0,{«,)     0,(c.,)  j 

telle  est  l'origine  d'un  problème  mathématique  qui  a  été  signala 
ici  même  (  '  ),  et  traité  par  M.  Duporcq.  Si  la  fonction 

peut  se  mettre  sous  la  forme  du  précédent  déterminant,  l'abaque 
sera  composé  de  droites.  Naturellement  on  devra  faire  sur  les  va- 
riables a,,  a.-i,  K],  d'une  part,  sur  les  coordonnées  a;, _^,  de  l'autre, 
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Les  abaques  hexagonaux  de  M.  Lallemand,  où  les  trois  sys- 
tèmes de  courbes  sont  formés  de  droites  respectivement  parallèles 
aux  côtés  d'un  triangle  équilatéral,  appartiennent  au  type  dont 
j'ai  essayé  de  donner  l'idée  générale  et  cette  idée  générale  elle- 
même  est  due  à  M.  Massau. 

J'ai  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  les  coordonnées  Xj  y 
étaient  des*  coordonnées  cartésiennes;  il  est  clair  que  cette  sup- 
position n'a  rien  d'essentiel,  et  que  l'on  construit  aussi  bien  des 
abaques  analogues  avec  d'autres  systèmes  de  coordonnées. 

Au  lieu  de  regarder  les  coordonnées  x^  y  comme  des  coordon- 
nées ponctuelles,  M.  d'Ocagne  a  eu  l'idée  de  les  regarder  comme 
des  coordonnées  tangentielles.  Alors,  en  restant  au  point  de  vue 
général,  si  les  trois  faisceaux  (2)  étaient  construits,  la  résolution 
de  l'équation  (1),  par  rapport  à  la  variable  aj,  par  exemple,  s'opé- 
rera comme  il  suit  :  considérant  les  deux  courbes  des  deux  pre- 
miers faisceaux  dont  les  cotes  sont  ai,  a2,  et  /  une  tangente  com- 
munCy  on  devra  chercher  quelle  est  celle  des  courbes  du  troisième 
faisceau  qui  est  tangente  à  cette  droite.  Le  procédé  sera  surtout 
pratique  si  les  équatious  (2)  peuvent  être  mises  sous  la  forme  (3), 
car  alors  les  trois  faisceaux  de  courbes  se  réduiront  à  trois  suites 
de  points  figurées  chacune  sur  une  courbe,  et  pour  résoudre 
l'équation  (1)  par  rapport  à  a^  on  aura  à  faire  passer  une  droite 
parles  points  de  cotes  ai,  a2,  figurés  respectivement  sur  les  deux 
premières  courbes,  et  à  chercher  la  cote  du  point  7,^  où  la  troi- 
sième courbe  est  rencontrée  par  celte  droite.  On  aura  ce  que 
M.  d'Ocagne  appelle  un  abaque  à  alignement^  et  Ton  conçoit 
que  dans  bien  des  cas  son  usage  sera  plus  commode  que  celui  de 
Vahaque  à  entrecroisement  qui  lui  correspondrait  par  dualité. 
L'Auteur  étudie  d'ailleurs,  avec  détails,  le  système  de  coordon- 
nées tangentielles  {coordonnées  parallèles)  qui  lui  paraît  le 
mieux  approprié  à  son  but. 

Cette  méthode  se  généralise  d'ailleurs  très  naturellement  :  au 
lieu  des  équations  (3,  considérons  les  é(|uations 

(    3POxhu'^i)-k-yOi{%x,  ?!)-+- «3(3l|r  Pl)=  O, 

(  arOi  (as,  p3)  -^-y^î  («3,  ?3  )  -^  63  (aj,  ^3  )  =  o, 

OÙ  Jt',  j' désignent  encore  des  coordonnées  tangentielles;  la  pre- 


iSo  PREMIËItE  PARTIE. 

mière  de  ces  équations,  par  exempte,  quand  on  se  donne  «i,  ^i, 
définit  un  point;  ce  point  décrit  une  courbe  quand  on  laisse  fixe 
l'un  des  paramètres  «i,  ^,,  et  qu'on  fait  varier  l'antre;  on  peut 
dire  que  chacune  des  équations  (4)  définit  deux  faisceaux  ou  un 
réseau  de  courbes.  Si  ces  trois  réseaux  peuvent  £tre  tracés  sur 
un  plan  de  manière  à  pouvoir  être  distingués,  le  graphique  ainsi 
construit  constituera  une  représentation  de  l'équation  à  six  va- 
riables 

I   ?|{«1,P.)     ?»(«.. p.)      T.C»".?!)   ] 

^i(»»,h)    4'i(«i.p.)    4',{a.,Pi)    =0. 

I  e.(»i.  pi)  e,(a„p,)  0.  («„?,)  I 

Si  l'on  se  donne  cinq  de  ces  vaiiables  a,,  ^t,  Xj,  ^i,  a^  par 
exemple;  on  obliendia  %  en  joignant  par  une  droite  les  points 
(x,,  ^,),  («3,  ^,)  du  premier  et  du  second  réseau,  prenant  l'inter- 
section de  cette  droite  avec  la  courbe  cotée  Xj  dans  le  premier 
faisceau  du  troisième  réseau  et  cberchaot  la  cote  Pt  de  ta  courbe 
du  second  fuisceau  de  ce  même  réseau  qui  passe  par  le  point  d'in- 
tersection. 

Il  est  clair  qu'on  pourra  obtenir  de  la  même  façon  les  représen- 
tations d'équations  à  quatre  ou  cinq  variables,  d'une  forme  pa- 
reille à  la  précédente  ('). 

En  général,  quand  n  dépasse  3,  les  méthodes  de  la  Nomogra- 
phie  ne  permeltcnt  pas  la  représentation  d'une  équation  générale 
à  n  variables.  Il  est  nécessaire  que  cette  équation  affecte  certaines 
formes  spéciales  qui,  d'ailleurs,  paraissent  embrasser  la  plupart 
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lions  à  an  nombre  quelconque  de  variables.  Une  notation  ingé- 
nieuse lui  permet  de  donner  une  forme  condensée  à  chaque  type 
d*abaqae  donné.  La  détermination  de  tous  les  types  d'abaque  qui 
correspondent  à  un  nombre  donné  de  variables  conduit  à  poser  un 
curieux  problème  de  partition. 

En  appliquant  la  théorie  générale  aux  équations  à  deux,  trois  et 
quatre  variables  on  voit,  en  quelque  sorte,  se  rattacher  aux  types 
généraux  les  types  particuliers  examinés  dans  le  corps  de  l'Ou- 
vrage. Inversement,  il  est  intéressant,  un  type  d'abaque  étant 
donné,  de  rechercher  quels  types  d'équations  il  permet  de  repré- 
senter; il  est  utile  de  reconnaître  analytiquement  comment  une 
équation  donnée  se  rattache  à  tel  ou  tel  de  ces  types,  au  moins 
dans  les  cas  les  plus  usuels;  les  problèmes  de  cette  nature  ont  été 
l'objet  de  recherches  dues  à  MM.  de  Saint-Robert,  Massau,  Le- 
Gomu,  Duporcq,  Koenigs,  recherches  que  l'Auteur  résume. 

Il  a  fait,  avec  un  soin  tout  particulier,  l'étude  algébrique  des 
équations  qui  peuvent  être  représentées  par  trois  systèmes  linéaires 
de  points  alignés.  La  discussion,  qui  comporte  des  artifices  de 
calcul  intéressants,  est  très  approfondie.  Il  en  est  de  même  de 
Tétude  de  la  représentation  des  équations  quadratiques  au  moyen 
de  droites  et  de  cercles  entrecroisés. 

Le  résumé  des  principes  généraux  que  je  viens  d'essayer,  d'après 
TAuteur,  ne  peut  donner  l'idée  des  difficultés  que  comportent  les 
exemples  particuliers,  ni  de  la  manière  dont  elles  peuvent  être 
levées;  c'est  une  étude  quUl  faut  faire  dans  le  Livre  de  M.  d'Ocagne 
lui-même  :  les  exemples,  traités  dans  les  moindres  détails,  vérita- 
blement réalisés,  y  abondent;  la  liste  en  serait  trop  longue.  Je 
me  contenterai  de  signaler  le  calcul  par  abaques  des  remblais  et 
déblais,  où  il  semble  bien  que  la  question  soit  épuisée. 

J*ai  déjà  dit  que  M.  d'Ocagne,  dans  l'exposition,  procédait  du 
simple  au  complexe,  de  l'exemple  à  la  méthode,  tout  en  ayant  soin 
de  mettre  celle-ci  dans  une  pleine  clarté. 

Son  Livre  débute  par  une  élude  approfondie  des  échelles  de  fonc- 
tions :  l'Auteur  passe  ensuite  aux  abaques  d'équations  à  deux  va- 
riables, aux  méthodes  de  représentation  des  équations  à  trois  va- 
riables par  les  abaques  à  entrecroisement.  Ces  matières  remplissent 
les  deux  premiers  Chapitres.  Le  troisième  est  consacré  à  la  substi- 
tution des  coordonnées  tangentielles  aux  coordonnées  ponctuelles; 
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le  suivant,  à  la  représcnUtion  de  deux  étf  uations  simultaaées  ealre 
quatre  variables  au  moyen  d'abaques  indépendants  accouplés  ou 
superposés;  ou  trouvera  dans  le  cinquième  Chapitre  de  nombreux 
exemples  conceruant  la  représentation  d'équations  à  plus  de  trois 
variables.  Enfin,  le  dernier  Chapitre,  particulièrement  inléressant 
pour  les  mathémaliciens,  est  consacré  aux  généralités,  à  la  classi- 
fication des  méthodes,  à  l'étude  des  problèmes  d'Analyse  que  pose 
la  Nomographie.  J,  T. 


MELAMiES. 

SDR  L'ÉTAT  DE  LA  PUBLICATION  DES  (ECTRES  DE  SAD88; 

tiKiMÉiiK  coiii>Ti;  HUNUt  ('); 

l'An  M.  Félcx  KLEI.N. 

Ooltinger  Aarlirichleii,  1891). 


r  par  L.  LAUGEL. 


Pendant  l'année  qui  s'est  écouli'C,  l'acquisition  de  t.„^~^,^v^^ 
documcnis  et  l'examen  approfondi  des  manuscriu  posthumes 
ainsi  que  de  ta  bHiliothèijue  de  (jaus.s  permettent  de  considérer 
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2.  Les  originaux  ^e  deux  lettres  de  Gauss  (à  Sophie  Germain 
et  i  Rudolf  Wagner),  provenant  de  la  vente  de  la  collection 
d'autographes  du  prince  Boncompagni  à  Rome. 

n.  Par  donation  : 

i.  Huit  liasses  de  documents  relatifs  à  la  triangulation  du 
Hanovre  (observations,  tracés  et  coordonnées)  ainsi  que  les  ori- 
ginaux des  comptes  rendus  s^y  rapportant,  adressés  par  Gauss 
au  Ministre  du  royaume  de  Hanovre. 

Ddn  de  la  Commission  royale  prussienne  des  Cartes  de  TÉtat-Major 
général. 

2.  Vingt  et  une  lettres  de  Gauss  à  Wilhelm  Weber,  et  une 
lettre  de  Gauss  à  Humboldt  (relative  à  Weber  et  à  des  questions 
se  rapportant  au  Magnétisme  terrestre),  ainsi  qu'une  série  de 
notes  sur  feuilles  volantes. 

Don  de  M.  Ileinrich  Weber,  professeur  de  Physique  à  Brunswick. 

3.  Un  cahier  renfermant  la  rédaction  de  trois  cours  de  Gauss 
sur  la  théorie  du  Magnétisme  terrestre,  la  Géodésie  et  la  méthode 
des  moindres  carrés;  puis  un  cahier  renfermant  la  rédaction  d'un 
cours  de  Gauss  intitulé  :  Théorie  des  quantités  imaginaires, 
ainsi  qu^un  cours  de  Stem  sur  les  intégrales  définies. 

Dons  des  directeurs  du  Séminaire  mathématique  de  TUniversitc  de  Ilalle. 
Ces  cahiers  font  partie  des  papiers  laissés  par  E.  Heine. 

4.  Copies  des  lettres  connues  jusqu'à  ce  jour  de  Gauss  à  Sophie 
Germain,  ainsi  que  de  quelques  autres  lettres.  Quelques  travaux 
préliminaires  de  Schering  relatifs  à  l'impression  des  volumes 
projetés,  en  particulier  relativement  à  la  Theoria  motus. 

Don  de  M"*  Schering. 

5.  ÎI42  lettres  deGerling  à  Gauss  et  quelques  lettres  des  enfants 
de  Gauss  à  Gerling. 

Don  de  M"«  Rothc  de  Cassel. 

6.  Copie  d'une  lettre  de  Gauss  à  Grassmann. 
Don  de  M,  le  professeur  lînpfcl  de  Leipzig. 
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7.  Copies  de  deux  lettres  de  Gauss,  l'une  à  Schumacher,  l'aiilre 
à  un  ïm 


Don  de  M.  le  professeur  StScbel  de  Kiel. 

8.  Copie  d'une  leltre  de  Gaass  au  R.  P.  K.oIler. 
Don  de  M.  [e  professeur  Schwab  de  KrerosmÛDSter. 

9.  Un  autographe  de  Gauss  (relatif  au  jeu  d'échecs). 
Don  de  M~*  Listing  de  Ilannover. 


m.  Par 


temporaire  : 


1.  Journal  de  Gauss  relatif  à  ses  dévouverles  scientifiques  (de 
1796  à  1800,  avec  une  longue  interruption  jusqu'à  i8i4)- 

Enfin   un  cahier  de  notes  de  Gauss  et  une  série  de  feuilles 
volantes. 
Prêtés  par  M.  Gauss  de  Hamcln  (petit-lils  de  Gauss). 

2.  Manuscrits  originaux  des  mémoires  suivants  de  Gauss  : 

Thcorematîs  fundamentatis  in  doctrina  de  residuis quadra- 
ticis  demonstrationes  et  ampliationes  novœ,  1817. 

Determinatio  attractionis,  quant  in  pttnctum  quodvis posi- 
lionis  datae  exerceret  planeta,  si  ejus  massa  per  totam  or- 
bitam. . .  esset  dispertita,  1818. 
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6*  Lettres  de  Gauss  à  Kestner. 

Prêtées  par  M.  le  professeur  Engel  de  Leipzig  au  nom  de  la  bibliothèque 
de  rUniversité. 

7*  Une  lettre  de  Gauss  à  Sckerck. 

Prêtée  par  M.  le  professeur  Study  de  Greiswald. 

8.  Copies  de  deux  lettres  de  Gauss  à  Olbers.  (Les  originaux 
se  trouvent  à  Puikowa.) 

Prêtées  par  M.  le  D*  Schilling,  directeur  de  l'École  navale  à  Bremen. 

9.  Rédaction  d'un  cours  de  Gauss  intitulé  :  Calculs géodésiques, 
avec  une  série  de  notes» 

Prêté  par  M"*  Listing  de  Hannover. 

10.  Copies  de  lettres  de  Encke  à  Olbers,  de  Bessel  à  Repsold 
et  autres;  trois  lettres  d'Olbers  à  Ai|;elander.  Rédaction  d'un 
cours  de  Gauss  :  Astronomie  théorique. 

Le  tout  provenant  des  papiers  de  Winnecke,  prêté  par  le  professeur 
Wislicenus,  de  Strasbourg,  au  nom  de  M"**  Winnecke. 

il.  Un  cahier  intitulé  :  Travaux  deC.-F.  Gauss,  provenant 
des  papiers  de  Wilhelm  Weber,  ne  faisant  mention,  en  somme, 
que  de  ce  qui  a  été  déjà  imprimé. 

Prêté  par  M.  le  professeur  Jacobj  de  Gottingue. 

Nous  avons  encore  reçu  les  dons  suivants  que  nous  pouvons 
ranger  sous  le  litre  de  Gaussiana  : 

i.  Don  du  professeur  Fricke,  au  nom  de  l'École  supérieure 
technique  de  Brunswick  et  à  instigation  de  la  librairie  Calvôr 
de  Gottingue  : 

Une  série  de  comptes  rendus  et  d'articles  de  journaux  relatifs 
au  monument  de  Gauss  à  Brunswick  et  à  la  bourse  fondée  à 
Brunswick  sous  le  nom  de  Gauss  (années  1877  et  1878). 

2.  Don  du  professeur  Engel  de  Leipzig  : 

Nicolaj  Iwanowitsch  Lobatschcfskij.  Deux  mémoires  de  Qéo- 


iKb  PHEMIËHË  l'AIITlK. 

mélric  iraduils  du  russe,  avec  des  notes  et  une  biographie  de 
l'auteur,  par  F.  Engel.  Leipzig,  1898,  ( Koi'r Nachwort,  pages  473- 

3.  Don  du  |)rofesseur  Lindemaiin  de  Munich  : 
Eloge  de  Seidel.  {Extrait  des  Travaux  de  l'Académie  de 
Munich.) 

A.  Don  de  M°"=  St^hcricg  : 

Intornoad  rtiia  Iclteradi  Gaiiss  ad  Olbers,  parBoncompagni; 
exemplaire  de  feu  M,  le  professeur  Schenng. 

5.  Don  de  la  librairie  Springer  de  Berlin  ainsi  que  de  M,  Schil- 
ling, directeur  de  l'Ecole  navale  de  Bremen,  éditeur  de  l'Ouvrage 
ci-dessous. 

Epreuves  imprimées  jusqu'ici  de  la  Correspondance  de  Gauss 
cl  d'Olbers.  H  a  été  imprimé  jusqu'ici  18  feuilles  aïnsî  que 
8  feuilles  du  Tome  suppléuienlairc,  qui  renferme  les  observations 
d'Olbers  revues  par  iM.  le  professeur  Schur, 


Parmi  tous  ces  docuinenls,  le  plus  intéressant  sans  aucune  com- 
paraison au  point  de  vue  scientifique  est  celui  inscrit  ici  sous  le 
lilre  111,  I  :  Le  journal  quotidien  de  Gauss,  que  nous  devons  à 
M.  le  professeur  Paul  Slâckel. 


UKLAKGES. 
1  Tlieonam  qiiantilstiim  Iranscendcnljuir 


fv^. 


I  univcrsalilaicm  perdiiximiis. 


Brunsv.  Mai  6.  » 


"  Incrementiim  iiigeiis  liiijus  llieoriuî  invenire  contigil,  per 
quo<l  simul  omnia  prœceJenlia  iicc  non  llieorla  mediorum  arilli- 
mctico-geomelricorura  piilcliemmo  noctiumir  inlinitiesque  au- 
geotur.  Bninsv.  Mai  aa.   ». 

«  Nov.  3o.  Félix  fnit  dics  quo  itiiiltiiiKiiQem  clnssium  for- 
msruin  liinavîariim  per  trlplicem  mcllindiim  assignare  largitum 
est  noliis,  piila  :  i"  per  ptoducta  intinita,  a"  per  aggregaiam 
inlîiiitum,  3"  per  iiggregatum  finîlum  coUngcnliiim  seii  loga- 
rithmorum  siniium.  Brunsv.  » 


Les  aonécs  siiivanles,  malheureusement,  celte  lîsle  présente  de 
nombreuses  lacunes;  elle  prend  Un  en  i8i3  et  i8i4  par  deux 
notes  sur  les  résidus  biquadralîques  que  nous  reproduisons  ici  : 

Il  Fundamentuni  iheoria;  residiiorum  bîquadralicorum  gene- 
ralis,  ppr  seplem  propemodum  niino*  rumina  conlentione  sed 
scmpcr  frustra  qua;siliirn  landem  féliciter  deteximcis  eodem  dîe 
quti  (îlius  nobis  nains  est.  i8i3,  oct.  :i3.  Gotl.    u 


«  Subliiissimiim  lu 
fecînius.  Vix  iiaquc  c 
tioneni    quarundani  sii 


c  est  omnium  eorum  c^ux  iinquam  per- 
perse  pretrum  est,  liis  interinisccre  men- 
iplilicationum   ad  calruluni  orbitaru 


nu  m  pa- 


rabolicannn  pertinenliiini. 

>f  Observatio  per  inductionem  fada  gravtssima  iheoriam 
residnoruni  biquadralicorum  cum  funclionibus  lemniscalicis 
elegantissime  neclcns.  Pula  si  a-i-bi  est  numerus  primus, 
a  —  i  +  bi  per  2  -f-  a  t  dîvisibilis,  mullitudo  omnium  sohi  lionum 
coDgnientice  i^xx+yy+xxyy  (mod.  «  +  6()i 'nclusis:z;  =eo 
y  =  ±i',  x  =  ±i,  y=eaiil  =  {a  —  }y-\-bb. 

l8i^,jul.  9.  » 


I»»  PltEMIËRE  PAUTIE- 

Jc  termine  en  ajoutant  quelques  mots  touchant  les  travaux  de 
rédaction. 

Quant  k  la  première  Partie  du  Tome  VIII,  les  manuscrits  relatifs 
à  l'Arithmélique  et  à  l'Analj'se  (Fricke),  au  Calcul  numërique 
et  au  Calcul  des  proliabililés  (Btirsch  et  Kriiger),  sont  complète- 
ment prêts  et  celui  relatif  à  la  Géométrie  (Sliîckel)  le  sera 
dans  1res  peu  de  Lemps. 

Quant  à  la  seconde  Partie  du  Tome  VIII,  le  manuscrit  relatif  i 
la  Géodésie  (Bijrsch  cl  Kriiger)  est  pour  ainsi  dire  prêt. 

Quant  au  Tome  VII  (Astronomie,  Brendel),  il  n'a  pu  encore 
être  procédé  qu'à  un  travail  superficiel. 

L'impression  du  Tome  VIII  est  commencée  et  sera  continuée 
mainlenunl  régulièrement. 
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François  DERUYTS,  Docteur  es  Sciences  physiques  et  mathématiques,  Assis- 
tant à  la  Faculté  des  Sciences  de  Liège,  etc.  —  Mémoire  sur  la  thkorie 
DB  L*iNvoLUTioN  ET  DE  l'iiomographie  umcursale.  Un  voIumc  in-8"  de 
ao8  pages.  Bruxelles,  F.  Haycz,  i8gi. 

Le  but  de  ce  Mémoire,  qui  a  été  couronné  au  concours  univer- 
sitaire de  Belgique  en  1890,  est  d'établir,  d'après  une  méthode 
uniforme,  la  théorie  de  Vinvolution  et  de  Vhomographie  uni- 
cursale.  Outre  les  résultats  obtenus  antérieurement  par  les  Géo- 
mètres, l'auteur  a  exposé  la  solution  de  plusieurs  questions 
nouvelles.  Diverses  applications  ont  été  introduites  en  vue  de 
l'intérêt  que  la  théorie  présente  pour  la  Géométrie  des  espaces. 

Une  involution  l'î_|,  (V ordre  n  et  de  rang  n  —  i,  est  un  en- 
semble^ n  —  I  fois  infini,  de  groupes  de  n  éléments  semblables 
de  première  espèce,  tel  cjuUin  quelconque  de  ces  groupes  est 
déterminé,  sans  ambiguïté^  par  n  —  \  de  ses  éléments,  quels 
que  soient  ceux-ci. 

Une  involution  l'I^  d'ordre  n  et  de  rang  k,  est  l'ensemble, 
k  fois  infini,  des  groupes  communs  à  n  —  k  involutions  I^_,. 

Une  involution  IJ'_,  est  représentée  analjtiquement  par  Tégalilé 
è  zéro  d'une  forme  n  linéaire  symétrique 

Une  involution  l'^Jest  représentée  par/î  —  /r équations  analogues. 

La  base  de  la  méthode  employée  pour  étudier  les  involutions 
est  l'interprétation  géométrique  suivante  :  L'équation  (i)  d'une 
^",-\  contient  n  coefficients  indépendants  :  ces  coefficients  peuvent 
être  considérés  comme  étant  les  coordonnées  d'un  point  A  de 
l'espace  à  n  dimensions,  ou  comnje  étant  les  coordonnées  tangen- 
lielles  d'un  espace  E//_.i  à  n  —  1  dimensions  situé  dans  E,/. 

Le  point  A  est  le  point  principal  âc.  l"  ^  et  E,/..,  est  l'espace 
complémentaire  de  l"_  ,,  représentée  dans  l'espace  E,/. 

On  est  conduit  aux  théorèmes  suivants  (jui  sont  corrélalifs  : 

Bull,  des  Sciences  matticm.,   1*  série,   l.  WIII.    (  \<»rit  l'^'j;))  1  > 


ii|o  PRBUIËltE  PARTIE. 

I"  Le  lien  des  points  principaux  des  IJ_,  décomposables  est 
la  combe  normale  C„  de  E„. 

a"  Les  espaces  complémentaires  des  I"_,  sont  tes  espaces  os~ 
culateurs  de  la  courbe  normale  C„  de  E^. 

De  lu,  on  esL  amené  à  la  conclusion  suivante  : 

/^î  espaces  an  —  i  dimensions,  qui  passent  par  le  point 
principal  d' une  !"_,,  marquent  s«/-C„  des  groupes  de  n points, 
dont  les  paramètres  vérifient  l'équation  (i)  :  ces  groupes  de 
points  sont  donc  les  images  des  groupes  de  l'involution. 

Uuc  iiivoluiion  I'^  sera  représentée  par  la  jonction  des /i—^ 
jioints  principaux  des  n  —  k  involutions  IJJ_,  dont  elle  est  la  résul- 
tante; cette  jonction  est  un  espace  à  n  —  k  —  1  dimensions, 
E„_«_t,  espace  principal  de  IJ, 

De  môme,  Vespace  complémentaire  de  If   sera   un  espace  à 

Tous  les  espaces  an  —  i  dimensions  qui  passent  par  En-t-i 
marquent  sur  la  courbe  C„  des  groupes  de  n  points,  qui  soot  les 
images  des  groupes  de  If  :  en  interprétant  anai^tiquemenl  ce  ré- 
.siiltat,  on  est  conduit,  sans  difficulté,  à  la  seconde  représentation 
algébrique  d'une  \'l,  équivalente  à  l'équation, 

X|(iiî+X,<iaî+...-i-lf?îo*-t-iî='> 
d'uu  fitiscoau,  d'ordre  k,  de  formes  binaires  d'ordre  n. 

L'auliMir  indique  un  svstùme,  plus  général,  permettant  de  re- 
présonlor  les  groupes  d'une  IJ  sur  la  courbe  normale,  C,i,  d'un 
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Ces  conditions  se  résument  en  la  suivante  : 

n  involuiions,  d'ordres  et  de  rangs  quelconques,  ne  peuvent 
avoir  des  groupes  communs  en  nombre  r  fois  infini  que  si  la 
somme  des  rangs  y  diminuée  du  nombre  r,  est  un  multiple 
den  —  I  ;  le  facteur  de  multiplicité  est  le  nombre  des  éléments 
qui  figurent  dans  les  groupes  communs. 

Un  grand  nombre  de  propriétés  des  groupes  d'éléments  com- 
muns à  un  nombre  quelconque  d'involutions  découle  du  théorème 
suivant  : 

q  4- 1  involutions  Ij;  (/=  1 ,  2,  3,  . . . ,  y  4-  i),  dont  la  somme 
des  rangs  est  un  multiple  u.  de  q,  ont  des  groupes  de  [x  éléments 

communs  en  nombre,  I  I  (  '^'^  .  *  j  • 

1 

Le  Mémoire  contient  encore  des  propriétés  nouvelles  des  invo- 
lutions  conjuguées,  des  surfaces  d'involution  et  aussi  des  con- 
structions géométriques  de  Tinvolution  cubique  du  premier  et  du 
second  rang. 

Comme  applications,  Fauteur  rappelle  d'abord  les  belles  re- 
cherches dans  lesquelles  M.  Le  Paige  a  appliqué  les  propriétés 
de  Pinvolution  pour  construire  les  courbes  cubiques,  ainsi  que 
les  résultats  obtenus  par  M.  Wejr  dans  la  géométrie  des  courbes 
rationnelles  planes  ou  gauches;  ces  applications  se  trouvent  éten- 
dues à  la  géométrie  des  courbes  rationnelles  des  espaces  quel- 
conques. 

Comme  application  analytique,  la  conception  des  éléments 
neutres  permet  de  trouver  immédiatement  l'expression  canonique 
des  involutions  !;'_,,  quand  n  est  impair;  de  plus,  en  étendant  la 
notion  des  éléments  neutres,  on  obtient  l'eipression  canonique 
des  involutions  I2_ç,  quand  n  -h  i  est  un  multiple  de  'j  4-  i  : 
comme  conséquence,  on  peut  donner  la  forme  canonique  de  cer- 
tains systèmes  de  formes  binaires. 

Une  grande  partie  du  Mémoire  est  consacrée  à  la  généralisation 
de  Yinçolution^  c'est-à-dire  à  V homographie,  n  figures  de 
première  espèce  forment  une  homographie  HJJ_,  d'ordre  n  et 
de  rang  n  —  i,  quand  n  —  1   éléments^   pris  arbitrairement 
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dans  (n  —  i)  de  ces  figures,  déterminent,  sans  ambiguïté,  un 

élément  de  la  figure  restante. 

Les  groupes  communs  an  —  k  homographies  HJ_,  forment 
une  homographie  HJ,  d'ordre  n  et  de  rang  k. 

Dans  le  cas  de  n  ^  3,  A'  ^  i ,  on  peut  considérer  l'homographie 
comme  dérivant  de  deux  involulions  de  la  façon  suivante  :  Soient 
deux  involutions  l'  et  JJ;  à  un  élément  x,  il  correspond, 
rfo/islf,  un  élément  y,  et  à  cet  élément  y  il  correspond,  dans 
JJ,  un  élément  z;  entre  les  éléments  x  et  y  il  existe  une  rela- 
tton  HJ . 

En  se  servant  de  celle  propriété,  on  peut  construire  l'homo- 
graphie HJ  sur  une  conique  quelconque. 

La  notion  de  la  résultante  de  deux  involutions  IJ  peut  se  géné- 
raliser de  la  façon  suivante  :  Soient  k  involulions  '"IJJ^,  (*  =  i, 
a,  3,  . . . ,  A)  et  une  involution  IJ'l]  ;  à  chacun  des  groupes  de 
n  —  I  éléments  de  l^l]  il  correspond,  dans  chacune  des  involu- 
tions '"IJJ_,  un  élément  xi;  les  k  éléments  xi  forment  une  Hj.,. 

L'auteur  n'a  pu  démontrer  que  celte  homographie  fût  la  plus 
générale  :  il  l'a  démontré  géométriquement  dans  le  cas  de  A*  =  3. 

Les  deux  derniers  Chapitres  du  Mémoire  contiennent  L'élude 
des  propriétés  des  homographies  quelconques  :  éléments  mul- 
tiples, éléments  multiples  associés,  éléments  neutres  et  groupes 
communs  à  un  nombre  quelconque  d'homographies  quel- 
conques. 

Par  la  combinaison  de  l'homographie  HJ  et  de  l'involutîon  I*, 
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linéairement,  et  par  points,  la  courbe  Cn  la  plus  générale  dont  on 
se  donne  /i  +  3  points. 

Comme  application  de  Thomographie  H|  et  de  son  extension, 
leprincipe  de  correspondance  de  Chasles,  on  trouve  indiqués 
divers  procédés  pour  construire  certaines  courbes  rationnelles 
planes;  du  reste,  la  généralisation  du  procédé,  employé  par 
Chasles  pour  construire  les  cubiques  planes,  conduit  Fauteur  à  la 
génération  de  certaines  surfaces;  pour  les  surfaces  cubiques,  on  a 
le  théorème  suivant  : 

Les  plans  d'une  gerbe  marquent  sur  quatre  droites  fixes  les 
sommets  de  quadrangles  dont  les  points  diagonaux  apparu 
tiennent  à  trois  surfaces  cubiques  générales. 

La  théorie  de  Fhomographie  quelconque  conduit  à  généraliser 
le  procédé,  obtenu  par  M.  Le  Paige,  pour  construire  les  cubiques 
planes,  au  mojen  de  faisceaux  de  droites;  par  des  considérations 
analogues,  la  plupart  des  procédés  connus  pour  engendrer  les  sur- 
faces cubiques  se  ramènent  à  Tétude  des  faisceaux  homogra- 
phiqnes. 


Bulletin  of  thb  American  Matiiematical  Society,  continuation  of  thb 
New  York  Mathematical  Society.  A  historical  and  critical  Rovicw  of 
Mathomatical  Science,  edited  by  T. -S,  Fiske,  A,  Ziwct,  F,  Morlejy  F.-N. 
Cote.  In-8'';  Macmillan  Co. 

Nous  sommes  bien  en  relard  pour  parler  de  celle  intéressante 
publication,  qui  en  est  à  la  cinquième  année  de  sa  deuxième  série, 
ou,  si  l'on  veut,  de  sa  forme  actuelle.  11  y  aurait  quelque  imper- 
tinence à  adresser  à  ses  savants  éditeurs  des  souhaits,  qui  sont 
réalisés. 

Quoi  qu'il  en  soit,  ce  Bulletin  est  d'une  lecture  très  attrajanle, 
même  pour  les  gens  du  vieux  monde;  les  Mallièmaliques  propre- 
ment dites,  les  comptes  rendus  des  Congrès,  les  travaux  des 
membres  y  tiennent  la  plus  grande  place,  cela  va  sans  dire^  mais 
on  y  trouve  aussi  des  nouvelles,  des  nouvelles  des  livres  tout 
d'abord,  des  listes  de  publications  récentes,  des  comptes  rendus 
des  Ouvrages  importants,  puis  des  nouvelles  des  cours  qui  se  font 
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taat  en  Europe  qu'en  Amérique,  des  nominalions  de  professears, 
des  élections  aux  Académies,  des  fêtes  et  des  deuils  scienliBqnes. 
On  annonce,  par  exemple,  en  janvier  1899,  ces  fStes  en  l'honnear 
de  l'illustre  G.  Slokes,  où  l'Université  de  Cambridge  devait  se 
montrer  si  hospitalière,  ei  l'on  imprime  la  liste  des  prédécesaeon 
du  maître  qui  occupe  sa  cliaire  depuis  cinquante  ans  :  Barrow, 
Newton,  Whislon,  Sanderson,  Colson,  Waring,  Milner,  Whod- 
iiouse,  Turton,  Airy,  Babbage,  King.  Les  éditeurs  se  donnent  la 
peine  d'aller  aux  nottiei/es  et  ne  croient  pas  diminuer  la  dignité 
de  leur  Recueil,  parce  qu'ils  y  font  pénétrer  les  faits,  la  vie,  l'in- 
formation. 

Je  ne  sais  si,  dans  le  choix  de»  articles  purement  malhématiqnes, 
ils  ont  cherché  la  variété;  mais  ils  l'ont  heureusement  trouvée. 
Voici,  dans  les  quelques  numéros  que  j'ai  sous  les  yeux,  deux  ar~ 
licles  qui  me  semblent  procéder  d'une  excellente  idée  :  un  rapport 
de  Al.  G. -A.  Miller  sur  les  récents  progrès  dans  la  théorie  des 
groupes  d'ordre  lini,  un  rapport  de  M.  H.-S.  White  sur  la  théorie 
des  invariants  projeclit's  et  les  principales  contributions  i  celle 
ihcoric,  depuis  dix  ans.  De  pareils  rapports,  qui  permettent  d'es- 
quisser les  grandes  lignes  d'un  sujet,  qui  marquent  le  sommet  où 
l'on  est  arrivé,  qui  permetlenl  d'indiquer  celui  qu'il  faudra  s'ef- 
forcer de  gravir,  sont  très  inlcressanls  par  les  idées  générales,  leit 
vues  d'ensemble  qui  s'en  dégagent,  Lros  profitables  aussi  par  les 
renseignements,  les  facilités  el  les  encouragements  qu'ils  apportent 
aux  travailleurs.  Voici  (je  cite  au  hasard)  un  travail  de  M.  James 
Picrponl   sur  VArilhmetizalion  des   Mathématiques,   plu! 
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J'ai  déjà  dit  que  ce  recueil  comprenait  aussi  des  analyses  d'Ou- 
Yrages  récents.  Voici,  par  exemple,  un  important  compte  rendu 
de  M.  Lovett  sur  les  Leçons  sur  les  systèmes  orthogonaux  et 
les  coordonnées  curvilignes  de  M.  Darboux.  Une  traduction  de 
la  Géométrie  der  Lage  de  M.  Th.  Reje,  due  à  M.  F.  Holgate, 
donne  à  M"*  Charlotte  Angas  Scott  Poccasion  dVxposer,  non 
sans  vivacité,  des  vues  intéressantes  sur  les  fondements  de  la  Géo- 
métrie. Lès  éditeurs  ne  dédaignent  pas  les  Mathématiques  élémen- 
taires :  voici  des  articles  de  MM.  Brown,  Lovett,  Young,  etc., 
sur  les  Leçons  de  Cosmographie  de  Tisserand  et  Andoyer,  sur  le 
Formulario  scolastico  di  Matematica  elementare  de  M.  Ros- 
sottiy  sur  une  traduction  des  Leçons  élémentaires  de  Mathéma- 
tiques de  Lagraoge....  Évidemment,  V American  mathematical 
Society,  tout  en  ayant  pour  le  but  le  développement  de  la  Science, 
s'intéresse  à  l'enseignement  :  les  écoles  américaines  ne  peuvent 
qu'en  profiter.  J.  T. 


L'Emsiignbmbnt  mathématique.  Revue  internationale  paraissant  tous  les 
deux  mois.  Directeurs  :  C.-J,  Lmsant  et  H.  Fehry  n°*  1,  2,  3;  i5  mars, 
i5  mai  et  1 5  juillet  1899. 

Cette  publication  nouvelle,  à  laquelle  nous  tenons  dès  aujour- 
d'hui à  souhaiter  la  bienvenue,  débute  par  un  article  011  les  direc- 
teurs de  la  Publication  indiquent  de  la  manière  suivante  à  quelles 
préoccupations  ils  ont  obéi  en  fondant  la  nouvelle  Revue  et  quel 
est  le  but  qu'ils  poursuivent. 

«  Dans  tous  les  pays  où  se  cultive  la  Science  mathématique  le 
corps  enseignant  se  compose  à  tous  les  degrés  de  professeurs  pro- 
fondément attachés  à  leur  mission  et  qui  s^y  consacrent  avec  tout 
ce  qu*ils  ont  de  dévouement,  d'instruction  et  d'intelligence.  Mais 
presque  tous  en  sont  venus  à  comprendre  qu'il  y  a,  dans  les 
moyens  pédagogiques  employés,  des  perfectionnements  possibles; 
à  l'heure  où  la  Science  a  tant  progressé,  les  programmes  des  di- 
verses branches  de  l'enseignement  appellent  des  réformes  plus 
ou  moins  complètes;  et  avec  cela  il  y  a  une  question  fondamentale 
dont  on  ne  saurait  méconnaître  rimportance  :  c'est  celle  de  la 
préparation  du  corps  enseignant. 
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»  Toutes  ces  transformations  ne  sauraient  s'accomplir  bm^ 
qiiement,  ni  sans  de  sérieuses  réflexions  préalables.  Mais,  pour 
procéder  à  une  telle  étude  d'une  façon  judicieuse,  U  première  des 
conditions  n'est-elle  pas  de  connaître  ce  qui  se  passe  dans  les 
autres  pays,  de  savoir  quelle  est  dans  chacnn  d'eux  le  mode  d'or- 
ganisation mathématique,  quels  sont  les  programmes  en  vigaenr, 
les  moyens  de  sanction  des  études,  etc.  Or,  sur  toutes  ces  choses, 
on  vit,  il  faut  le  reconnatlre,  dans  une  ignorance  générale  pro- 
fonde, et  il  n'en  peut  être  autrement.  Malgré  les  relations  fré- 
quentes qui  se  sont  établies  à  notre  époque  entre  savants  qui 
cultivent  un  même  sujet  d'étude,  malgré  les  Congrès  internationaux 
si  brillamment  inaugurés  à  Zurich  en  1897  et  dont  le  principe  est 
désormais  établi,  le  monde  de  renseignement  proprement  dit  n'a 
pu  s'associer  jusqu'à  présent  à  ce  grand  mouvement  de  solidarité 
scientifique  aussi  pleinement  qu'il  cAt  été  désirable...  Nous 
avons  voulu,  par  la  publication  de  notre  Revue,  renverser  les 
obstacles  qui  s'opposentà  ces  communications  réciproques  et  créer 
une  sorte  de  correspondance  mutuelle,  continue,  entre  les  hommes 


qnic 


nsacré  leur  vie  à  cette  noble  mission  :  l'éducation  math^ 


malique  de  la  jeunesse. 

H  En  vue  de  ce  résultat  notre  premier  soîn  a  été  de  donner  à  la 
Publication  périodique  dont  il  s'agit  un  caractère  franchement  et 

hautement  international Chaque  numéro  de  Y E nseignement 

mathématique  contiendra  en  principe  : 

1)  i"  Des  articles  généraux;  2°  des  études  pédagogiques;  3" une 
chronique    et   des    correspondances;    4°    nne    partie    bibliogra- 
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qae  toules  les  idées  puissent  se  produire  au  grand  jour  ou  être 
soumises  à  la  discussion  des  hommes  de  science,  la  correspon- 
dance que  nous  ajoutons  à  notre  chronique  nous  semble  appelée 
à  rendre  de  grands  services.  Sous  cette  rubrique,  nous  accueille- 
rons toutes  les  idées,  même  celles  auxquelles  nous  serions  totale- 
ment opposés,  en  matière  d^enseignenient  mathématique.  Elles  se 
trouveront  nécessairement  présentées  sous  une  forme  un  peu  con- 
densée; mais  cette  partie  de  notre  Res^ue  sera  une  véritable  tri- 
Lune  ouverte  à  tous  sans  restriction .... 

»  En6n  la  bibliographie,  que  nous  ne  voulons  pas  négliger, 
comprendra  Tannonce  ou  Tanaljse  sommaire  du  plus  grand 
nombre  possible  des  publications,  périodiques  ou  non,  intéres- 
sant l'enseignement  mathématique  et  qui  seront  portées  à  la  con- 
naissance de  la  Direction.  » 

Ces  extraits  du  programme  définissent  les  tendances  de  la  nou- 
velle publication.  Pour  en  donner  une  idée  aussi  exacte  que  pos- 
sible, nous  allons  analyser  rapidement  quelques-uns  des  principaux 
travaux  parus  dans  les  trois  preïniers  numéros. 

Parmi  les  articles  généraux,  nous  signalerons  ceux  de  M.  Z.-G. 
de  Galdeano  sur  les  Mathématiques  en  Espagne,  où  Fauteur  résume 
en  quelques  pages  intéressantes  ce  qui  a  été  fait  en  Espagne  dans  les 
diverses  branches  mathématiques;  de  M.  Bobj^nin  sur  FEnseigne- 
ment  mathématique  en  Russie,  011  Fauteur  s*attache  principale- 
ment à  la  période  antérieure  à  1828;  nous  espérons  que  celle  série 
sera  continuée  et  complétée  ;  il  est  à  désirer  que  nous  connaissions 
bien  comment  se  distribue  FEnseignement  malhcmatiquc  dans  les 
principaux  pajs. 

D^aulres  articles  de  M.  Fontené  surFenseigneincnlde  la  ihéoric 
des  vecteurs,  de  M.  Fehr  sur  Fenseigncment  des  éléments  de 
Trigonométrie,  de  M.  C.  Fontené  sur  Femploi  des  signes  en  Géo- 
métrie, de  M.  Candide  sur  la  fusion  de  la  IManiniétrie  et  de  la 
Stéréométrie  dans  Fenseigncment  de  la  Géométrie  élémentaire  en 
Italie,  appartiennent  à  la  seconde  catégorie  qui  a  été  prévue  par 
les  directeurs.  Ils  se  rapportent  à  l'enseignement  des  difFcrcntcs 
branches  des  Mathématiques  et  sont  de  nature  ù  rendre  de  réels 
services  aux  professeurs. 

D^autres  articles  présentcnl  un  intih'ét  d'un  aulro  ordn',  lii.sl<)- 
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rifjue  ou  plulosophique  ;  ceux,  par  exemple,  de  M.  Lalsant  sur  les 
questions  de  terminologie,  de  M.  A.  Bînet  sur  la  Pédagogie  scïen- 
lifîqiic  en  général,  de  M.  Lai.sant  sur  le  choix  des  sujets  de  com- 
position, de  M.  de  Galdeano  qui  traite  de  quelques  priocipes 
généraux  sur  l'enseignement  mathématique.  Un  travail  de  M.  H. 
Laurent  intitulé  *  «  Considérations  sur  l'enseignement  des  Mathé- 
matiques dans  les  classes  de  spéciales  en  France  »  a  amené  M.  H. 
Poincaré  à  discuter  un  des  points  soulevés  par  l'auteur  dans  no 
article  dont  le  titre  :  u  La  notation  dîlTérentielle  et  l'euseignement  > 
indique  Ijien  l'objet.  M.  Poincaré  n'est  pas  d'avis  que  l'on  ajoute 
dans  l'enseignement  toutes  les  difficultés  qui  résultent  de  l'emploi 
de  la  notation  différentielle  à  celles  qu'éprouve  l'élève  dans  l'étude 
et  la  recherche  des  dérivées.  Enfin  M.  Poincaré,  dans  le  dernier 
numéro,  nous  donne  un  second  article  tout  à  fait  digne  d'être 
médité  sur  la  logique  et  l'intuition  dans  la  Science  mathématique 
et  dans  l'Enseignement. 

Avec  de  tels  articles,  avec  le  patronage  d'hommes  tels  que 
MM.  Appcll,  Bougaiev,  Cantor,  Oemona,  Czuber,  de  Galdeano, 
Greenhili,  Rlein,  Liguine,  Mansîon,  Mitlag-Lefller,  OItramare, 
Pelerscn,  Picard,  Poincaré,  Schoute,  Stéphanos,  Teixeira,  Vas- 
silief,  Zîwet,  le  nouveau  Recueil  est  assuré  de  vivre  et  de  trouver 
bon  accueil  dans  tous  les  pays. 
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G^ométne  analjli(]ue  ù  rAcadémie  des  Sciences,  ils  n'éuient  l'un 
et  l'autre  que  d'excellents  élèves;  s'ils  avaient  eu  dix  ans  de  plus, 
personne  n'aurait  remarqué  leur  œuvre.  Les  plus  grands  géomètres, 
depuis  cinquante  ans,  commentent  les  découvertes  de  Galors.  La 
Ungue  niaibéinatique  est  U  plus  parfaite  cl  la  plus  simple  qu'on 
COQOaisse.  L'HApilal  et  Clairaul  ont  appris  presque  dès  Tenfance 
à  1  écrire  correctement.  Pascal  et  Galois,  pour  la  découvrir,  ont 
surmonté  tous  les  obstacles  et,  dés  le  premier  jour,  l'ont  parlée 
avec  perfection.  L'un  el  l'autre  ont  été  de  ces  liommes  dont  [>arle 
La  Bruyère  :  n  Semblables  à  ces  étoiles  extraordinaires  dont  on 
ignore  les  causes,  ils  n'ont  ni  aïeuls  ni  descendants;  ils  composent 
seuls  toute  leur  race,  » 

La  vie  d'Evariste  Galois  permet  de  regretter,  pour  lui  et  pour 
la  Science,  qu'il  n'ait  pas,  comme  Augustin  Cauchy,  rencontré  un 
Lagrange  pour  conseiller  avec  autorité,  à  un  pérc  capable  de  le 
comprendre,  de  lui  rendre  la  voie  commune  assez  attrayante  pour 
qu'il  consentît  à  la  suivre.  Le  prodigieux  enfant,  tout  le  prouve,  y 
aurait  surpassé  ses  rivaux,  et  la  Science,  en  s'emparant  de  lui 
quelques  années  plus  tard,  l'aurait  conservé  plus  longtemps.  L'en- 
treprise eilt  clé  difficile,  Augustin  et  Êvarisle,  quoique  également 
doués,  étaient  Tort  ilisseniblables.  Augustin,  pieux  et  docile 
enfant,  respectait  toutes  les  règles  el  obéissait  à  tous  les  devoirs, 
hvariste,  nourri  dans  la  haine  des  tyrans,  croyait,  en  tourmen- 
tant les  maîtres,  veiller  au  maintien  de  ses  droits. 

Évariste  Galois  naquit  à  lïourg-la-Keine,  le  25  octobre  1811. 
Son  père  était  chef  d'une  inslitulion  florissante,  fondée  avant  la 
Itévolution  par  le  grand-père  d'Evariste.  Sa  mère,  fille  d'un  savant 
jar'iAcoasuhe,  avait  une  instruction  plus  solide  que  celle  dont  les 
programmes  s'accroissent  sans  cesse  aujourd'hui.  Elle  avait  puisé 
dans  les  auteurs  classiques,  qu'elle  étudiait  dans  leur  langue,  le 
respect  du  stoïcisme  et  l'amour  des  vertus  antiques.  M.  Galois, 
bomnie  de  belles-lettres,  spirituel  et  instruit,  avait  dû,  comme 
maire  de  Bourg-la-Reine,  jurer  fidélité  à  Louis  XVIIL  Sa  con- 
science le  lui  reprochait,  el  les  royalistes,  nombreux  dans  son  vil- 
lage, l'accusaient  de  n'avoir  juré  que  du  bout  des  lèvres.  Leurs 
calomnies  troublaient  sa  vie  ;  il  se  délivra  par  le  suicide  du  délire 
de  la  persécution.  Évariste  avait  alors  dix-huit  ans.  Instruit  par  sa 
mère,  il  fut  un  aimable  et  heureux  enfant.  Quand,  à   l'àgc  de 
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douze  ans,  on  le  plaça  comme  înteroe  au  collège  Louis-le-Gnnd, 
il  pleura  ces  bcaiis  jours  qu'il  ne  revit  jamais.  Évariste  était  bien 
préparé  à  la  classe  de  quatrième,  mais  les  succès  d'écolier  ne  le 
leulèreni  pas.  Ses  maîtres,  immédiatement,  se  plaignirent  de  lui; 
on  le  trouvait  impardonnable  de  ne  pas  se  placer  à  la  tète  de  la 
classe.  Il  récitait  ses  leçons  sans  faute  quand  il  avait  daigné  les 
regarder.  Le  nom  de  Galois  inspire  aujourd'hui  le  respect;  la 
mauvaise  humeur  de  ses  maîtres  paraît  risîble.  Galois  parait 
affecter,  s'écrie  prétentieusement  son  professeur  de  rhétorique, 
de  faire  auire  chose  que  ce  qu'il  faudrait.  C'est  dans  cette  inten- 
tion qu'il  bavarde  si  souvent  :  il  proteste  contre  le  silenee. 

A  Tâge  de  quinze  ans,  son  professeur  ne  trouve  pas  que  cet 
enfant,  qui  dans  ua  an  deviendra  t'émule  de  Gauss  et  de  Cauchjr, 
ait  l'esprit  assez  mûr  pour  proHler  des  leçons  qu'il  n'écoutait  pas. 
On  le  renvoya  dans  la  classe  de  seconde,  où  Saint-Marc  Girardin, 
pour  toute  appréciallon,  déclara  sa  conduite  passable. 

I, 'année  suivante,  en  rhétorique,  son  professeur,  M.  Pierrot, 
écrit  :  «  Sa  facilité,  à  laquelle  il  faut  croire,  quoique  je  n'en  aie 
encore  aucune  preuve,  ne  le  conduira  à  rien;  il  o'y  a  trace,  dans 
ses  devoirs 


L>  néglige. 


e  et  de  biz 

On  va  jusqu'à  déclarer  son  uriginalité  alTectée.  Qu'en  savait-on? 
Sur  un  seul  point,  personne  n'hésite  et  ne  doute.  Galois  a  la  pas- 
sion, on  dit  quelquefois  la  fureur,  des  Mathématiques.  Son  profes- 
seur de  Mathématiques  spéciales,  sans  deviner  son  génie,  il  ne 
faut  pas  demander  l'impossible,  lui  prédit  le  premier  rang  à 
l'kcolc  Polytechnique,  et  le  prix  d'honneur  au  concours  général; 
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'hoDoeur,  comme  en  1813  Michel  Cliaslcs,  il  n'eu  faut  rien  con- 
clure :  la  composition  de  Galois  <^tail  cxcelleiite,  mais  le  sujet 
était  facile,  beaucoup  d'auLi-es  ool  pu  fiiiie  nussi  bien  que  lui.  Bra- 
vais mdrlla  le  premier  prix;  la  Commission  avnil  bien  jugé,  et 
Poisson,  chargé  de  jiroposer  la  question,  ne  l'avait  aueuDement 
mal  choisie.  Le  concours,  quoi  qu'on  fasse,  esl  une  lolene  entre 
les  bons  élèves.  Pour  les  meilleurs  les  billets  sont  nombreux;  mai» 
chaque  concurrent  en  rei^oil  an  moins  un.  Bravais,  d'ailleurs, 
^(ait  un  élevé  hors  ligne  qui,  solidement  instruit  jiar  ses  maîtres, 
nii^ritoit  mieux  leurs  récompenses  que  Galois,  dont  la  science, 
Leaucoup  plus  profonde,  ne  devait  rien  à  leurs  lei;ous. 

Une  légende  s'est  formée  sur  l'examen  d'admission  de  Galois  à 
l'ii^ole  Polytechnique.  M.  Dupuy  la  rapporte.  Il  esl  mol  informé. 
«  Qnel  esl,  dit-il,  l'examinateur  qui  n'avait  pas  compris  Galois  : 
Est-ce  Lefébure  de  Fourcj  ou  Binel?  (Il  faut  lire  :  Lefebvre  ou 
Dinet.)  La  tradition  veut  qu'à  la  suite  d'une  discussion  où  l'un 
il'enx  avait  eu  tort,  le  candidat  exaspéré  ail  jeté  le  torchon  à 
cO'acer  la  craie  à  la  figure  de  l'cxaniinalcur.  »  La  tradition  est 
Htu&se.  L'examinateurélaîiDinct.  Admiré  pendant  pi  us  de  vingt  ans 
comme  professeur  de  Mathématiques,  il  avait  eu  pour  élèves  res- 
pectueux et  reconnaissants  Cauchy,  Olinde  Rodrigues,  Duhamel, 
<  limbes  et  Klîe  de  Beanmont.  Homme  d'espril  d'ailleurs,  exami- 
nateur consciencieux  et  bienveillant,  et,  d'après  l'opinion  com- 
mune, celui  de  tous  qui  se  trompait  le  moins.  Sun  mode  d'examen, 
excellent  pour  les  élèves  ordinaires,  pouvait,  dans  des  chs  excep- 
tionnels et  très  rares,  l'induire  à  de  graves  erreurs.  Les  questions 
de  Dinct  élaienl  toujours  irts  faciles.  Quelquefois,  par  exemple, 
il  dictait  une  suite  de  chiifrcs  pour  faire  lire  au  candidat  le  nombre 
qu'iU  représentent.  Indiquant  aux  élèves  une  route  unie  et  sans 
plitges,  il  complaît  sur  sa  longue  expérience  et  sur  la  finesse  de 
son  esprit  pour  juger  leur  savoir  à  l'assurance  et  à  la  fermeté  de 
leur  démarche.  Un  sortait  joyeux  de  son  examen,  certain  de 
n'avoir  fait  que  des  réponses  exactes.  Les  déceptions  étaient  nnm- 
brcuscs.  On  pouvait  comparer  Dinet  à  un  maître  d'armes  qui, 
chargé  de  juger  les  candidats  sur  l'escrime,  se  serait  borné  à  les 
l'aire  tirer  au  mur,  voulant,  avant  tout,  apprécier  la  bonne  tenue 
et  le  respect  des  principes.  Les  résultats  ne  seraient  pas  les 
inétncs,  certainement,    que  si,  les  mcllanl   en  lutte  <lcu<c  à  deux. 


301  PttEUIÈKB  PARTIE. 

OD  les  jugeait  sur  le  nombre  des  coups  donnés  et  reçus;  maïs  on 
serait  sans  doute  plus  certain  de  découvrir  ceux  qui,  plus  lard, 
deviendront  bons  tireurs,  à  ia  condition,  toutefois,  qu'ils  voulus- 
sent bien  se  prêter  à  l'épreuve  et  s'y  préparer  sérieusement.  Le 
professeur  Je  Mathématiques,  telle  était  la  maxime  de  Dinet,  doit 
enseigner  avant  tout  l'art  de  raisonner;  la  manière  de  démontrer 
a  plus  d'importance  que  les  vérités  que  l'on  démontre. 

Un  tel  jugement  semblait  absurde  à  Galois. 

La  question  posée  par  Dinet  était  :  l'exposition  de  la  théorie 
des  logarithmes  arithmétiques.  Premier  grief  de  Galois  :  il  n'y  a 
pas  de  logarithmes  arithmétiques;  ceux  que  Dinet  aurait 
nommés  algébriques sani  exactement  les  mêmes.  Pourquoi  ne  pas 
lui  demander  simplement  la  théorie  des  logarithmes?  Il  aurait  pu, 
sur  celte  question  digne  de  lui,  étonner  Dinet  par  sa  supériorité. 
11  se  borna,  sans  sortir  des  bornes  prescrites,  à  dire  en  peu  de 
mois  ce  que  savaient  tous  les  candidats.  Dinet,  pour  faire  briller 
réh've  supérieur  qu'on  lui  avait  annoncé,  lui  demanda  si,  dans 
l'adjonction  de  termes  nouveaux  dans  les  progressions  qui  servent 
de  biisc  à  la  théorie  qu'il  venait  d'exposer,  il  était  nécessaire  d'en 
introduire  le  même  nombre  dans  chacun  des  intervalles.  «  En 
aucune  façon  n,  répondit  Galois.  Dinet  feignit  d'en  douter,  et 
Galois,  dans  ce  doute,  crut  voir  une  preuve  d'ignorance;  ÎI  répéta 
simplement,  peut-être  avec  un  impertinent  dédain,  la  vérité,  pour 
lui  complètement  évidente,  dont  le  développement,  qui  lui  était 
facile,  auraitassui'é  sa  réception. 

Renonçant   à   l'Ëcole  Polytechnique,   Galois   concourut  pour 
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qu^il  in*a  paru  être,  je  doute  fort  qu'on  en  fasse  jamais  un  bon 
professeur.  » 

Au  lieu  des  leçons  de  Cauchy  et  d'Ampère,  qu'il  avait  espérées 
à  l'École  Polytechnique,  Galois  dut  suivre  à  la  Sorbonne  celles  de 
Lacroix,  et  à  l'École,  les  conférences  de  Leroy.  Il  fut  mauvais 
élève,  tdut  comme  au  collège.  Supérieur  à  ses  camarades,  il  croyait 
l'être  à  ses  maîtres,  et  il  avait  raison,  personne  n'en  doute  au- 
jourd'hui. 

Un  de  ses  anciens,  Antoine  Masson,  m'a  raconté  qu'une  Revue 
scientifique,  apportée  un  jour  dans  l'École,  donnait  l'énoncé  du 
théorème  d'Algèbre  par  lequel  Sturm  est  devenu  célèbre.  C'était 
un  progrès  apporté  à  une  théorie  classique  que  chacun  des  élèves 
aurait  prochainement  à  enseigner.  Ils  désiraient  connaître  la  dé- 
monstration. Leroy  attendait  comme  eux  que  l'auteur  la  fît  con- 
naître. Galois  entra  dans  la  salle  de  ses  anciens;  on  lui  commu- 
niqua l'énoncé,  il  le  fit  répéter;  puis,  après  quelques  minutes  de 
réflexion,  sans  prendre  la  plume,  il  alla  au  tableau  et  donna  la 
démonstration,  dont  Masson,  Amyot  et  Auguste  Chevalier,  qui 
l'ont  entendue,  ont  gardé  le  souvenir. 

Les  Mathématiques,  cependant,  l'occupaient  de  moins  en  moins. 
Avant  et  après  la  Révolution  de  i83o,  le  drapeau  rouge  flottait 
dans  ses  rêves  au  milieu  des  permutations  et  des  groupes  de  ra- 
cines. La  chute  de  Charles  X  l'avait  enivré.  Louis-Philippe  trahis- 
sait ses  serments,  et  tout  bon  citoven  devait  secouer  le  nouveau 
joug.  La  violence  de  ses  invectives  étonnait  ses  camarades  et  in- 
quiétait ses  maîtres.  Il  écrivait  aux  journaux  pour  dénoncer  l'esprit 
réactionnaire  des  chefs  de  l'Ecole.  Il  fut  renvoyé.  Ni  ses  amis  ni 
ses  admirateurs  ne  pouvaient  désirer  qu'il  reslat. 

Galois  étail  intraitable  et  violent,  mais  désinléressé  et  loyal. 
Sa  supériorité  et  son  entière  bonne  foi  méritaient  l'indulgence. 
On  le  traita  en  ennemi  dangereux  et  indigne.  Ses  notes  de  con- 
duite étaient  détestables,  et  la  plupart  de  ses  camarades,  quoique 
trop  médiocres  pour  jalouser  ses  talents,  étaient  malveillants  et 
injustes.  On  a  présenté  son  renvoi  comme  la  juste  j)unition  d'une 
lettre  anonyme  qu'il  avait  écrite.  L'accusation  n'est  pas  méritée; 
Ja  lettre,  envoyée  à  un  journal,  était  signée  :  (jdlois^  élè^e  à 
l^ Ecole  Normale,  Le  gérant  qui  la  publia,  pour  ne  pas  compro- 
mettre l'auteur,  remplaça  la  si^nahire  par  cette  indication  :  a  Un 
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lui  crièrent  par  la  fenêtre  :  «  Eh!  notre  vieillard  de  vingt  ans, 
vous  n'avez  pas  seulement  la  force  de  boire,  vous  avex  peur  de  la 
boisson!  »  Il  monta  pour  marcher  droÎL  contre  le  danger,  vida 
d'un  trait  une  bouteille  d'eau-de-vie,  pui^  b  jeta  à  la  tétc  de  l'im- 
pertinent provocateur.  II  faillit  en  mourir. 

M.  Diipuj  a  supprimé  dans  le  léctt  de  Itnspail  quelques  détails 
écœurants;  j'en  supprime  moi-même  dans  le  sien. 

Galois,  pour  des  raisons  que  j'ignore,  passa  dans  une  maison 
de  santé  ses  dernières  semaines  de  captivité.  Il  y  lit  connaissance 
avec  une  femme,  de  très  mauvaise  vie  probablement,  et  à  son 
occasion  fut  provoqué  pnr  deux  adversaires  à  la  fois;  ni  lu  poli- 
li(|ue,  quoi  qu'on  en  ait  dit,  ni  la  police  n'y  l'inient  pour  rîen. 
Une  lettre,  adressée  vaguement  à  tous  les  républicains  et  écrite  la 
veille  de  sa  mort  en  prévision  d'une  issue  fatale,  montre  suffisam- 
ment les  cau-^es  de  la  rencontre. 

«  Je  prie  les  patriotes,  mes  amis,  de  ne  pas  me  reprocher  de 
mourir  autrement  tpie  pour  le  pajs.  Je  meurs  victime  d'une 
infâme  coquette.  C'est  dans  un  misérable  cancan  que  s'éteiot 
ma  vie. 

ji  Oli!  jiourqnoi  mourir  pour  si  peu  de  chose!  Mourir  pour 
quelque  chose  di^  si  méprisable!  Je  ))rends  le  ciel  à  témoin  que 
c'est  contraint  et  forcé  que  j'ai  cédé  à  une  provocation  que  j'ai 
conjurée  par  tous  les  moyens.  Je  nie  repens  d'avoir  dit  une  \érité 
funeste  à  des  gens  si  peu  en  étal  de  l'entendre  de  sang-froid  ;  mais 
enfin  j'ai  dit  la  vérité.  J'emporte  au  tombeau  une  conscience  nelle 
nette  de 


MÉLANGES.  in; 

Fourîer  mourait  moins  d'un  an  après  cl  Caucliy  avait  quitté  la 
France. 

Les  regislres  de  l'Académie  ne  disent  pas  auquel  des  commis- 
saires les  Mémoires  de  Galois  furent  envoyés;  Arago  a  expliqué 
leur  perte  par  le  désordre  dans  lequel  on  trouva  les  papiers  de 
Fourier;  la  tradition,  d'un  autre  coté,  a  accusé  (^aucliy.  Les  deux 
Mémoires  ont  été  perdus  et  Gauchj  était  seul  à  faire  partie  des 
deux  commissions. 

Galois,  se  résignant,  quoique  fort  mécontent,  à  la  perte  du 
beau  Mémoire  dont  lui  seul  savait  l'importance,  envoya  une  se- 
conde rédaction.  Poisson  et  Lacroix  furent  commissaires.  Un 
uccusé  de  réception  fut  adressé  à  Galois,  et  plusieurs  mois  s'écou- 
lèrent sans  qu'il  entendît  parler  de  TAcadémie.  Enfermé  à  Sainle- 
Télagie,  il  ne  pouvait  aller  voir  les  commissaires;  il  écrivit  au 
président  de  l'Académie  le  3i  mars  i83i.  Fourier  était  mort 
depuis  un  an  et  Gauclij  habitait  Turin.  C'est  Poisson  qui  reçut  sa 
lettre. 

«  J'ose  espérer,  disait  Galois,  que  MM.  Lacroix  et  Poisson  ne 
trouveront  pas  mal  que  je  rappelle  à  leur  souvenir  un  Mémoire 
relatif  à  la  théorie  des  équations  dont  ils  oui  été  chargés  il  y  a 
trois  mois. 

»»  Les  recherches  contenues  dans  ce  M  'moire  faisaient  |)arlic 
d'un  Ouvrage  que  j'avais  mis  l'année  dernière  au  concours  pour 
le  prix  de  Mathématiques  et  où  je  donnais  dans  tous  les  cas  les 
règles  pour  reconnaîlre  si  une  équation  était  ou  non  résoluble  par 
radicaux.  Comme  ce  problème  a  paru,  jusqu'ici^  sinon  impossible, 
an  moins  fort  difiicile  aux  géomètres,  hi  Commission  d'examen 
jugea  a  priori  cpie  je  ne  pouvais  avoir  résolu  ce  |iroblèmc,  en  pre- 
mier lieu  parce  que  je  m'appelais  (ialois,  de  j)lus  parce  que  j'étais 
étudiant,  et  Ton  nie  lit  dire  que  mon  Mémoire  était  égaré. 

»  Celle  leçon  aurait  du  me  suffire.  Toutefois  sur  Tavis  dun 
honorable  membre  de  l'Académie  (c'était  Poisson),  je  relis  en 
partie  mon  Mémoire  et  vous  le  présentai.  Vous  voye/.,  Monsieur 
le  Président,  que  mes  recherches  ont  jusqu'à  ce  jour  à  peu  près 
le  même  sort  que  celle  des  quadraleurs.  L'analogie  sera-l-elle 
poussée  jusqu'au  bout? 

•»   Veuille/.,  Monsieur  le  Président,   me  faire  sorlir  (rincpiiéludc 
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CD  invitant  JMM.  Lacroix  et  l'oîsson  à  déclarer  s'ils  ont  égaré  mon 
Mémoire  ou  s'ils  onl  l'inlenlion  d'en  rendre  compte  i  l'Académie. 
»  Agréez,  Monsieur  le  Pn'sidenl,  Tltommage  de  votre  respec- 
Hiciix  serviteur. 

Galois.  » 

l'oisson  se  décida  à  étudier  le  Mémoire  ;  trois  mois  après,  il  fit 
UD  Kapport  qu'on  lui  a  beaucoup  trop  sévèrement  reproché. 

CI  Nous  avons  fait  tous  nos  ellorts,  dit  Poisson,  pour  com- 
prendre ta  démonslralion  de  M.  Galois.  Ses  raisonnements  ne 
sont  ni  assez  clairs  ni  assez,  développés  i)our  que  nous  ayons  pu 
juger  de  leur  exactitude,  et  nous  ne  serions  pas  même  en  état  d'en 
donner  une  idée  dans  ce  ra|>port.  » 

En  déclarniil  que,  malgré  tous  ses  cll'orts,  il  n'a  pas  réussi  à 
comprendre,  Poisson  est  sincère  très  évidemment,  et  la  lectun: 
du  Mémoire,  deux  fois  ijiiprimé  depuis,  donne  une  explication 
suflisanie.  Le  Kapport  se  termine  par  cette  remarque  bienveil- 
lante : 

u  L'auteur  annonce  que  la  proposition  qui  fait  l'objet  spécial 
de  sou  Méniolre  est  une  partie  d'une  théorie  générale  susceptible 
de  beaucoup  d'applications.  Souvent  il  arrive  que  les  difTérenles 
parties  d'une  théorie  en  s'éclairant  mutuellement,  sont  plus  faciles 
à  saisir  dans  leur  ensemble  qu'isolement.  On  peut  donc  attendre 
que  l'auteur  ait  publié  en.entier  son  travail  pour  se  former  une 
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leur  iustruilde  la  langue  algébrique  peut  en  juger  dès  la  première 
page.  On  lit  : 

«  1.  Une  équation  irréductible  ne  peut  avoir  aucune  racine 
commune  avec  une  équation  rationnelle  sans  la  diviser; 

»  Car  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  Téqualion  irréduc- 
tible et  l'autre  équation  sera  encore  rationnel.  Donc,  etc.   » 

Les  géomètres,  il  y  a  soixante  et  dix  ans,  ne  toléraient  ni  ces 
réticences  ni  ces  fautes  de  langage.  Des  polynômes  ont  un  plus 
grand  commun  diviseur,  les  équations  n'en  ont  pas.  Si  Galois, 
dans  l'examen  subi  sous  Dinet,  s'est  permis,  comme  on  peut  le 
croire,  de  terminer  une  démonstration  à  peine  esquissée  par  : 
«  Donc,  etc.  »,  le  vieux  maître  de  Caucliy  a  dû  croire  que  le 
candidat  lui  manquait  de  respect. 

Poisson  avait  le  droit  de  se  montrer  aussi  exigeant.  Les  habi- 
tudes académiques  autorisent  et  invitent  à  ne  pas  comprendre  à 
demi-mot. 

Lipuville,  en  publiant,  quinze  ans  après  la  mort  de  Galois,  le 
Mémoire  que  Poisson  trouvait  obscur,  annonçait  un  commentaire 
qu'il  n'a  jamais  donné.  Je  l'ai  entendu  déclarer  la  démonstration 
très  facile  à  comprendre.  Et  au  geste  d'étonnement  qu'il  me  vit 
taire,  il  ajouta  :  «  Il  suffit  d'y  consacrer  un  mois  ou  deux,  sans 
penser  à  autre  chose.  »  Ce  mot  explique  et  justifie  l'embarras  loya- 
lement avoué  par  Poisson  et,  sans  aucun  doute,  rencontré  par  Fon- 
rier  et  par  Cauchy.  Galois,  avant  de  rédiger  son  Mémoire,  avait 
pendant  plus  d'un  an  passé  en  revue  rinnombrabic*  armée  des 
permutations,  des  substitutions  et  des  groupes.  Il  a  du  classer  et 
mettre  en  œuvre  toutes  les  divisions,  les  brii;ades,  les  régiments, 
les  bataillons,  et  distinguer  les  siin|)les  uuilcs.  Le  lecteur,  si  ha- 
bile (jue  soit  la  rédaction,  doit,  [)our  s'orienter  et  se  reconnaîli'e 
dans  cette  foule,  Téclairer  de  sa  propre  luniirre  pendant  de 
longues  heures  d'attrnlion  active.  La  nature  du  sujet  l'exige.  Les 
idées  sont  nouvelles,  la  langue  doit  Tétre;  elle  ne  peut  s'ap- 
prendre en  un  jour. 

Pour  comprendre  solidement  l'Ouvrage;  ([u'il  voidait  coujuienler, 
Liouville  invita  (juelques  amis  à  entendre  une  série  de  lerons  sur 
Pœuvre  de  Galois.  Serret  assistait  à  ces  conléreiices.  La  preniicre 
édition  de   son  Traité  irAlgèbre  supéiicure,  publiée  (juchpics  an- 
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nées  plus  tard,  ne  disait  rien  sur  les  décoiiverlcs  de  Gatois.  Il  ne 
se  croyait  pas  permis,  disait-ililans  sa  iiréface,  d'usurper  les  droits 
du  inaitre  qui  l'en  avait  instruit..  Lors  de  la  seconde  édilîoa, 
quinze  années  s'étaienLécoulées.  1^  projet  de  Liouville  paraissant 
abandonné,  Serrel  rédigea  la  théorie  de  Galois;  il  y  consacrait, 
je  crois  m'en  souvenir,  soixante  et  une  pHgcs  (|ui  fui-cnt  imprimées 
et  dont  j'ai  corrigé  les  épreuves. 

Comme  je  m'étonnais  de  n'y  piis  roncinitrcr  le  nom  de  l.îouvillt', 
il  me  répondit  :  u  J'ai  assisté  à  ses  lerinis,  cela  est  vrai,  mais  je 
n'y  ai  rien  compris.  «  Après  réilexion,  cependant,  cette  déclara- 
tion paraissant  iliflicili;  ù  faire,  il  se  décida,  céilanlau  désir  impé- 
rieux de  Liouville,  îi  snpprlnicr  les  soixante  et  une  pages,  et  pour 
satisfaire  à  la  Ivpograpliie,  les  feuilles  suivantes  étant  déjà  tiréeii, 
il  fallut  sur  un  sujet  lits  dilférent  écrire  un  nombre  égal  de  lignes. 

M.  Catuillc  Jordan  a  écrit  dans  la  préface  de  sou  beau  Livre  sur 
la  théorie  des  substitutions  :  •<  Il  était  réserve  à  Galois  d'asseoirla 
ihcorie  des  équations  sur  sa  base  définitive,  en  montrant  qu'à 
chaque  équation  correspond  un  groupe  de  substitutions  dans 
lequel  se  réllètenl  ses  caractères  essentiels  et  nolammenl  tous  ceux 
qui  ont  trait  à  sa  résolution  par  d'autres  équations  auxiliaires. 

«  De  ce  point  de  vue  élevé,  ajoute  M,  Jordan,  le  problême  de 
la  résolution,  qui  semblait  former  l'unique  objet  de  la  théorie  des 
équations,  nappariiil  |ilns  que  comme  le  premier  anneau  d'une 
longue  chaîne  de  questions  relatives  aux  transformations  des  irra- 
tionnelles et  à  leur  classification.  Galois,  faisant  à  ce  problème 
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toutes  les  questions  relatives  aux  équations,  n'est  encore  que  peu 
avancée.  Lagrange  n'avait  fait  quePeffleurer,  Cauchj  l'a  abordée  à 
plusieurs  reprises. .  .  »  Il  ajoute,  pour  se  résumer  :  a  mais  la  ques- 
tion est  si  vaste  et  si  difficile  qu'elle  reste  encore  presque  en- 
tière. .  • 

«  Trois  notions  fondamentales  commencent  cependant  à  se  dé- 
gager :  celle  delà  primitivité,  qui  se  trouvait  déjà  indiquée  dans  les 
Ouvrages  de  Gauss  et  d'Abel  ;  celle  de  la  transilivité,  qui  appartient 
à  Cauchy;  enfin  la  distinction  des  groupes  simples  et  composés. 
C'est  à  Galois  qu'est  due  celte  dernière  notion,  la  plus  impor- 
tante des  trois.  » 

En  rapprochant  ainsi  Galois  de  Gauss,  d'Abel  et  de  Caucliy, 
M.  Jordan  lui  rend  un  bel  hommage.  On  est  allé  plus  loin.  Sophus 
Lie  joignait  malheureusement,  comme  Galois,  au  génie  qui  fait 
tout  pardonner  le  grave  défaut  de  manquer  de  clarté.  Les  éditeurs 
du  livre  consacré  au  Centenaire  de  TEcole  Normale  l'ont  prié  de 
rédiger  la  Notice  relative  à  cet  immortel  normalien.  Nul  ne  pou- 
vait avoir  pour  le  juger  une  autorité  plus  grande  que  celle  de  l'il- 
lustre géomètre  norvégien,  professeur  à  l'Université  de  Leipzig, 

Sophus  Lie  a  pu,  sans  étonner  personne,  déclarer  la  décou- 
verte de  Galois  une  des  plus  profondes  qu'on  ait  jamais  faites.  On 
doit  retenir  comme  un  témoignage  j)r('*cicux  l'honneur  qu'il  lui 
fait  en  l'associant  à  Gauss,  à  ALel  et  à  Cauchj  dans  le  groupe  glo- 
rieux des  quatre  premiers  savants  du  siècle.  Son  enthousiasme 
Tenlraîne  trop  loin,  quand  il  ajoute  :  «  Et  s'il  est  juste  de  nommer 
immédiatement  après  ces  génies  créateurs  Jacohi,  dont  le  talent 
brillant  s'est  attaqué  à  tant  de  branches  des  Malliémaliques  ;  à  mon 
avis,  pour  l'originalité,  la  puissance  cl  la  piofondeur,  il  ne  saurait 
toutefois  être  comparé  aux  quaire  malhénialicicns  cités  plus 
haut.  » 

Jacobi  est,  suivant  de  bons  jni^cîs,  le  plus  llhislre  géomètre  du 
siècle;  pour  quehjues-uns  même,  ]c  plus  grand  (pii  ail  jamais 
existé.  11  n'est  j)as,  suivant  Sophus  Lie,  comparable  à  Galois  !  De 
telles  appréciations  ne  peuvent  se  discutci*.  On  croit  entendre  un 
savant  minéralogiste  préférer  un  diamant  brut  aux  plus  belles 
pierres   admirées   au    Louvre   dans   la   «ialerie  (rAj)ollon.   Galois, 
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Irùs  siisccpliltlc  et  tros  lîn,  aurait  cru  qu'on  voiilaîl  tenler  son 

orgueil. 

Uacine  a-t-il  surpassé  Corneille?  Micliel-Ange  est-il  plus  graad 
que  Rapliaiil?  Annibal,  comme  homme  <lc  guerre,  est-il  supérieur 
it  Côsar?  De  telles  questions  n'ont  pas  de  sens.  Pour  être  com- 
parées, les  grandeurs  doivoni  être  mesurables,  Sophiis  Lie  ne  peut 
l'ignorer. 

Un  des  frères  de  mon  p<TO,  le  docteur  Stanislas  Bertrand,  qui 
jamais  n'iiindiit  les  Malliémaiiques,  a  \Vcu  dans  l'intimilé  de  Ga- 
iois.  Il  le  rencontrait,  en  i83o,  tantôt  dans  les  bureaux  du  jour- 
nal /tt  Tribune,  tantôt  dans  les  réunions  sccrt'tcs  de  la  So- 
ciété c<  Aide-loi,  le  ciel  t'aidera  i>,  ce  qui  les  conduisît  à  s'asseoir 
ensemble  sur  les  bancs  de  la  police  correctionnelle.  Quinze  ans 
après,  mon  oncle,  venant  me  voir,  me  trouva  causant  avec  un  jeune 
bnmme  qu'il  semblait  regarder  avec  attention  et  écouler  avec 
élonnemont.  11  me  dit  le  lendemain  :  «  J'ai  éprouvé  bier  une  vé- 
ritable émotion,  j'ai  cru  pendant  uu  quart  d'heure  voir  et  entendre 
Évariste  (lalois.    »  Il  avait  vu  et  entendu  M.  Charles  Hermite. 

J.  I1kBTB43I». 
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H.  POINCARÉ.  —  Les  nouvkllks  mktiiodks  de  l\  Mécanique  céleste,  t.  I. 

L'intégration  complète  et  rigoureuse  des  équations  du  problème 
des  trois  corps  étant  impossible,  c'est  aux  procédés  d'approxima- 
tion que  les  géomètres  ont  du  faire  appel. 

M.  Poincaré  rappelle  d'abord  que,  si  les  anciennes  méthodes, 
dans  lesquelles  on  développait  les  coordonnées  des  astres  suivant 
les  puissances  des  masses,  ont  pu,  grâce  au  degré  de  perfection 
apporté  par  les  belles  conquêtes  de  Lagrange,  Laplace,  Le  Verrier 
et  Tisserand,  suffire,  jusqu'à  présent,  aux  besoins  de  la  pratique  : 
elles  ne  sauraient  cependant  y  suffire  toujours. 

On  ne  peut  les  employer,  pour  le  calcul  des  épbémérides  à 
longue  échéance,  à  cause  des  termes  dits  séculaires,  où  le  temps 
sort  des  signes  sinus  et  cosinus.  M.  Poincaré  montre  que  la  pn*- 
sence  de  ces  termes  ne  tient  pas  à  la  nature  du  problème,  mais 
seulement  à  la  méthode  employée,  et  il  indique  très  simplement 
comment  de  pareils  termes  peuvent  s'introduire  dans  les  dévelop- 
pements :  en  supposant,  par  exemple,  que  la  véritable  expression 
d'une  coordonnée  contienne  un  terme  en  sina/??/,  a  étant  une 
constante  et  m  une  des  masses,  on  trouvera,  en  développant  sui- 

vant  les  puissances  de/??,  des  ternies  séculaires  oL/nt ^ h.., 

et  leur  présence  donnera  une  idée  fausse  de  la  véritable  forme  de* 
la  fonction  étudiée. 

La  convergence  de  ces  développements  devient  encore  douteuse 
et  l'approximation  insuffisante  [)Our  les  grandes  valeurs  du  Icnips. 
Il  ne  faut  pas  demander  au  calcul  plus  de  précision  (praux  obser- 
vations; mais  on  ne  [)eul,  non  plus,  lui  en  dcinaiidcr  nmins.  lu, 
en  admettant  même  (pu;  les  insiruint^nls  de  mesure  ne  se  perfec- 
tionnent plus,  raccumulation  seule  des  obscrvalions  pendant  plu- 
sieurs siècles  nous  fera  connaîlrc,  avec  plus  de  précision,  les  coef- 
ficients des  diverses  inégalités. 

On  devra  donc,  dans  un  avenir  plus  ou  moins  éloigne'*,  aban- 
donner les  anciennes  méthodes. 

Les  fondateurs  de   la    M('cani(pie   célesle  onl,   eux-niémes,   re- 

liull.  des  Sciences  niatlwrn.,  j'  scric,  l.  WIII.  (  Scptciiilnc   iS,,,,.  )  | ', 
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connûtes  inconvénients  des  développements  suivant  les  puissances 
des  masses  cl  ont  cherché  à  éviter  les  termes  séculaires  dans  les 
formules  applicables  à  longue  échéance. 

M.  Poincaré  cile,  à  cette  occasion,  les  travaux  de  Delaimay,  de 
M.  Ilill  sur  ia  théorie  de  la  Lune,  les  méthodes  de  Gyldéa  et  de 
M.  Lindstedt. 

Grâce  aux  ciïbris  de  ces  savants,  la  difficulté  provenant  de 
termes  séculaires  peut  être  regardée  comme  d é fi nitïvemenl vaincue, 
et  les  procédés  nouveaux  suffiront  probahlement,  pendant  fort 
longtemps  encore,  aux  besoins  de  la  pratique.  Tout  n'est  pas  fait 
cependant.  La  plupart  des  développcmenls  ne  sont  pas  conver- 
gents au  sens  que  les  géomètres  donnent  à  ce  mol.  Ces  séries  ne 
peuvent  donc  pas  donner  une  approximation  indéfinie  ;  il  viendra 
un  moment  où  elles  seront  iiisiiffisanles;  en  outre,  les  consé- 
quences que  l'on  serait  porté  à  tirer  de  leur  forme  ne  sont  pas 
légitimées. 

Le  but  de  la  Mécanique  céleste  ne  sera  atteint  que  lorsque  l*un 
pourra  se  rendre  compte  du  degré  d'exactitude  des  éphémérides 
que  l'on  calculera.  Jusque-là,  il  sera  impossible  de  savoir  si  les 
écarts  entre  tes  éphémérides  et  les  observations  proviennent  de 
ce  que  la  loi  de  Newlon  est  en  défaut  ou  de  l'imperfection  de  la 
théorie. 

Ce  sont  toutes  ces  considérations  qui  ont  conduit  M.  Poincaré  i 
donner,  dans  sa  Mécanique  célfste.  une  si  grande  place  aux  ques- 
tions <le  convergence. 

Le  premier  Volume,  qui  fait  l'objet  de  cette  analyse,  contient 
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Il  considère  des  équations  de  la  forme 

(l)  -y—      -;^— .    .    —      -7^^  > 
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X|,  Xj,  .  .•,  X„  étant  des  fonctions  analytiques  et  uniformes  des 
n  variables  x^ ,  Xa,  • .  • ,  x„,  et  il  suppose,  le  plus  souvent,  que  la 
variable  /  qui  représente  le  lemps  n'entre  pas  explicitement  dans 
les  fonctions  X . 

Dans  les  problèmes  de  Dynamique,  les  équations  (i)  présentent 
la  forme  canonique  et  les  variables  se  répartissent  en  deux  séries: 

0?!,  J?!,  .••,  j:^  d'une  part,  j^i,j^2?  •••îJ^/>  de  Tautre.  M.  Poin- 
caré  dit  alors  qu'il  y  a  />  couples  de  variables  conjuguées  et  que  le 
système  est  d'ordre  2p.  C'est  ainsi  que  le  problème  des  trois  corps, 
dans  le  cas  général,  comporte  dix-huit  variables,  les  coordon- 
nées et  les  vitesses  des  trois  points,  et  neuf  degrés  de  liberté.  Ce 
nombre  peut  d'ailleurs  être  considérablement  abaissé  à  cause  des 
ÎDlégrales  connues. 

Le  problème  à  un  degré  de  liberté,  étant  immédiatement  inté- 
grable,  M.  Poincaré  s'attache  plus  particulièrement  à  celui  à 
deux  degrés.  Beaucoup  de  problèmes  de  Mécanique  s'y  ramènent, 
d'ailleurs.  Il  en  est  ainsi,  par  exemple,  du  mouvement,  par  rap- 
port à  deux  axes  mobiles  OÇ,  Or,  animés  d'une  rotation  uniforme 
autour  de  l'origine,  d'un  point  matériel  soumis  à  une  fonction  de 
forces  dépendant  seulement  de  Ç  et  de  r\.  Un  des  cas  particuliers 
du  problème  des  trois  corps  rentre  dans  la  question  précédente  : 
c'est  celui  où  Tune  des  masses  est  infininienl  petite,  de  telle  sorte 
que  le  mouvement  des  deux  autres,  n'étant  pas  troublé,  reste 
képlérien.  Tel  est,  par  exemple,  le  cas  d'une  petite  planète,  eu 
présence  du  Soleil  et  de  Jupiter. 

M.  Poincaré  ramène  encore  à  deu\  degrés  de  liberté  l'équalioii 
de  Gyldén 

dn  -f'^^^'- 

Il  s'occupe  ensuite  des  changements  de  variables  qui  irallùrent 
pas  la  forme  canonique  et  rappelle,  à  cet  eirct,  le  théorème  de 
Jacobi. 

Il  applique  ensuite  les  résultais  obtenus  au  mouvement  kéj)lé- 
rien. 
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H 


Soient^,,  Xa,Xj  les  coordonnées,  ^i,  T'a,  j',  les  composantes  dff 
la  vitesse  d'une  masse  mobile  sous  l'aclton  d'une  masse  lîxe  située 
à  l'origine  des  coordonnées  et  égale  à  M.  En  posant 

les  équations  du  mouvement  s'écrivent 
dxi  _  dV  dyi 


-  dyr 


dl 


et  leur  intégration  est  ramenée  à  celle  de  l'équHlion 

i ^y   /^y   /^y ^*!_ 

\drj    ^  {7lrJ    +  {drj         ,/j;-.-x|  +  ;ri  "' 

M.  Poincaré  introduit  dans  S  trois  constantes  L,  G,  8  lî^es  au 
grand  axe,  à  l'excentricité  et  à  l'inclinaison  par  les  formules 


éraledel'équalion 


/  est  l'anomalie  moyenne,  0  la  longitude  du  nœud,  ^  4-  Q  celle  du 
périhélie.  Si  la  masse  mobile,  au  lieu  de  se  mouvoir  par  l'attrac- 
1  de  la  masse  M,  est  soumise  à  d'autres  forces,  on  peut  prendii: 
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les  équations  du  mouvement  sont 

.     dxi  _  dF_  dn  _       dF 

dt    ~~  dy^i  dt  dxi 

Pour  introduire  les  variables  képlériennes,  on  détermine,  comme 
plus  haut,  la  fonction  S(^i,  x^^  ^3,  L,  G,  8)  el  Ton  pose 

rfS_  d^  _  ^_ft  ^_/ 

dxi  "^'^         dG  ~  ^'         rfe  ~    '         dL  ~    • 

D'après  le  théorème  de  Jacobi,  les  équations  conservent  la  forme 
canonique  et  s'écrivent 


dL       d¥ 
dt        dl' 

dG       dF 
dt        dg  ' 

de       dF 
dt"  d^' 

dl           dF 
dt           dL' 

dg           dF 
di            dG  ' 

dO           dF 
dt            d(S 

Il  peut  arriver  que,  la  force  restant  constamment  dans  le  plan  des 
j:i,X2,:r3,  il  en  soit  de  même  du  point  mobile.  Dans  ce  cas,  on 
aura  constamment  G  =  o  et  la  fonction  F  dépendra  seulement  de 
G,  L,  /  et  de  la  longitude  du  périhélie  ^  H-  9.  En  posant 

^-4-9  =  T!T,      G  =  e  =  n, 


on  a  les  équations 

dL 

dt  " 

dF 

"  dl  ' 

dn         dF 

dt             dm  ' 

dl 

dF 

dm        dF 

dl 

^dL' 

dt         d\\ 

(^'est  ainsi  que  M.  Poincaré  procède  dans  le  cas  général  du  pro- 
blème des  trois  corps.  Il  désigne  par  //2,,m2,/^'3  leurs  niasses,  par 
a^bjC  leurs  distances  mutuelles,  par  V  [jl  la  fonction  des  forces, 
[X  étant  une  constante  dont  on  trouvera  plus  loin  la  signification. 
Il  suppose  que  le  centre  de  gravité  des  trois  corps  A,  B,  C  est  fixe, 
désigne  par  D  celui  des  A  el  13  el  considère  deux  systèmes  d'axes 
mobiles,  parallèles  aux  axes  fixes  cl  ajanl  leur  origine  l'un  en  A, 
Pautre  en  D.  Il  appelle  j'i,jr2,X3  les  coordonnées  de  B  par  rapport 
au  premier  système;  Xj^^x-^^jCf^  celles  de  C  par  rapport  au  second. 
La  force  vive  totale  a  pour  expression 


m 


, +  /».,  lA  dt }  ~  \  dl  )      \di  I  \ 

[»M    I    "'^^    '".1  1  il   '//  /     ^  \  '/'  /  \   '/'  /    J 
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Lm,-^m,-i-m,J      '^ 


F  =  -  -  V, 

'•').    P'ï 

-yt 

('  =  4,5,6), 

lenl  s'écrivent 

dy,           </F 
llï  -~dl, 

(<  =  i 

1, >,..-,«>. 

'dî   "  dyC 
M.  Poincnré  construit  deux  fonctions  S;  l'une 


correspond  à  une  n 


e  masse  (m,  +  n 
es  t;(|tialiuns 


S(a:,,3T,,i,;  L,G,e) 
<se  m%  +  mi  placée  en  A,  l'autre 

S'{ari,*t,a-,;  L',  G',8') 
+  mi)  placée  eaD,  et  il  pose  S  = 


=  ?^. 


rfs 


iléfiiiissoiit  It's  nouvelles  variables  qui   se  répartissent  CD  deuK 
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En  général,  m^  el  m^  seront  1res  petits;  de  sorte  qu'on  pourra 
poser 

F  dépend  ainsi  des  six  variables  précédenles  et  de  fi,  3',  a.^,  a^ 

et  [JL. 

En  le  développant  suivant  les  puissances  croissantes  de  ijl,  on  a 

F  r=  Ko  -h  Jl  F,  -+-  tJL«  P,  -T-  . . . , 

Dans  le  cas  des  mouvements  plans,  les  inclinaisons  sont  nulles^ 
M.  Poincaré  ramène  le  problème  à  quatre  degrés  de  liberté  en 
posant 

?L  =  A,  pïl=AH,  /-4-u>  =  X,         u>  =  — /i, 

?'L'=A',        ?'U'=L'H',        /'-^u>'  =  X',       (ii'  =  — 6'. 

Les  équations  restent  canoniques  et  les  nouvelles  variables  sont 

A,  X,  A',X';  n,  u>,  ir,  («'. 

Les  variables  précédenles  ne  se  prêtant  pas  au  développement  des 
termes  successifs  F|,  ¥2^  • .  •  de  F,  M.  Poincaré  pose  d'abot'd 

PL  =  A,  ?G  =  A  — H,  pO  =  A-Il  — Z. 

?'L'=  A\  ?'G'=  A-  ir,  ?'o  =  A'-  li-  Z  , 

X  =  /--^-t-0,  /,=_^._o,  ;=-0, 

X'=/'-+-^'-t-0',  /i'  =  _^'-0',  î'^— 0'. 

et  ensuite 

%/âHcosA  =  Ç,        v^'2H'cos/i'=  ;',         /2Zcos$=y>,         /iZ'cosJ' —  y/. 
V^HsinA  =  T^,        V^H' sin /i'=  t/,        /ïZsin  ;'  =  </,        /2Z' siii;' —  7'. 

Les  équations  restent  canoniques  et  les  deux  séries  de  variables 
conjuguées  sont 

À,  X',  t,,t/,  7,7'. 

La  fonction  F  exprimée  à  Taide  de  ces  variables  est  dévelop- 
pable  tant  suivant  les  puissances  de  i,  S',  "^t,  t/, /?,/>'»  7,  7'  que 
suivant  les'sinus  et  cosinus  des  multiples  de  ).  el  )/;  les  coellirlenls 
dépendent  d'ailleurs  d'une  niaiiiôrc  quelconque  de  A,  A'.  On   le 
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voit  aisément  en  se  reportant  au  Ji-Weloppenieiit  ordinaire  de  la 
fonction  perturbatrice.  {TissEit4M>,  Mécanique  céleste,  t.  I, 
p.  307.) 

Les    variables /?,/>',  7,  9    dispar;iissent  dans   Ii 
plans  et  il  ne  reste  que  quatre  degrés  de  liberté. 


M.  Poincaré  est  a 
équations  cam 


-  d^r 


■oijii-me  s 


louvemenis 
Élddier  les 


.//" 


F  est  de  la  forme 

F  =  Ki,+  nF,-H^»F,-+-...; 

Ko  ne  dépendant  que  des  a:  et  F,,  Fj  étant  des  fonctions  pério- 
diques, de  période  ai:,  par  rapport  aux _}'. 

On  peut  profiter  des  intégrales  connues  de  ces  équations  pour 
diminuer  le  nombre  des  degrés  de  liberté.  Soit 


F,(.r 


il  en  résulte  qu'il  existe  uni 
la  fois  aux  deux  équations 


Xi„yi,  .  -  m/b)  =  consl. 

|F,l--,l  =  oi 
infinité  de  foncliunâ 
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M.  Poincaré  considère  ensuite  le  cas  où  Ton  connaît  q  inté- 
grales F|,  Fj,  . . .,  Fy,  et  montre,  de  la  même  façon,  que  si  les 
q  -f- 1  équations  aux  dérivées  partielles 

F  =  consl.,         Fj  =  consl.,         ...,        F<y=consl. 

sont  compatibles,  c'est  à-dire  si  Ton  a 

[  Fi,  Fa ]  =  o        (  «,  A-  =  1 ,  2,  . . . ,  ^  ), 

on  peut  encore,  mais  dans  ce  cas-là  seulement,  abaisser  de  q  unités 
le  nombre  des  degrés  de  liberté. 

11  envisage  encore  le  cas  où  Ton  connaît,  outre  les  q  intégrales 
F|,F2,  ...,F^,  un«î  autre  intégrale  Fy^i,  et  cherche  si  Ton  peut  en 
déduire  une  intégrale  du  système  réduit.  11  trouve  que  la  condi- 
tion nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  en  soit  ainsi  est  que 

[F,,  Fç^_,]  =  o,        [Ft,  F^-Ki]  =  0,         ...,         fF^,  F^+,]=o, 

En  appliquant  ces  considérations  aux  problèmes  des  trois  corps 
et  en  profitant  des  intégrales  premières  du  centre  de  gravité,  ainsi 
que  des  intégrales  des  aires,  M.  Poincaré  ramène  le  cas  des  mou- 
vements plans  et  le  cas  général  respectivement  à  trois  et  à  quatre 
degrés  de  liberté.  U  donne  aussi  la  forme  que  prend  F  quand  on 
adopte  ces  variables  de  réduction. 

CIIAPITKE  11. 

M.  Poincaré  rappelle,  en  les  coniplélanl,  les  théorèmes  et  la 
méthode  de  Cauchy  relatifs  à  Texislence  de  Tinlégralc  des  équa- 
tions difTérenlielles  du  premier  ordre. 

H  considère  des  é(|ualions  de  la  forme 

(i)       ^  =^{x,y,z,\i),         -jj  =  <t*{x,jr,z,iJ.),         -^^-  ='^{{x,x,z,ii), 

OÙ  les  seconds  membres  sont  développabics  suivant  les  puissances 
de  la  variable  indépendante,  des  fonctions  inconnues  Xy  >'.  z  et 
d'un  paramètre  très  petit  u.  H  démontre  rexislcnce  de  séries  dé- 
veloppables  suivant  les  puissances  de  /,  de  [jl  et  Xo,  yoi  ^o?  satis- 
faisant formellement  aux  é<|uations  (1),  se  réduisant  à  J'o?  J^h  ^cm 
pour/  =0,  et  e()nverj;entcs  pour  des  valeurs  delà  variable  indé- 
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pendante  dool  le  module  est  assez  petit.  Au  lieu  de  développer, 

comme  le  faisait  Caucliy,  par  rapport  à  la  variable  indépendaDte  t 

seulement,  M.  Poiacaré  développe  encore  suivant  les  puissKiicef 

du  paramètre  très  petit  [j.  et  des  valeurs   initiales  x«,  y«,  S|.  Il 

cherche  ensuite  à  s'affranchir  de  la  restriction,  faîte  sur  la  variable 

indépendante. 

Soient  tes  écjuation.i 


(ï) 


dt 


=  *(x,^,/i^O.  ;^=ir(a-,7,(,f.) 


la  solution  pour  laquelle  les  valeurs  initiales  de  x,  y  sont  nulles 
quand  t  ^  o.  M.  Poincaré  suppose  que,  pour  toutes  les  valeurs 
de  t  comprises  entre  0  et  (o,  les  deux  fonctions  *  et  V  soient  dé- 
veloppahlcs  suivant  les  puissances  de  a,  x  —  8((,  o),  y —  (v(/,  o), 
les  coefficients  étant  d'ailleurs  des  fonctions  quelconques  de  f, 
hypothèse  que  l'on  exprime  ordinairement,  dans  un  langage  assez 
incorrect  mais  commode,  en  disant  que  la  solution  particulière 

ne  va  passer  par  aucun  point  singulier;  et  il  démontre  que  0(£,  u.}, 
!!'((,  [i)  sont  déveioppables,  pour  tontes  les  valeurs  de  t  com- 
prises entre  o  et  f«,  suivant  les  puissances  de  [x  (non  pas  de'  t  et 
de  |jl),  pourvu  que  le  module  de  [Ji  soit  assez  petit. 

Ces  résultats  subsistent  évidemment,  quand,  au  lieu  d'un  seul 
paramètre  arbitraire  [x,  on  en  a  plusieurs,  et  que  l'on  considère 
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où  Fo  ne  dépend  pas  des  y  et  où  F  est  une  fonction  des  x  et  des  y 
qui  ne  cesse  d'être  holomorphe  qu'en  certains  points  singuliers. 
Il  peut  se  faire  que,  si  Ton  donne  aux.  x  les  valeurs  suivantes  : 

la  fonction  F  reste  holomorphe  pour  toutes  les  valeurs  desj^;  s'il 
en  est  ainsi,  les  valeurs,  pour  i  =  ^j,-f-T,  de  la  solution  particu- 
lière qui  pour  ^  =  o  se  réduit  à 

Xi  =  x^  -h  Ç/, 

sont  développables  suivant  les  puissances  de  |jl,  des  7)  et  des  Ç. 

Dans  le  cas  particulier  du  problème  des  trois  corps,  la  fonc- 
tion F  ne  peut  cesser  d'être  holomorphe  que  si  deux  des  trois 
corps  viennent  à  se  choquer.  La  solution  précédente  représente, 
dans  le  cas  de  u  =  o,  l'ensemble  des  deux  ellipses  képlériennes 
décrites  parles  deux  petites  masses  sous  l'attraction  d'une  masse  I 
placée  à  l'origine. 

Pour  qu'un  choc  puisse  se  produire,  il  faudrait  que  ces  deux 
ellipses  se  coupassent,  et  cela  n'arrive  jamais  dans  les  applications 
astronomiques.  Il  en  résulte  que,  si  Ton  définit  la  position  du 
système  par  les  douze  variables  képlériennes  indiquées  au  Cha- 
pitre I,  et,  si  Ton  se  donne  leurs  valeurs 

-^z   ^^  Ç"     Ji^^Ui^ 

à  l'époque  ty  on  pourra  développer  les  valeurs  de  ces  mêmes  va- 
riables à  l'époque  ^o-H*^  suivant  les  puissances  des  masses,  des  Ç, 
des  7^  et  de  t. 

Il  n'y  a  qu'un  cas  d'exception,  c'est  celui  où  les  valeurs  initiales 
par  ^  =  0  étant  .r?,^J'  et  où  les  masses  étant  supposées  nulles, 
c'est-à-dire  les  mouvements  se  conlinuant  suivant  les  lois  de 
Kepler,  un  choc  viendrait  à  se  produire  avant  l'époque  Iq. 

M.  Poincaré  considère  ensuite  l'intcgralion,  par  des  séries  Iri- 
gonométriques,  des  équations  diflérentielles  linéaires  dont  les 
coefficients  sont  des  fonctions  périodiques  de  la  variable  indé- 
pendante et  établit,  beaucoup  plus  simplement  qu'on  ne  l'avait 
lait  jusqu'alors,  la  (briuc  générale  de  leurs  intégrales. 

Il    rappelle,   en    les    dévcloppanl ,    (piciqucs    propriétés   utiles 


'ti 
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pour  la  suite,  sur  les  fonclions  implicites,  IV-limination,  ei  l«r* 
mine  ce  Chapitre  par  un  nouveau  théorème  sur  les  masiina  : 

Soil  F  une  fonclion  quelconque,  holonaorplie  par  rapport  aux  2; 
on  sait  qu'on  trouvera  tous  les  maxima  de  colle  fonction  en  ré- 
solvant le  sysK^ 


(iV 


dF 


rfF 


mais  on  sait  égiilenient  que  toutes  les  solutions  de  ce  système 
ne  correspondent  pas  fi  des  maxima.  M.  Poîncaré  montre  qu'une 
condition  nécessaire  pour  qu'une  solution  corresponde  A  un 
maximum,  c'est  qu'elle  soit  d'oidre  impair. 


CHAPITRE  III. 

Le  Chapitre  III  est  consacré  à  l'étude  des  solutions  périodiques 
des  «'quations  do  la  forme  —t~  =  Xi  (i  ^  1,  a, . . .,  n),  où  les  Xi 
sont  (les  fonctions  uniformes  donnies  de  :r,,  .  . .,  x„,  ponvint, 
en  outre,  contenir  le  temps  t. 

Soit  x,=  *i(')  une  solution. 

Si  les  Xi  sont  des  fonctions  périodiques  du  temps,  de  période  T, 
et  si  l'on  a 

♦,(o)  =  *HT), 
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sera  encore  périodique.  Il  peut  arriver  qu'un  changement  conve- 
nable de  variables  fasse  apparaître  des  solutions  périodiques  qu^on 
ne  rencontrait  pas  avec  les  variables  anciennes.  Par  exemple,  les 
équations  du  mouvement  d'un  point,  rapporté  à  deux  axes  mobiles 
oÇ,  OT,  et  soumis  à  une  force  dont  les  composantes  suivant  ces 

deux  axes  sont  —7^>  -z-*  V  ne  dépendant  que  de  Ç,  r,,  admettent 

des  solutions  périodiques,  de  période  T;  si  Fon  rapportait  le  point 
mobile  à  des  axes  fixes  ox  et  oy^  on  aurait 

X  =  \  cosnt  —  7)  sin/i/, 
y  =  ^  s'in  nf  -h  r,  cos  nf, 

et  X,  y  ne  seraient  pas  fonctions  périodiques  de  t,  à  moins  que  T 
ne  soit  commensurable  avec  — •'•  On  fait  donc  apparaître  une  so- 
lution périodique  en  passant  des  axes  fixes  aux  axes  mobiles. 

En  Mécanique  céleste,  les  fonctions  X/  dépendent,  en  général, 
d'un  paramètre  (i..  Elles  admettent  des  solutions  périodiques 
quand  [jl  =  o.  M.  Poincaré  donne  les  conditions  îpour  qu'elles 
en  admettent  encore  quand  [jl  n'est  plus  nul,  mais  très  petit. 

Il  prend  pour  exemple  le  problème  des  trois  corps  et  appelle 
a^fx,  ajjjL  les  masses  des  deux  petits  corps,  |jl  étant  très  petit,  a^ 
elaj  finis.  Pour  [a  =  o  le  problème  est  intégrable;  il  en  est  encore 
de  même  quand  jjl  est  très  petit,  mais  pas  nul.  Chacun  des  petits 
corps  décrit  autour  du  troisième  une  ellipse  képlériennc,  et  le 
problème  admet  une  infinité  de  solutions  pt*riodiques. 

Ce  fait  semble  d'abord  n'être  d'aucun  intérêt  pour  la  pratique. 
En  effet,  il  y  a  une  probabilité  nulle  pour  que  les  conditions  ini- 
tiales du  mouvement  soient  précisément  celles  qui  correspondent 
à  une  solution  périodique.  Mais  il  peut  arriver  qu'elles  en  diffè- 
rent très  peu,  et  cela  a  lieu  justement  dans  les  cas  où  les  anciennes 
méthodes  ne  sont  plus  applicables.  On  peut  alors,  avec  avantage, 
prendre  la  solution  périodique  comme  première  approximation, 
comme  orbite  intermédiaire,  pour  employer  le  langage  de  Gyidén. 

Bien  plus,  il  est  infiniment  probable  qu'étant  donnée  une 
solution  particulière  quelconque  des  équations  considérées,  on 
peut  trouver  une  solution  périodique  (dont  la  période  peut,  il  est 
vrai,  être  très  longue)  telle  que  la  différence  entre  les  deux  solu- 
tions soit  aussi  petite  que  Ton  veut  pendant  un  temps  aussi  long 
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que  l'on  veut.  D'ailleurs,  ce  qui  rend  ces  soUitions  périodiqnea  «i 
précieuses,  c'est  qu'elles  sont,  pour  ainsi  dire,  la  seule  brèche 
par  où  l'on  puisse  essayer  de  pénétrer  dans  une  place  jusqu'ici 
réputée  inabordable. 

M.  Poincaré  cousidère  donc  les  cqiialions 


où  les  X,- sont  des  fonctions  des  n  inconnues  j-,,  ,..,  .r„,  du 
temps  l,  d'un  paramètre  arbitraire  a  el  sont  périodiques  .  par 
rapport  à  l,  de  période  2ït.  Il  suppose  que,  pour  (t^o,  ces 
équations  admettent  une  solution  périodique  de  période  271, 

et  cherche  si  elles  en  admettent  encore  une  quand  [t  n'est  plus 
nul,  mais  très  petit.  Soient,  pour  une  solution  quelconque 
*,{o)-|-  p,  et  *,(o)  -l-p,+  >r/  les  valeurs  de  Xi  pour  (  =  0  et 
t  ^  an.  Pour  que  la  solution  soît  périodique,  il  faut  que 


Si  le  déterminant  fonctionnel  des  W  n'est  pas  nul  pour 
^i=z^,'=^o,  en  d'autres  termes,  si  les  équations  précédentes 
admettent,  pour  [*  =  o ,  le  système  p,=  ^3=  . . .  =^„=q 
comme  solution  simple,  on  peut  résoudre  les  équations  par  rap- 
port aux  3  et  l'on  trouve 
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M.  Poincaré  se  rend  compte  de  toutes  les  circoDstances  qui  se 
produisent  en  étudiant  la  forme  de  cette  courbe  dans  le  voisinage 
de  Torigine.  Il  considère,  en  particulier,  le  cas  où  les  équations 
admettent  nne  infinité  de  solutions  périodiques,  pour  {x  =  o,  et 
celui  où  elles  admettent  une  ou  plusieurs  intégrales  dont  les  pre- 
miers membres  F,-(j;i',  /)  sont  des  fonctions  périodiques  de  /,  de 
période  atiz. 

Dans  tout  ce  qui  précède,  la  durée  de  la  période  des  xi  était 
la  même  que  celle  des  X/.  Si  ces  fonctions  X/  ne  contiennent  pas 
le  temps,  la  période  d'une  solution  périodique  peut  être  quel- 
conque, et  si,  en  outre,  elles  admettent  une  solution  périodique, 
elles  en  admettent  une  infinité.  En  effet,  si  Xi^  ^i(^)  ^^^  solution 
périodique,  Xi=^  ^i{i  H-  h)  Test  aussi,  quel  que  soit  h. 

En  appliquant  tous  ces  résultats  au  problème  des  trois  corps, 
M.  Poincaré  est  conduit  à  distinguer  trois  sortes  de  solutions  pé- 
riodiques :  pour  celles  de  la  première  sorte,  les  inclinaisons  sont 
nulles  et  les  excentricités  très  petites;  pour  celles  de  la  deuxième 
sorte,  les  inclinaisons  sont  nulles  et  les  excentricités  finies;  enfin, 
pour  celles  de  la  troisième  sorte,  les  inclinaisons  ne  sont  plus 
nulles. 

Pour  les  unes  comme  pour  les  autres,  les  distances  mutuelles 
des  trois  corps  sont  des  fonctions  périodiques  du  temps;  au  bout 
d'une  période,  les  trois  corps  se  trouvent  dans  la  même  situation 
relative,  tout  le  système  ayant  seulement  tourné  d'un  certain 
angle.  Il  faut  donc,  pour  que  les  coordonnées  des  trois  corps  soient 
des  fonctions  périodiques  du  temps,  qu'on  les  rapporte  à  des  sys- 
tèmes d^axes  animés  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme. 

La  vitesse  de  ce  mouvement  de  rotation  est  finie  pour  les  solu- 
tions de  la  première  sorte  et  très  petite  pour  celles  des  deux  der- 
nières sortes. 

Solutions  de  la  première  sorte,  —  Soient  A,  B,  C  les  trois 
masses  que  Ton  suppose  se  mouvoir  constamment  dans  un  même 
plan,  D  le  centre  de  gravité  de  A  et  B. 

Soient  Xt^  x-i  les  coordonnées  de  B  par  rapport  à  des  axes 
parallèles  aux  axes  fixes  et  ayant  leur  origine  en  A,  et  ^^3,  X\  les 
coordonnées  de  C  par  raj>port  à  des  axes  parallrles  passant  par  l). 


2-iS  PREMIÈRE  PAItriR. 

M.  Poincaré  emploie  les  variables  driinif^s  plu»  liiitit 
A.     û',     î.     î',    ,,,     f.\ 

Comme  les  mouvements  sonl  plans,  p.  p\  q,  q'  soDt  nuls.  Oit 
esl  dans  le  cas  particulier  où  les  équiitiaos  ailmetient  une  inté- 
grale connue,  celle  des  forces  vives 


On  considère  la  constante  C  comme  une  donnée  du  problème. 
Les  distances  mutuelles  des  trois  corps  et  leurs  dérivées  par  rap- 
port au  temps  sont  des  fonctions  de 

1  i,      EcosX-r,  *in).,      ÈsinX  -.-r,  cosX, 
^'^  I  A',     ScosX'-Vsinï',     l'sir.).'-i-)i'cosX', 

et  de),'— >.. 

Pour  qu'une  solution  soit  périodique,  il  faut  donc  que,  au  bout 
d'une  période,  les  quantités  (i)  reprennentleurs  valeurs  primitives 
et  que  X'  —  \  augmente  d'un  multiple  de  1.T-,. 

M.  Poincaré  considère  une  solution  oii  les  constantes  initiales 
sont  choisies  de  façon  que,  pour  |j.  =:  o,  les  mouvements  soieot 
circulaires.  11  cherche  ensuite  quels  sont  les  accroissements  qu'il 
faut  donner  à  ces  valeurs  initiales  pour  obtenir  une  solution  pé- 
riodique cl  de  même  période  que  la  précédente.  11  choisit  l'origine 
du  temps  au  moment  d'une  conjonction  et  prend  pour  origine 
des  longitudes  la  longitude  de  cette  conjonction. 

En  écrivant,   comme  dans  le    cas  général,  que  la  solution   est 
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miérc  solution  périodique,  pour  p.  =  o,  ont  même  valeur  absolue, 


mais  sont  de  signes  contraires. 


Dsy  Ds  ne  s'annulent  que  si  7.  est  multiple  de  n' —  n. 

Il  n'j  a  donc  exception  que  si  n  est  multiple  de  n' —  n  ou  si 


/î  =  —  n'. 


Il  y  a  une  quadruple  infinité  de  solutions  périodiques  de  la  pre- 
mière sorte. 

On  peut,  en  eflct,  si  a  est  assez  petit,  choisir  arbitrairement  : 


i"  La  période  — ; — ^ —  =T: 


/'o  —  /'o 

2**  La  constante  C; 

3"  et  4"  Le  moment  et  la  longitude  de  la  conjonction,  pris  res- 
pectivement pour  origines  de  temps  et  de  longitude  dans  le  calcul 
précédent. 

M.  Poincaré  indique  encore  une  autre  manière  do  retrouver  ces 
solutions  et  montre  qu*il  y  a  successivement  conjonction  et  oppo- 
sition symétriques  au  début  et  au  milieu  de  chaque  période.  Toutes 
ces  solutions  ne  sont  pas  indépendantes.  On  peut  passer  de  Tune 
à  Tautre,  en  changeant,  soit  Torigine  des  temps,  soit  l'origine  des 
longitudes,  soit  encore,  et  simultanément,  les  unités  de  longueur 
et  de  temps,  pourvu  que  Ton  maintienne  entre  elles  une  relation 
connue  et  d'ailleurs  trrs  simple. 

Il  n'v  a  donc,  en  n»alité,  qu'une  simple  infinité  de  solutions 
périodiques,  de  la  |)rcmirre  sorte,  réellenjenl  dislincte*^;  chacune 

d'elles  est  caractérisée  parle  rap|)ort         "    ,•  ou,  ce  ([ui  revient 

au  même,  |)ar  la  diflérence  entre  la  lom^lhide  triine  conjonction 
symétrique  et  celle  de  l'opposition  qui  la  suit. 

Kccherches  de  :!/.  /////  sur  ht  Lune.  —  Les  solutions  pério- 
diques de  la  première  sorte  se  simplifient  (piand  Punt»  des  masses, 
iHi  ])ar  exemple,  est  infiniment  pelile. 

Le  mouvement  de  (.1  par  rap|)orl  à  A  res,tanl  képlérien,  il  ne 
peut  y  avoir  conjonction  svmélrique,  si  le  mouvement  de  (]  n'est 
pas  circulaire,  qu(^  lorscpie  {\  |)as«He  an  |>(''riliélie  on  à  I  aphélie. 
Mais   la  diirérence   entre   les  loni;ihHles  d'une  eonjonelion   et  de 

Topposilion  suivant**  sérail  nn  nuiltiple  de  ^-el  le  rapport     ,    ^'    - 

Jtuil.  dex  Sciences  nutthrm .,»'  ^-i'vxw  \.  WIII.   (  Sjplfmlm'  iS«r».  »  •'» 
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sérail  entier,  ce  qui  n'est  ^as  pour  les  solutions  de  la  preioiëre 

sorte.  Le  mouvement  de  C  est  donc  circulaire. 

La  simpiicLlé  a'accroit  encore  quand  la  masse  de  C.  est  beaacoup 
plus  grande  que  celle  de  A  et  que  la  distance  AC  est  très  grande. 
Ce  cas  se  rencontre  dans  la  théorie  de  la  Lune. 

M.  Hill  a  monlré  qu'avec  des  axes  mobiles  convenablement 
ciioisis  le.«  équations  du  mouvement  de  la  Lune  s'écrivaient 

eP^_        ^        fi  _ 

di'       ^"  rf(  "^  >»''  ~  "■ 

Il  en  a  trouvé  des  solutions  périodiques  qui  comportent,  outre 
Ifis  conjonctions  et  oppositions  symétriques  des  solutions  de  la  pre- 
mière sorte,  d'autres  situations  remarquables  qu'on  pourrait  ap- 
peler des  quadratures  symétriques. 

Ces  équations  admettent  une  intégrale  qui  >, 'écrit 


m- 


M.  Hill  a  étudié  comment  varient  les  solutions  de  la  première 
sorte  quand  on  fait  aiigmenler  C;  il  a  reconnu  que  la  trajectoire 
relative  est  une  courbe  fermée  symétrique  dont  la  forme  rappelle 
grossièrement  celle  d'une  ellipse  ayant  l'aie  des  ï]  pour  grand  axe. 
Quand  C  est  très  petite,  cette  sorte  d'ellipse  dilTère  très  peu  d'un 
cercle  et  son  excentricité  augmente  rapidement  avec  C.  Pour  des 
valeurs  plus  grandes  de  C,  la  courbe  commence  à  diCTérer  beaucoup 
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laquelle  cette  sorte  de  satellites  ne  seraient  jamais  en  quadrature. 
Ces  solutions  présentent,  au  contraire,  trois  quadratures  entre  deux 
sjzjgies  consécutives.  Les  solutions  pour  lesquelles  le  satellite 
n'est  jamais  en  quadrature  ne  sont  pas  la  continuation  analytique 
de  celles  dont  M.  Hill  a  fait  si  magistralement  l'étude  dans 
V American  Journal, 

Application  au  problème  général  de  la  Dynamique,  — 
M.  Poincaré  considère  les  équations 

/  dTj  _  dV 
\    dl  ^  d7i' 

'  ITT  ""  ~  5r  /  * 

F  étant  fonction  périodique  des  y^  Fq  ne  dépendant  que  des  x.  Il 
suppose  trois  degrés  de  liberté,  mais  ses  raisonnements  et  ses 
conclusions  sont  générales. 

Quand  [x  =  o,  les  équations  admettent  la  solution  périodique, 
de  période  T, 

les  a  et  les  iv  étant  des  constantes  d'intégration  et  les  n  des  fonc- 
tions des  a. 

Soient,  dans  une  certaine  solution,  tji  très  petite  mais  pas  nul, 

Ti  —   ai  -H   ^/,  Xi  =  TÎT,  -^   3/^.3 

et 

x,=  a/-+-  P/-+-  U'/,         v/—  ?n/-h  /i/T  -h  ^V^,, 

les  valeurs  de  xi^  yi  respectivement  |)our  /  =  o  et  ^  =r  ï. 

1^  condition  pour  que  cette  solution  soit  périodique,  de  pé- 
riode T,  c'est  que  l'on  ait 

Ces  équations  ne  sont  pas  distinctes,  à  cause  de  F  r:=  const.,  et 
les  trois  premières  contiennent  a  en  facteur.  On  peut  encore 
choisir  l'origine  du  temps  de  façon  que  nT|=  [î^^^  o.  Il  reste  donc 
cinq  équations 

•X  u 


aï»  PREMIÈHE  PAUTIE. 

M.  l'oincaré  montre  que.  pour  [i  =  <.  le  di-lorniinaiil  fonction- 
nel de  *",,  Vj,  Wt  est  égal,  au  facteur  prés  — ^ï',aii  liessicn  de  F, 
par  rapport  aux  ic,  et  qu'en  désignant  par  [F,  ]  la  valeur  mojrenne 
de  la  fonction  périodique  F,  on  a 


T^t.Pil 


(«-r,-..3). 


Il  en  conclut  que  l'on  peut  loujour!)  satisfaire  aux  équations  (2) 
pour    [i=;o;   que,   d'autre    part,    leur    déterminant    fonctionnel 

,»(1*,'*1',     


,-',*-..  U-..U-.)  KV'Ï) 


ï(>~3Trp77?Trp7r  "  ^''  "^  p"^"""'"  "^  "^"^  *""*'  -3(?ïï 


et  qu'à  (les  facteurs  constants  près,  ceux-ci  sont  res- 
peclivement  égaux,  l'un  au  hessien  de  [F,]  par  rapport  à  raj  et  à 
cij,  l'autre  au  hessien  de  Va  par  rapport  aux  x.  Donc,  si  aucun  de 
CCS  deux  hessiens  n'est  nul,  les  équations  (1)  admettront  des  solu- 
tions périodiques  pour  les  petites  valeurs  de  ^. 

Quand  le  hessien  de  Fu,  par  rapport  aux  variables  x,  est  nul, 
on  peut  CDCorc,  dans  certains  cas,  tourner  la  difficulté  en  formant 
une  fonction  4>(Fu)  dont  le  hessien  ne  soit  pas  nul.  Il  en  est  ainsi 
dans  le  cas  particulier  du  problème  des  trois  corps  où  une  masse 
est  nulle  et  où  les  deux  autres  décrivent  des  cercles  autour  de  leur 
centre  de  gravité,  supposé  fixe. 

L'artifice  précédent  n'est  pas  applicable  au  cas  général  du  pro- 
blème des  trois  corps  ;  Fu  ne  dépend  que  de  X|  et  X3,  quel  que  soit 
<P,  le  hessien  de  1>(Fn)  est  nul.  Les  difficultés  proviennent  de-ce 
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Calcul  ciiruct  ries  S'-ric.s.  —  Après  avoir  déinonfré  que   les 
^uHlioos  (i) 

1  ^'_  ^ 

t  fi'      "(ri 

f    dl  dxt 

avaient  des  solutions  périodiques  développables  suivant  les  puis- 
sances de  [1,  M.  Poincarë  clierclie  à  former  efTuclivement  ces 
séries,  c'est-à-dire  à  salisfaire  aux  équations  en  faisant 

j  i-,  =  a:l«i-(-(xa!i"-t-ji»xl"-t-..., 
'  //  =  ^;°'-t-K>'S"+!^*>1"'-^---' 

tes  ,Cj*',  _}'î*'  étant  des  l'ouctions  périodiques  du  temps. 

Acelefici,  il  siibsliliie  les  formules  (a),  à  la  place  de  J-,  et /,■, 

dans  F  ei  ordonne  tes  résultats  siirvaul  les   puissances  de  \x.   Il 

.      ■  rfFu 

trouve  ainsi,  en  posant  -j^  = — ni  et  nj  =  n)  =  o, 

F  =  ^o-t-ji'l'i-t- ii'*l'i  +  ..,, 
*«  =  F„. 

*.  =  F„(:C,",J-)')-«,a:;, 

^        ^  i  ift'o  i  dV«  i  '"'■„ 

.■I  W,  diVcndi-"  seuk-jnent  des 


/i.7' r,  ""■ 

En  (égalant  les  coeflicieots  des  niâmes  puissances  de  «  dans  les 
<Ieux  nietniires,  il  obtient  d'abord 


Il  trouve  ensuite 

11  intègre  successivement  chacun  de  ces  groupes  d'équaiions  eu 
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déterminant  chaque  fois  les  constanles  d'iiitégi-alion  de  fa^n  ft 
faire  disparatire  les  termes  constants  qui  se  trouvent  dans  le 
groupe  suivant. 

Ce  procédé  ne  serait  en  défaut  que  <^i  le  hcssien  de  F»,  par  rap- 
port anx  xi,  ou  celui  de  [F,],  par  rapport  à  nj^  et  m,  était  uul. 

On  peut  démontrer  directement  la  convergence  des  développe- 
ments précédents.  M.  Poincaié  le  faii  pour  l'équalion 

(»)  g  +  ff(»,^)  =  o, 

considérée  successivement  par  Gvidén  et  Lindstedt  et  dont  l'inté- 
gration se  ramène  à  celle  d'un  système  canonique  à  deux  degrés 
de  liberté.  Son  raisonnement  s'applique  tout  aussi  bien  au  cas 
général. 

Tout  ce  qui  précède  n'est  plus  applicable  quandlehessicndeFo, 
par  rapport  aux  j:,  est  nul;  mais  il  existe  encore  des  solutions 
périodiques  dans  certains  cas  particuliers.  M.  Poincaré  examine 
celui  où  il  V  a  quatre  degrés  de  liberté  et  où  F,,  ne  contient  que 
deux  des  variables  x,  soient  x,  et  x,  ;  à  cet  effet,  il  considère 
encore  une  solution  périodique  correspondante  à  [«^o  etil  cherche, 
comme  dans  le  problème  général,  les  accroissements  à  donner 
aux  valeurs  initiales  pour  obtenir  une  solution  périodique  lorsque 
jA  n'est  plus  nul,  tout  en  conservant  la  même  durée  T  pour  la  pé- 
riode. 11  écrit  donc  qu'ans  époques  0  et  T  les  valeurs  des  variables 
linéaires  sont  les  mêmes  et  que  celles  des  variables  angulaires 
diffèrent  seulement  d'un  ninltiple  de  a;:-  Il  est  ainsi  conduit,   en 
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dpî  ëqiiattons  {9)  esl  d'oriire  impair.  Or  il  a  déinonlio  jut'ci^- 
t  qu'à  un  muximiim  de  R  correspondiiil  toujours  une 
solution  d'ordre  impair.  Donc,  fjuand  le  hessien  de  F„  esL  nul,  i-l 
que  la  fonction  K  adniel  un  uinximum  ou  un  minimurn,  il  existe 
encore  des  solutions  périodi(|ue3  pour  les  petites  valeurs  de  |j., 

Solutions  de  la  deuxième  sorte-  —  M.  Poincaré  applique  les 
considérations  précédentes  aux  équations  da  problème  des  trois 
corps  dans  le  plan  et  dcLerminc  ainsi  les  suintions  de  la  deuxième 
sorte.  Il  adopte  tes  variables 

pL  =  i,      p'r,'=i',      tf. 
/,  /■  /-, 

Une  solution  est  périoditjue  si,  au  bout  d'une  jicriode  i,  i'  et  H 
ont  repris  leurs  valeurs  primitives,  et  si  /,  /'  et  A  ont  augmenté 
d'un  multiple  de  in;.  La  fonction  F  est  égiile  â 
Fo+|iF,T-  ]i'F,-)-,... 

et  F„  ne  dépend  que  de  i  et  de  A', 

Pour  [A  =  o,  les  équations  admettent  la  solution 


An,  4',,,  Ho  et  Ao  étant  des  const 
On  a 


H  =  Il„, 


A  cl  X'  sont  des  fonctions  de  A,  A',  H. 

En  y  siibstiluanl  les  valeurs  {g)  des  variables,  F,  devient 

F,  =  SAco»(a(+pt. 

Soit  R  la  valeur  moyenne  de  cette  fonction,  c'est-à-dire  l'ensemble 
des  termes  %  est  nul. 

On  détermine  Ag  et  A„  de  façon  que,  pour  [i  =  o,  la  durée  de  la 
période  soit  T,  et  l'on  trouve  les  valeurs  des  autres  variables  en 
résolvant  les  équations 


rfUo       <7?a       ,ir„        ithi 
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Ce  système  pciil  élre  réduit  à 


Il  suffit   donc,    pour  établir   l'existence  des   solutions  de  la 


irte,  de  déra 


;  la  fonction  R  a  un 


Or  la  fonction  F,  ne  contient  que  des  cosim 
(le  H  et  pour  /„=/;,==  A,  =  o,  on  a 


il  en  est  de  même 


il  ne  reste  qu'à 


àl'é 


Mais    la   fonction  R  est  déveli 

v'Â^— II;  ei  v^i;;  — (Ho  — C) 


'équation 

(/Il„  ~  '*■ 
,ppabU 


iuivant  les  puissances  de 

;lle  n'est  réelle  que    si  H«  est 

ites  Ag  et  Aq  +  C  :  elle  a  donc  un  maximum 

liitions  de*  la  deuxième 


compris  entre  deux  lii 

et  un  iniiiimtiin.  Il  existe,  au  moins,  dei 

sorte  pour  lesquelles 

/„  —  /'„=  /(„  =  o. 

Si  [Ji  ^  o,  les  valeurs  initiales  de  /,  /',  h  sont  nulles,  il  j  a  con- 
jonction svmélriqiie.  Il  en  csL  encore  de  même  pour  les  petites 
jA  ei,  en  outre,  il  y  a  conjonction  symétrique  au  milieii 


delà 


iode. 


COMPTIiS   lUiNDUS  lil  AN  AI.ÏSIÎS.  ^3; 

Il  peul  encore  arriver  (jup  ic  moiivemeiil  d'un  aslrc  priisenlc 
une  inégialilé  impotiatite  et  que  son  orbile  dilTère  peu  d'une  solu- 
lion  [lériodiqiie  ;  le  cueffielent  de  l'inégalité  considérée  dans  celle-ci 
scrii  une  valeur  apiiroclit-e  du  coeflicli;nl  dans  le  moiivcmenl  vév'i- 
Uble.  Ces l  ainsi  que  la  solution  de  AI.  Ilill  permet  de  calculei- 
ai.séinent  l'inégalité  du  mouvement  lunaire  connue  sous  le  nom  de 
i-a/ialion. 

Un  autre  cas  qui  se  présente  souvent,  et  sur  lequel  M.  Poincaré 
attire  parliculièremeni  l'attenlion  des  astronomes,  est  celui  où  le 
rapport  - ,_  .  n  el  n'  étant  les  moyens  mouvements,  est  très  peu 
dilTérent  d'un  nombre  entier,  il  existe  alors  une  solution  pério- 
dique de  la  première  sorte  dont  le  mouvement  présente  une  iné- 
gaiitf^  tri^^  considérable.  Si  les  conditions  initiales  véritables  de 
l'orbite  diffèrcnL  peu  de  celles  qui  correspondent  à  une  semblable 
solution  périodique,  cette  grande  inégalité  existera  encore  el  le 
CucfGcïenl,  en  sera  sensiblement  le  môme. 

On  pourra  donc,  avec  avantage,  en  calculer  la  valeur  par  la 
considération  des  solutions  périodiques.  Tisserand  a  procédé  uinsi 
dans  l'étude  du  mouvement  d'Hjpérion. 

Les  mêmes  considérations  sont  applicables  ù  Uranus  et  à  Nep- 
tune, où  le  rapport  des  mouvements  est  voisin  de  ^.  Elles  le  sont. 
encore  à  toutes  les  petites  planètes  dont  le  moyen  mouvement  est 
presque  double  de  celui  de  Jupiter. 

Mais  l'exemple  le  plus  Irappaiit  rsl  fourni  par  Liiplace,  dans 
son  admirable  théorie  des  sept  satellites  de  Jupiter.  Il  existe,  en 
cfTct,  de  véritables  solutions  périodiques  quand,  au  lieu  de  trois 
corps,  on  en  considère  quatre  ou  un  plus  grand  nombre. 


Équations  aux  variations.  —  Quand  les  conditions  initiales 
du  mouvementd'un  astre  dillerentpeu  de  celles  qui  correspondent 
à  une  solution  périodique,  les  coordonnées  réelles  sont  peu  dilTé- 
rcntcs.  au  moins  pendant  un  certain  temps,  des  coordonnées  d'un 
iislr«>  liclif  qui  décrirait  lii  solution  périodique.  Dans  une  preniiéro 
upproxlm-ition.  on  peut  n.'-liser  l.-s  c;.ri-és  de  Ic-urs  dilTérenc-'s. 


il  en  résiille  que 


PItBMIËHE  PAnTlB. 


En  éliminanl  les  ^  entre  les  n  étjuation 
qui  délinit  les  exposants  caractéristiques 


ip. 


n  obtient  l'équation 


Il  est  évident  < 
après  la  diffcrenliation. 


s  les  dé 


Ivées  des  Vi,  on  annule  les  ^, 


SI.  Poincari;  t 
expo 


:  les  résultais  précédents  en  disant  que  l'on 
iiblient  les  exposants  caractéristiques  a  en  formant  le  détermi- 
iiatil  fonctionnel  des  ^'  par  rapport  aux  'fi  et  l'équation  en  S  cor- 
responilaiite;  les  racines  de  celte  équation  sont  égalesàe" — i. 

D'autre  |iart,  si  les  équations  (■)  qui  dépendent  d'un  paramètre 
a  admelteni,  pour  ii  ^  o,  une  solution  périodique  dont  aucun 
des  exposants  earacléristiqiies  ne  soit  nul,  elles  admettront  encore 
une  solution  périodique  pour  les  petites  valeurs  de  ^k.  II  en  est 
encore  de  même  si   l'équation  en  S  n'a  qu'une  seule  racine  nulle. 

M.  l'uincuré  considère  ensuite  certains  cas  particuliers  et  dé- 
montre  ; 


COMITtiS   lU'XIUlS  icr  ANALYSES.  -/ii 

I,  avec  les  mêmes  condilîofis,  rehtivemciiL  aux  inlégrHiiis, 
les  L'qiiatiniis  ne  coDlierineot  pas  le  lemps,  il  ;y  aura  gt^m^ratcmcnt 
/>  -f-  f  fxposaDlii  caractérisUtjiies  qui  seront  nuls. 

Les  ^qnalions  (le  la  Dynamique,  où  le  Icmps  n'enlrc  pas  expli- 
citement, admc^ttciil  toujours  l'inlt^grale  dite  des  forces  vives, 
F  ^=  consl.;  s'il  existe  encore/)  intéjjrales  uiiiformes  telles  que  les 
crochets  de  ces  iott^gralcs,  deux  &  deux,  soient  nuls,  3/*  -h  a  ex- 
posants caractéristiques  seront  donc  nuls,  à  moins  que  tous  les 
déterminants  fonettonnels  de  F,  F,,  . .  .,  F^,  par  rnpport  A  />  -h  1 
quelconques  des  variables  Xj  et  y,-,  ne  soient  nuls,  à  la  fois,  en 
tous  les  points  de  la  soluliim  [vi^riodiqne. 

Dévefoiippmenl  des  exposants.  Calcul  des  premiers  Icnncs. 
—  Soient  Xi  =  x",r,  ^=  «"  (  +  tr"  les  valeurs  initiales  jutur  l^o. 
de  Xi  eiyi; 

Soient  Aj^,  et  n"T -^  Aj-,  les  accroîsscmiMils  que  sul)issr?nl  j*,. 
yi  quand  t  passe  de  la  valeur  o  à  la  valeur  T. 

L'cqualion  qui  donne  les  exposants  caractéristiques  s'obtient 
en  égalant  fi  zéro  un  déterminant  dont  les  éttSments  sont  donnés 
par  te  Tableau  suivant,  dans  lequel  la  première  colonne  indique 
le  numéro  de  la  li°ne.  la  deuxième  te  numéro  de  la  colonne  et  la 
troisième  fait  conuailre  l'élément  correspondant  du  déterminant  : 


i  +  nti>o) 
i+n(i>o) 


d?, 


Les  racines  de 
exposants  caructé 


eltc  équation  en 
islioues. 


14^  niEMIËRE  PAIITIË. 

M.  Poincarc  écrit  cette  équation 

Il  pose  a  ^=  E^jjL,  forme  l'équatîon  en  c,  (f,{e,y'ji.)  ^=o  et 
montre  que  e  est  développable  suivunt  les  puissances  de  \/\>.. 

II  discute  l'équation  ((',  (e,  o)  =  o,  consid<>re  les  cas  où  une  ou 
plusieurs  des  variables  x,-  n'entreul  pas  dans  F»  et  applique  tons 
les  résultats  obtenus  au  problème  des  irois  corps. 

{A  suivre.) 


UNE  INTERPRÉTATION  GËOMÊTHIQQE  DES  COORDOHRËES  <i,  p,  X 

DE  H.  DABBODZ; 

Par  m.   \.  DEMOULIN, 

CliargK  Je  cours  i  l'Laiversili  de  Gand. 


Un  plan  quelconque  étant  défini  par  l'équation 

SCS  coordonnées  (*,  p,  ;)  s'interprètent  de  la  manière  la  plus 
simple  au  moyen  delà  transformation  de  contact  obtenue  par  la 
combinaison  des  transformations  de  Lie  et  d'Ampère.  On  peut. 


MÉLANGES 
I.a  Irniisfui-mation  de  Lie  établit  une  CDrres|)Oiitlunc     entre  les 
splières  d'un  espace  (K)  et  les  droites  d'un  espace  (c).  Les  deux 
i^i|  nations 

la  définissent  ccmplitemetil.   .V    lu   droite  de  l'espace  (e)  repré- 
sentée par  les  éqnalions 


il  correspond,  dans  l'espace  {E),  une  sphire  ayant  pour  éqoation 
(Il    a(X'+Yï  +  Z»)-</M-f-*;ï-,(ra-A|Y  +  (i+«w-6/i)Z  +  n==o. 

En  particnlier,  a\i\  droites  parallèles  an  plan  des  yz  corres- 
pondent des  splières  qui  se  rc^duisent  à  des  plnns. 

Passons  à  la  transformation  d'Ampère.  Elle  fait  correspondre 
aux  éléments  (jf,  v,  3,  />,  ff)  de  l'espace  (?)  les  éléinenls 
(■^1^1  ''  P'r  '/)  d'nn  espace  (/)  an  moyen  des  forintiles 

(a)      r  =  x',        j--=  i'.        :  =  i  ~  q  y  ,       p^  [•'.        '/  -  -/'. 

Cela  rappelé,  clierclions  à  dénnir  la  triinsformalion  qui  résulte 
de  la  comtiJnuison  des  deux  transformations  précédentes.  A  cet 
effet,  il  siiflira  de  déiennincr  la  surface  de  l'espace  (lî)  qui  cor- 
respond ù  un  point  {x\y',  ;')  de  l'espace  (e').  Or,  d'après  les 
équations  (u),  an  point  {x' ,y' ,  z').  il  correspond,  dans  Tes- 
|»ace  (r),  la  droite 

X  ^  x\       z^  '-.yy- 

(^ttc  droite  étunt  parallèle  au  plan  des  v=,  la  «plière  qui  lui 
correspond  dans  l'espace  (E)  est  un  plan  t,  dont  on  obtient  immé- 
diatement l'équation  par  l'application  de  l'équallon  (  i).  On  trouve 
ai  ri  ai 

<, -3.y)X -f- «'(f  +  ^'y)Y-H  c^'+y  )z  4- s- =  o. 

Les  coordonnées  (a.  ^,  5)  de  ce  plan  sont  bien  les  coordon- 
nées eartésieiines  du  point  qui  lui  correspond  dans  la  transforma- 
lion  de  Lic-Amp^rt;.  Si  le  point  (j^',/',  =')  décrit  une  surface 
définie  par  l'équation  /{x\y',  -')  =  »,  le  plan  n  enveloppera  la 
surface  définie  par  IV,p.i>li..n /(*,  fJ,  E)  =  o. 


2ij  PREUlÈltE  PAKTIE. 

Nous  avons  élé  conduit  à  celle  interprélatîou  des  coordonnées 
(  ï,  P,  Ç)  en  cherchant  à  dtîfinir,  en  coordonnées  cartésiennes,  ies 
surfaces  de  l'espace  (e)  <|tii  correspondeiil  aux  surfHces  de  Weïn- 
garten  de  l'espace  (E).  L'éfiuation  aii\  dérivées  particUcK  qu'on 
oLlicnl,  hien  que  très  simple,  ne  se  présente  pas  sous  une  forme 
symétrique;  au  contraire,  elle  acquierl  une  grande  élégance  si  on 
lui  applique  la  iransforination  d'Ampère,  mais  alors  on  constate 
qu'elle  est  identique  à  l'éqnalion  aux  dérivées  partielles  des  sur- 
faces de  Weingarten  en  coordonnées  de  M.  Darboux.  Cette  coïn- 
cidence s'explique  siir-Ie-champ  parle  théorème  qui  fait  l'objet  de 
cette  Note. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  a43 

COMPTES   RENDUS    ET   ANALYSES. 

H.  POINCARÉ.  —  Les  nouvelles  méthodes  de  la  Mécanique  céleste,  t.  L 

[  Suite  et  pin.  ] 

CHAPITRE  V. 

Non-existence  des  intégrales  uniformes,  —  Soient  les  équa- 
tions 

drt  _  dF  dvi  __       d¥ 

dt   ~  dyi  dt  dxi 

F  =  Fo-h|AF,H-|i»Fj 


•  •  > 


Fo  ne  dépendant  que  de  xi  et  son  hessien  par  rapport  à  ces  n 
variables  n'étant  pas  nul. 

Soit  <ï>  une  fonction  des  x^  des  j^  et  de  jjl,  périodique  par  rapport 
aux  y^  analytique  et  uniforme  pour  toutes  les  valeurs  réelles 
des  y^  pour  les  valeurs  suffisamment  petites  de  [jl  et  pour  les 
sj^stèmes  de  valeurs  des  x  appartenant  à  un  certain  domaine  D, 
d'ailleurs  aussi  petit  que  Ton  veut. 

Dans  ces  conditions,  la  fonction  <ï>  est  développable,  par  rapport 
aux  puissances  de  [ji,  et  l'on  peut  écrire 

^0-»  ^\i  ^2î  •  •  •  étant  uniformes  par  rapport  aux  x  et  aux  y^  et 
périodiques  par  rapport  aux  y. 

M.  Poincaré  démontre  qu\ine  fonction  <I>  de  cette  forme  el 
autre  que  F  ne  peut  pas  être  une  intégrale  des  équations  (i). 

En  effet,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu\nie  fonc- 
tion <ï>  soit  une  intégrale  s'écrit 

ou,  en  remplaçant  F  et  4>  par  leurs  drveloppements, 

o  =  [ Fo,  4>o ]  -f-  u  ! [  F,,  '^o ]  -i-  [ F,,  *,  ]  ;  - . . . . 

Ou  a  donc,   séparéinent, 

I  Fo,'^o]  -  o. 

[F,,   *ol-+-f  Fo,^,    I    r-.    „. 

Bull,  des  Sciences  malhent.,   j*  srrÏL'.   l.   WllI.    (c»tlobir  iî:5«,y.)  i- 


3j6  IMtKMIEItR  l'AUTIK. 

De  ces  deux  équations  et  de  la  forme  supposée  à  F*«  et  4,  il 
résulte  que  <&  ne  peut  pas  être  distinct  de  F. 

M.  Poincaré  considère  ensuite  te  cas  où  lehessîen  de  Fo  est  nul, 
F„  ne  dépendant  pas  de  toutes  les  variables  x, ,  Xt,  •  -  • ,  X^. 

Il  suppose  que  Fo  ne  dépend  que  de  x,,  x^  et  que  son  hessien 
par  rapport  à  ces  deux  variables  n'est  pas  nui.  Pour  bien  marquer 
la  différence  entre  j",,  x^  et  leurs  conjugués^,,  y^  d'une  part, 
et  les  autres  variables  x,  y  d'autre  part,  il  désigne  celles-ci  par 
la  oolalion 


et  démontre  il'abord  que,  s'il  existe  une  intégrale  4"  distincte  de  F, 
on  peut  toujours  supposer  que  "t,,  n'est  pas  fonction  de  Fo- 
Cela  posé,  il  considère  encore  l'cquation 


IFo.-Pal^ 


et  pose 


*„  prend  la  forme  *I*fl^  -A^ti  'es  A  ne  dépendant  que  de  x,,  jp» 
des  =  et  (les  H. 

La  relation  entre  F„  et  *„  d(;vieiit 


elle  ne  peut  avoir  lieu  que  ^i  m,  elnt]  sont  nuls.  4i|  ne  dépend 
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dépendent  de  C,  il  suffit  de  donner  aux  x  des  valeurs  telles  que 

M.  Poincaré  dit  que  le  coefficient  B  est  de  la  classe  — -  et  que 

■  mi       ■ 

deux  coelBcients  B/ni  ma,  Bm',  m.^   appartiennent  à  une  même 
classe  quand  m^  m'^  —  m^rn^  =  o. 

La  relation  (a)  doit  avoir  lieu  pour  tous  les  coefficients  B  de  la 

même  classe  — -  • 

Soient  alors  p  et  q  deux  nombres  entiers  premiers  entre  eux, 
tels  que  — ^  =  ^  • 

En  posant 


Dx=B,,.x,Ç\        -;H=;,^îî^,g; 


9 


on  devra  avoir,  pour  toutes  les  valeurs  entières  de  X,  positives, 
négatives  ou  nulles. 


dl^  Jmà  \  dzi    dui  dui    dzi  )  ~~ 


Cela  ne  peut  avoir  lieu  que  de  deux  manières  différentes  : 

I"  Si  <ï>o  est  fonction  de  Vq\ 

a**  Si  le  jacoblen  de  in  —  3  quelconques  des  fonctions  Dx, 
par  rapport  aux  2/1 —  3  variables  ÎJ,  zi  et  w,  est  nul. 

La  première  conclusion  est  contraire  à  l'hypothèse  faite  au 
début,  la  deuxième  conduit  ù  admettre  que  toiil(>s  les  fondions  \\ 
peuvent  s'exprimera  Taide  de  'au  —  4  d'cnlre  elles.  Or,  les  coeffi- 
cients du  développement  de  la  fonction  V  sont  des  données  du 
problème  et  il  n'y  a,  généralement,  aucune  relation  entre  eux.  Il 
n^existe  donc  pas,  en  général,  d'intégrale  analvti(pie  et  uniforme 
autre  que  F. 

Toutes  les  considérations  précédentes  sont  directement  appli- 
cables aux  divers  cas  du  problème  des  trois  corps. 

Dans  le  problème  restreinl,    il  y  a  deux  degrés  de  liberté  et 


k 


3jS  PItBMEËnE   PAIITIR. 

quatre  variables  : 

T,  =  L,       a-,^  G. 

eL I  on  a 


Le  hessien  de  Fg  est  nul,  mais  on  peut  revenir  au  cas  où  il  ne 
l'est  pas.  Pour  qu'il  existât  une  int<^»rale  uniforme,  il  faudrait 
donc  que,  dans  le  développement  de  F,  (r[iii  est  la  fonction  per- 
turliatrice  des  astronomes),  suivant  les  sinus  et  cosinus  des  mul- 
tiples de  y,  e\  y-t,  tous  les  coefficients  s'annulassent  au  itioment 
où  ils  deviendraient  séculaires,  et  l'on  sait  que  cela  n'est  pas. 

Le  problème  restreint  n'admet  donc  pas  d'intégrale  uniforme 
distincte  de  F. 

Dans  le  cas  général  des  mouvements  plans,  on  réduit  le  oombre 
des  degrés  de  liberté  a  trois,  en  emploj'ant  les  variables  dëfînies 
dans  le  Chapitre  I,  à  savoir 


P'.. 


i'L', 


lit  le  développement  de  la  fonctioi 


et  l'on  soit  que  les  B  sont  des  fonctions  distinct 
pas  d'intégrale  uniforme  de  la  forme 


•([„  l.'.H,/,  I\h-\ 
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metlail  pas  de  nouvelle  intégrale  algébrique  en  dehors,  des  inté- 
grales déjà  connues. 

Le  théorème  de  M.  Poincaré  est  plus  général,  puisqu'il  démontre 
la  non-existence  non  seulement  d'intégrale  algébrique,  mais  aussi 
d^intégrale  transcendante  uniforme,  même  dans  un  domaine 
restreint.  Par  contre,  le  théorème  de  M.  Briins  existe  pour  toutes 
les  valeurs  des  masses,  et  celui  de  M.  Poincaré  pour  les  petites 
masses  seulement. 

Problèmes  de  la  dynamique  où  il  existe  une  intégrale  uni- 
forme. —  M.  Poincaré  vérifie  que,  dans  certains  problèmes  où 
Ton  connaît  une  intégrale  uniforme,  les  conditions  énoncées  pré- 
cédemment sont  bien  vérifiées.  Il  considère,  à  ce  point  de  vue,  le 
mouvement  d'un  point  mobile  M  attiré  par  deux  centres  fixes  A 
et  B  et  le  mouvement  d'un  corps  pesant  autour  d'un  point  fixe. 

Il  montre  enfin  que  toutes  ses  conclusions  subsistent  encore 
lors  même  que  l'intégrale  uniforme  <l>  est  seulement  développable 
suivant  les  puissances  fractionnaires  de  |jl. 

CHAPITRE  VI. 

M.  Poincaré  rappelle  les  principes  de  la  méthode  de  M.  Dar- 
boux,  qui  permet  de  trouver,  pour  une  fonction  d'une  variable, 
les  coefficients  de  rang  élevé  dans  la  série  de  Fourier  ou  dans  celle 
de  Tajlor,  quand  on  connaît  les  propriétés  analjti(|ues  de  la  fonc- 
tion représentée  par  ces  séries. 

Il  l'étend  ensuite  aux  fonctions  de  deux  variables  et  applique 
ses  résultats  à  la  partie  principale  de  la  fonction  perturbatrice 
que  nous  allons  définir. 

Dans  le  Chap.  1,  M.  Poincaré  a  donné,  pour  la  fonction  F, 
l'expression 

•2?  9.;î'  Vue"       "|jiAC         ^AH  * 

Les  quantités  {y]  -^y]  -hj')»  0  '  -^J'I  -^J'D  ^^  ^^'^  dépen- 
dent seulement  des  variables  képlériennes,  tandis  (|ue  a^,  as,  AC, 
BC  dépendent  encore  de  ul;  en  les  dévelo|)pant  suivant  les  puis- 
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sance.s  de  [t,  on  trouve 

«1=^-1-  — — I-  termes  en  ;**, 


BG  ~  VaB*-(-Cd'  — aABCDcosD  ^  t^'""^^<^"  f. 

I  1  flj/  ABcosD 

—Ti  =  ttï;  —  — f-„ h  termes  en  u». 

AC       CD       «il       fU>  '^ 


En  posant 


F=  F„-+-  nF|  +  ..., 


on  a  immédiatement  l'expression  de  Fo  et  celle  de  F,, 
On  trouve 


Fi=  - 


P3'ABco8D 


AB         eu        /ÂB'  +  CD'  — aABCDc. 
Le  premier  terme  -r-JJ-  ne  donne,  dans  le  développement,  qne 
des  termes  dépendant  de  l'anomalie  /,  et  le  deuxième  =  —  £^  de 
l'anomalie  /'. 

33-VBcoïD 
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1°  Soil  une  série  tf{x)  =  ^anX'',  admettant  r  pour  ravon  de 
convergence;  quand  n  croît  indéiiniment,  on  a 

limite  a^p":::  o,         si  p<r, 
limite  an  p'^rr  oc,        si  p  >  r. 

2**  Si  la  fonction  ^(x)  =  YanX"  demeure  finie  sur  la  circonfé- 
rence de  rayon  r,  ainsi  que  ses  p  premières  dérivées,  le  produit 
nP^^On^"  ne  croît  pas  au  delà  de  toute  limite  quand  n  augmente. 

3"  Si  Ton  a 

4>(n)  =  (i—  aa?)*=  Sanâ?", 

on  aura  approximativement 


««  = 


r(-X:/ 


4^  Si  la  fonction  O  a,  sur  la  circonférence  de  rayon  r,  deux 
points  singuliers,  et  si  Ton  connaît  son  développement  dans  leur 
voisinage,  on  peut  en  déduire  la  valeur  approximative  de  an, 

5°  Si  Ton  a 

*(a:)  =  log(i— j-), 
on  aura  approximativement 

6»  Si  Ion  a 

et  si  <t>  est  ainsi  développable  dans  un  anneau  liinilé  par  deux 
circonférences  de  rayon  r  et  R,  les  valeurs  approximatives  des 
coefficients  a,i  dépendent  uniquement  des  sin<^ularités  de  ^(^) 
sur  ces  deux  circonférences  limites. 

M.  Poincaré  applique  ces  [)rin('i|)es  au  développenienl  d'une 
fonction  F?  des  deux  anomalies  movennes  /  et  /'  sous  la  lornie 

F?  =  SA  //i,  //?2  e'^  '".'  '  '"/  '. 
Il  a 

Il  dit  que  Ton  a  appro\im;i(ivernent 

A /«i //?j  — '5(/M  ( //7|  —  <7//    i    h,  m>—rn    \    ff). 
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flfinimptit  1 


si  le  rapport  — ~r  lend  vers  l'unité  quand  n  croît  indéfiniment 
et  que  a,  b,  c,  d  restent  finis. 

Cela  étant,  il  se  propose  de  trouver  une  valeur  approchée  du 
coefQcient  Anii /n,  quand,  le  rapport  — ^  étant  donné  et  fini,  les 
deux  nombres  irtf  et  Mj  sont  très  grands,  ou,  plus  généralement, 
quand  on  a 

a,  &,  c,  d  étant  des  entiers  finis  cl  n  un  entier  très  grand,  a  et  c 
sont  premiers  entre  eux. 

A  cet  effet,  il  fait  le  changement  de  variables  défini  par 

II  exprime  FJ  à  l'aide  de  nouvelles  variables  *,  t  et  pose,  pour  ■ 

abréger, 
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cela  pour  difTérentes  raisons  dont  la  principale  est  que  la  fonction 
F(^,  /)  n'est  pas  uniforme. 

M.  Poincaré  détermine,  par  une  discussion  spéciale,  ceux  qui 
conviennent,  en  se  bornant  au  cas  où  le  mouvement  se  passe  dans 
un  plan. 

Soient  u  et  u!  les  anomaliies  excentriques,  L^,  L'^  les  grands 
axes,  tij  et  w*  les  longitudes  des  périhélies,  on  aura 

J/CS  coordonnées  de  la  première  planète,  par  rapport  au  grand 
axe  de  son  ellipse  et  à  une  perpendiculaire  menée  par  le  fojer, 
seront  les  parties  réelle  et  imaginaire  de  ÇL^,  en  posant 

Ç  =  cosit  —  siD4>  H-  / — I  cos4>siDC£; 

celles  de  la  deuxième  planète,  par  rapport  aux  mêmes  axes  que 
les  précédentes,  seront  les  parties  réelle  et  imaginaire  de 

avec 

1)  =  cosit' —  sin4>'-^  / —  I  cos4>'  sinit'. 
En  posant  encore 

et,  en  désignant  par  ^09  ^lo?  ^^o  l^s  valeurs  conjiiguces  de  i,  Tj,  p, 

il  vient 

I 

Les  points  singuliers  de  F®  sont  ceux  pour  lesquels  w,  u\  et, 
par  conséquent,  ^,  t^,  ^qy  7;o  ^^(^^'«cnt  d'être  des  ronctions  uniformes 
de  /  et  de  /',  et,  par  conséquent,  de  z  et  de  /,  et,  eu  outre,  ceux 
pour  lesquels 

Ils  sont  donc  donnés  par  les  quatre  équations 

^^  =  ^  =  o»         II  =  î  --  pr,  =  o,  IIo  =  Jo  —  PoTQo  =  o. 

Pour  trouver  les  points  singuliers  de  ^(2),  il  suffit  d'exprimer 
que  deux  des  points  singuliers  de  F(  3,  0  se  confondent-,  mais  cela 


354 

peut  arri' 
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Lanières  :  ou  bieo,  un  poi 


1 


de  deux  manières  :  ou  bieo,  un  poinl  siogulier  dcGiti 
par  l'une  des  (jiialre  équations  précédentes  vn  se  confondre  avec 
UD  point  singulier  défini  par  une  autre  des  quatre  éi|ualions. 
M.  Poincaré  dit  que  le  point  correspondant  est  un  poinl  singulier 
de  première  espèce;  ou  bien,  deu\  points  singuliers  d'une  même 
équation  se  confondronl  en  un  seul  pour  donner  un  point  de  Id 
deuxit'-me  espèce. 
M,  Poincaré  pose 


et  exprime  les  équations  précédentes  en  x  et  j';  elles  sont  alors 
réciproques  et  il  peut  les  résoudre. 

Il  trouve  ainsi  quatorze  points  singuliers:  sept  qui  corres- 
pondent à  des  valeurs  très  petites  de  x,y  et,  par  suite,  de  3;  sepl 
qui  corresjiondenl  à  des  valeurs  très  grandes  des  mêmes  quan- 
tités. H  détermine  ensuite,  dans  un  certain  nombre  de  cas  parti- 
culiers, celui  de  ces  points  pour  lequel  le  module  de  z  est  le  plus 
grand  et,  a  cause  de  la  réciprocité,  en  déduit  celui  pour  lequel  le 
module  de  z  est  le  plus  petit.  Il  indique  aussi  de  quelle  manière 
la  discussion  doit  être  conduite  dans  le  cas  général. 

Après  avoir  déterminé  le  point  singulier  de  4*(z)  qui  con- 
vient à  la  question,  c'est  à-dire  les  deux  circonférences  i^s^'^^r-, 
(3)  =  R  =  -  qui  limitent  le  domaine  où  la  fonction  *  est  dévelop- 
pable  par  la  série  de  Laurent,  et  les  points  singuliers  qui  s'y 
trouvent;  en  général  il  n'^  en  aura  qu'un  seul,  2o  sur  la  circonfê- 
rfince  (;)  =  /■,  M.  Poincaré  appliquée  *  la  mélliode  de  M.  Dar- 
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est  de  ceconnaftre  si  certains  termes,  d'ordre  très  élevé,  mais 
affectés,  à  cause  delà  commensurabilité  des  moyens  mouvements, 
de  diviseurs  très  petits,  sont  ou  ne  sont  pas  négligeal)Ies.  Ils  le  sont 
généralement  et  il  suffit  alors  de  se  faire  une  idée  de  leur  ordre 
de  grandeur. 

M.  Poincaré  indique,  comme  exemple,  la  célèbre  inégalité  de 
Pallas.  Pour  Tétudier,  il  faut  faire  le  calcul  en  prenant 

a  =  2,        6  =  1,        c=— I,        é/ =  o,        /i  =  8. 

d'où 

m  =  17,        mt  =  — 8. 

CHAPITRE  VU. 
Solutions  asymptotiques,  —  Soient 
(i)  — '=X/        (t  =  i,  a,  ...,/i), 

n  équations  où  les  X/  sont  des  fonctions  des  x  et  de  I,  développables 
par  rapport  aux  x  et  périodiques,  de  période  27c,  par  rapport  à  t. 

Soit 

3*/=  arf 

une  solution  particulière  périodique.  En  posant  X|  =  j:7f +  iô  '^ 
vient 

En  supposant  que  les  ^/  sont  petits  et  en  négligeant  leurs  carrés^ 
les  équations  (2)  deviennent  les  équations  au\  variations 

d\i  __  d\t  ^       d\i  ^  d\i  . 

elles  sont  linéaires  et  à  coefficienls  périodiques;  la  forme  de  leur 
solution  générale  est 

les  a  sont  les  exposants  caractéristiques,  les  ^  des  fonctions  pério- 
diques de  t. 

M.  Poincaré  pose 


1 


356  PREMIÈRE  PAIlilË. 

el  substitue  dans  les  équations  (3);  il  uoim 

OÙ  les  H/  sont  des  fonctions  de  l  et  des  /;  Je  iiiêuie  façon  que 
lesS. 

On  peul  les  écrire 

(,■)  *;'.H)  +  H,-*...+  H;,...i 

Hf  représente  l'ensemble  des  termes  de  Hj  qui  sont  de  degré  p 
par  rapport  aux  t).  D'autre  pan  les  équations  aux  variatiODS  de- 
viennent 

(3') 


=  H't=ai-ni. 


La  solution  générale  de  {2')  est  développable  suivant  les  puis- 
sances des  Aic'^i',  les  coeflicients  étant  des  fonctions  périodiques 
de  (;  on  peut  donc  écrire 

(^')  r„  =  ii;  +  r,î-l-.,.-l-7jf-i-..., 

OÙ  71?  représente  l'ensemble  des  termes  de  tj,-  qui  sont  de  degré/» 
par  rapport  aux  A.  En  substituant  ces  valeurs  (4)  dans  les  équa- 
tions (2"),  M.  Poincaré  trouve  : 
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Il  j  aurait  exception  si  Ton  avait 

auquel  cas  il  s'introduirait  des  termes  en  i  dans  les  formules. 

M.  Poincaré  montre  ensuite  que  ces  séries  convergent  si  aucun 
des  deux  polygones  convexes  qui  enveloppent,  le  premier  les  a  et 

-h^ —  I,  les  seconds  les  a  et  — ^ —  1,  ne  contient  l'origine; 
ou,  si  toutes  les  quantités  a  ont  leurs  parties  réelles  de  même 
signe  et  non  nulles.  Quand  il  n'en  est  pas  ainsi  et  que,  par  exemple, 
A  des  quantités  a  ont  leur  partie  réelle  positive,  tandis  que  n —  k 
ont  leur  partie  réelle  négative  ou  nulle,  les  séries  convergent  encore 
si  Ton  y  annule  les  constantes  A  qui  correspondent  à  un  a  dont  la 
partie  réelle  est  négative  ou  nulle  ;  mais  elles  ne  donnent  plus  alors 
Ja  solution  générale,  mais  seulement  une  solution  particulière 
contenant  seulement  A:  constantes  arbitraires  et  développée  suivant 
les  puissances  de  Aie"*', ...,  A^e**'.  D'après  Thypothèse  faite  sur 
tti, ...,  tta,  les  exposentielles  AiC^^^y  et,  par  suite,  les  Tj/  de  la  solu- 
tion considérée  tendent  vers  o  quand  /  tend  vers  — 00;  pour  celte 
raison,  M.  Poincaré  Tappeile  solution  asymptotique. 

Il  obtient  un  second  système  de  solutions  asymptotiques  quand 
il  annule,  dans  la  série  générale,  tous  les  coefficients  A  qui  cor- 
respondent à  des  exposants  dont  la  partie  réelle  est  positive  ou 
nulle.  Quand  t  tend  vers  -f-oo,  ces  solutions  se  rapprochent 
asymptotiquement  de  la  solution  périodique  considérée.  Dans  le 
cas  des  équations  de  la  Dynamique,  les  a  sont  deux  à  deux  égaux 
en  valeur  absolue  mais  de  signe  contraire;  à  chaque  solution 
asymptotique  du  premier  genre  en  correspond  donc  une  du 
second  genre. 

M.  Poincaré  démontre  encore  que  si  les  X/  dépendent  d'un  pa- 
ramètre \k  et  sont  développables  suivant  les  puissances  de  ce  para- 
mètre, et  si,  pour  a  =  o,  les  exposants  caractéristiques  sont  tous 
distincts,  les  séries  qui  définissent  les  quantités  r^i  peuvent  être 
développées  suivant  les  puissances  de  Ai-e*''  et  de  [x.  11  applique 
ensuite  ces  résultats  aux  équations  du  problème  des  trois  corps  : 

dxi  _  dF  dvi  _  dV 

dt         dvi  dt        dxi 

Ces  équations   admettent   des   solutions   périodiques;   il   suffit 


t'iK  IMtliiMlkltE  l'AItTlE. 

donc  <)iio  l'un  dt;»  es|iosanls  caractéristifjues  a  correspondants 
Noil  i'i'-<d  pour  <]ii'(!llcs  adiricIteiiL  aussi  des  solutions  as^flipto- 
LiI](l(^'<.  l^irs  seconds  nioiidiri'S  soiil  dt'vcloppiibles  suivant  les  puis- 
sancrs  (If.  ;a,  mais  Um-i  les  exposants  caractéristiques  sont  nuls 
pour  [i  =  o.  Il  en  résiille  un  grand  noiubre  de  dilTérences  impoi^ 
tantes  avec  ce  qui  précède. 

Eu  premier  lii-u,  [es  exposauts  caractéristiques  ne  sont  pas  dé- 
vciiippidil<-s  suivant  les  puissances  de  [x,  mais  suivant  celles  de  ^/jL 
Il  CM  esl  lie  même  du  second  membre  des  équations  qui  définissent 
les  ï.,.  On  a  .-[irore 


s  N  et  n  sont  développi's  suivant  les  puissances  de  ^/jï. 
I.  i'oinearé  est  ainsi  conduit  nus  questions  suivantes  : 


"  Le  quotient       est-il  développable  s 


nt  les  puissances  de 


'  Les  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de  ^/[ji,  des 
'".  de  c'v-'  ,.|  ,it'  r  '^  '  <pii  satisfont  furuieilemenl  aux  équa- 
s  priqiiisées  snnt-olics  conver^jenles? 

l  pas  conver};enles,    peut-On  en  tirer   parti 
inploliqurs  ? 


rie  calcul  des  solutioi 


iioulrtï  d'abord  qu'il  existe  ell'ectivemenl  des  séries  dévelo|^ 
s  suivant  les  puissances  positives  seulement  de  y'[A.  A  cet 


COMPTES  KENDUS  iîT  ANALYSES.  259 

M.  Poincaré  pose 

p 

p 
Xi  =  Zx^l  fi«, 

p 
yi^nit=  S^f  fi«, 

les  x^jyf  étant  des  fonctions  de  t  et  des  w^  périodiques  par  rap- 
port à  /  et  développables  suivanl  les  puissances  des  w. 

Il  substitue  ces  expressions  dans  les  équations  et  égale  les  coef- 
ficients des  mêmes  puissances  de  y/ûi  dans  les  deux  membres  de 
chacune  d'elles;  il  obtient  ainsi  des  équations  qui  déterminent  les 
quantités  cherchées. 

Les  séries,  ainsi  obtenues,  contiennent  des  dénominateurs  qui 

sont  développables  suivant  les  puissances  de  y/^  et  il  j  en  a  tou- 
jours pour  lesquels  le  ra)ron  de  convergence  est  aussi  petit  que 
J^on  veut.  Elles  sont  donc  divergentes. 

M.  Poincaré  montre  qu'on  peut  cependant  les  utiliser  et,  à  cet 
eflet,  il  considère  une  série  analogue,  mais  plus  simple. 


(a)  F(«',H^)=2;r 


cv« 


n]x 


Celte  série  converge  uniformément  quand  (x  reste  positif  et  que 
iv  reste  plus  petit  en  valeur  absolue  qu^in  nombre  positif  (Vq  plus 
petit  que  i,  mais  d'ailleurs  quelconque.  Si  maintenant  on  cherche 
à  développer  F(tï',  a)  suivant  les  puissances  de  [x,  la  série  à 
laquelle  on  est  conduit, 

{b)  Sif^C—  n)/'ixP, 

ne  converge  pas,  mais  en  y  négligeant  tous  les  termes  où  l'expo- 
sant de  u.  est  supérieur  à  /?,  on  obtient  une  fonclion  4>y,(iv,  a)  et 
l'expression 

tend  vers  zéro  quand  [jl  tend  vers  o  par  des  valeurs  positives.  La 
série  précédente  représente  donc  asjmptotiquement  la  fonction 
F(iv,  jx)  pour  les  petites  valeurs  de  ix. 

Les  solutions  as^'mploti(]ucs  de  M.    Poincaré  sont  tout  à  fait 


PREMfËlllî   PARTIE, 

e  (i).  Soil,  en  elk-l. 


analogues  à  la  s 

<"■'      11- 

Elle  est  uniformément  convergente  quand  les  »•  restent  infé- 
rieurs eD  valeur  absolue  à  certaines  limiies  et  que  \/jI  reste  réel. 
En  développant  —  suivant  les  puissances  de  yf^,  on  obtient  une 
série  divergente.  L'ensemble  des  termes  où  l'exposant  de  u  est 
inférieur  ou  égal  à  p  forme  une  fonction  '^p(\/\i.,  tv,,  a-,,  ...,fvn,f) 
développable  suivant  les  puissances  des  iv,  de  e^v^  et  qui  esl, 
d'aulre  part,  un  polynôme  de  degré/)  en  ^[x. 

M.  Poincaré  montre  que  l'espression  — -^^  tend  vers  o  quand 

[i  tend  vers  zéro  par  des  valeurs  positives,  et  cela  quelque  grand 
que  soil  p. 

Les  séries  divergentes  représentent  donc  les  solutions  nsjinplo- 
tiques,  pour  les  petites  valeurs  de  y.,  de  la  même  manière  que  la 
série  de  Stirling  représente  les  fonctions  ultérieures. 


Nous  doi 
sième  volui 


lerons  ultén 


:nt  l'analyse  des  deuxième  et  trot- 
J.  Pehchot. 
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6.  MONCHAMP.  —  Galilée  et  la  Belgique.  Essai  historique  sur  les  vicis- 
tttades  du  système  de  Copernic  en  Belgique.  In-12,  346  +  76  p.  Saint-Trond, 
G.  Morean;  Paris,  Retaux,  189^. 

G.  MONCHAMP.  —  Notification  de  la  condamnation  dr  Galilée  datée 
DE  Liège,  ao  septembbe  i633,  publiée  par  le  nonce  de  Cologne,  dans  les 
payB  rhénans  et  la  Basse-Allemagne.  Texte  d'après  une  copie  manuscrite 
avec  remarques.  Cologne,  Boisserée  4-  Saint-Trond,  G.  Morcau,  1893 
(3o  p.  ÎD-S"*). 

Le  second  de  ces  écrits  est,  sur  un  point  particulier,  le  complé- 
ment du  premier.  Celui-ci  est  une  monographie  contenant  This- 
toire  du  système  copernicien  en  Belgique.  Le  Chapitre  I  est  con- 
sacré à  Tafiaire  de  Galilée  à  Rome  en  1616  et  en  i633;  les 
Chapitres  II-XII  à  Thistoire  de  T Astronomie  en  Belgique  pen- 
dant le  XVII*  siècle;  les  Chapitres  XIII-XXII  renferment  This- 
toire  du  double  conflit  de  Martin  Van  Velden,  professeur  de 
Philosophie  i  l'Université  de  Louvain,  avec  la  Faculté  des  Arts  et 
le  Recteur  de  cette  Université,  à  propos  du  système  de  Copernic. 
Le  Chapitre  XXIII  traite  du  système  de  Copernic  au  viii^ 
siècle,  il  est  suivi  de  76  pages  de  documents. 

Conclusion  de  fauteur  :  les  découvertes  de  Galilée  ont  été 
accueillies  avec  enthousiasme  en  Belgique;  cet  enthousiasme  n'a 
guère  été  refroidi  par  les  condamnations  de  1G16  et  i633,  parce 
que  les  hommes  instruits  de  ce  temps  en  connaissaient  parfaite- 
ment la  portée  et  la  non-réformabilité. 


P.  MANSION.  —  NoTicK  sur  les  TH\v\rx  scikntifiqiks  dk  Loiis-PmLii»p|.: 
Gilbert.  Paris,  Gauthier- Villars  et  fils,  i8yJ  (8(>  p.  in-8"  avec  portrait). 

Ph.  Gilbert  (i83si-i8c)i>.),  profes>;enr  à  TUnivcrsilé  do  Louvain 
depuis  i855,  était  correspondant  de  rAcadomie  des  Sciences  de 
Paris  (1890).  Il  fut  Fun  des  principaux  fondateurs  delà  Société 
scientifique  de  Bruxelles.  Voici  un  a|)erçn  de  ses  princi|)a(i\  tra- 
vaux : 

Bull,  des  Sciences  rn(it/u'/n.,  à*  scri»*.   i.  Wlll.  (Novembre  iS«|«j.)         is 
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1.  Analyse.  —  Il  faul  citer  surtoulses  Heclierches  sur  letlévf.- 
loppement  de  la  fonction  gamma  où  iléiendcl  coinpiûle  diverses 
recherches  de  Bioel,  Gauss,  Gudermann,  clc,  et  son  Mémoire 
sur  une  propriélé  de  la  /onction  de  Poisson ,  où  il  corrigeai  com- 
plète, sur  un  poinl  essentiel,  la  JVot>a  meiliotlus  de  Jacobi. 

2.  Géométrie.  —  Recherches  diverses  sur  liis  mouvements 
plans  et  sur  la  théorie  des  lignes  tracées  sur  les  surfaces. 

3.  Mécanique.  —  Outre  diverses  Notes  moins  étendues,  il  Taot 
signaler  spécialement:  i"  Étude  historique  et  critique  sur  le 
problème  de  la  rotation  cCun  corps  solide  autour  d'un  point 
fixe  (1878);  2"  Mémoire  sur  l'application  de  la  méthode  de 
Lagrange  à  divers  problèmes  de  niom-ement  relatt/ (1SS3),  où 
l'on  trouve  la  théorie  du  harogvroscope,  instrument  inventé  par  lut 
pour  démontrer,  d'une  manière  péremptoire,  l'influence  de  la  ro- 
tation de  la  Terre  sur  le  mouvement  des  corps  terrestres;  3"  Sur 
les  preuves  mécaniques  rie  la  rotation  de  la  Terre  (1883}. 
Toutes  les  expériences  antérieures  à  la  sienne  ont  donné  des  ré- 
sultats coiilradictoires  on  sont  pratiquement  irréalisables. 

4.  Physique  mathématique.  —  Son  principal  Mémoire  sur 
ce  sujet  est  devenu  classique.  Il  est  intitulé  :  Recherches  analy- 
tiques sur  la  diffraction. 

5.  Histoire  des  Sciences.  —  On  doit  à  Gilbert  un  grand  nombre 
de    biographies    scientifiques    (Paguni,    Chasles,    Puiseux,    Fou- 


CUMl'TIÎS    lUSNUlS    liT    ANAI.VSE'S. 

Ali-monsk  DEMUL'UN,  ropélitoii]'  i,  lUnJvcrsiLé  île  liarid.  —  1 
l'appijcatios  uiSe  uktiioue  vKCTCiHiKLi.tj  *  L'ÉrtiiK  dk  duebs  sï 

OB  nnuiTKS  (cOMPLEXIiS,  GONGBUGnCRS,  SUHFACE8  BKr.LÉKS).  Vir-I  II 

Bruxelles,  Caslaigne,  l'aris.  Nony,  iS(ti4. 

I>a  inétliodu  vectorielle  liiinl  il  esl  question  dans  le  tilri;  cî-Jes- 
B1IS  esl  fonJêelsiir  l'emploi  s^^lématique  de  ilenx  combiiiaisotis 
(liirércTites  de  deux  vecteurs  :  le  produit  géométrique  e'  '-■  ino- 
nieat  géométrique.  Leacaluuf  '      "     '       a"      ne  ■m 

pas  de  ceux  qui  résuUeraiei  Je 

qtialernions.    LVxposilifin  (I<  .■       ....        .-,i  i,- 

âfi-cariique  àv.  M.  Massau,  i     ..  i  <ji,j,„  j  i.,,.(id((, »  i- 

3u)  laquelle  comprend,  en  milre,  la  tliéo         Ite  lu  Vi^we  drui.c,      i 
coordunnées  vectorielles. 

Le  Mémoire  proprement  dit  est  divise  eu  trois  Sections,  La  Sec- 
tion I  {p.  ^ii-tJo)  débute  par  une  élude  approfondie  du  complexe 
linéaire  :  pôleel  plan  polaire,  réduction  de  l'équation  du  complexe 
k  la  (orme  normale,  droites  conjuguées,  moments  de  deus  com- 
plexes, etc.  Sit;nalons  spécialement  les  propriétés  de  deux  com- 
plexes linéaires  polaires  réciproques  par  rapport  à  un  troîaièmu. 
I/auteur  s'occupe  ensuite  des  courbes  dont  les  tangentes  appar- 
tiennent à  un  complexe  linéaire  ou  à  un  complexe  quelconque,  et 
applique  le*  propriétés  obtenues  aux  courbes  tétraédrales  symé- 
triques. Depuis  la  publication  de  ce  Mémoire,  M.  Demoulin  a  in- 
diqué {CompU:s  rendus  rfes  séances  de  t' Académie  des  Sciences, 
17  mai  189'^)  les  modifications  qu'il  y  a  lieu  d'apporter  à  cerlaius 
des  résultats  en  question. 

La  (in  de  la  Section  est  consacrée  à  la  congruence  linéaire  et  ù 
U  siirl'ace  du  second  ordre,  lieu  des  droites  communes  à  trois  cum- 
ple\es  linéaires. 

Suivant  qu'un  complexe  linéaire  est  assujetti  ^  passer  par 
quatre,  trois  ou  deux  droites,  son  axe  central  engendre  une  siir- 
faee  S,  unecongruence  F  ou  un  compleseC  La  Section  ll(p.  70- 
9^)  a  pour  objet  l'élude  de  ces  trois  êtres  géoniétriipies. 

La  surface  S  est  bien  connue  :  c'est  le  cj^lindruïde  de  C^ijley. 

L'éublissemenldcsouéquali éJuite  e-^t  jaile  d'.iprés  M.  Ilueb- 

tieiin. 
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La  congriience  T  jouit  de  nombreuses  propriétés  signsMei  pir 
MM.  Bail,  Stahl  et  Waeisch.   A   ces   propriétés,  M.  Demontio 

ajoute  la  suivaate  : 

Jointe  à  une  congruence  de  premier  ordre  et  de  la  première 
classe,  la  congruence  V  est  l'intersection  complète  de  deux 
complexes  de  Painvin. 

Quaut  au  complexe  C,  il  esl  du  second  ordre  et  sa  surface  de 
singularités  est  réglée  et  admet,  comme  courbes  asjrmptotiques, 
des  courbes  du  sixième  ordre. 

Dans  la  Section  III  (|).  pô-ioS),  l'auteur  étudie  quelques  com- 
plexes dont  la  considération  se  déduit  de  celle  du  complexe  li- 
néaire. 

Le  Mémoire  se  termine  par  un  Appendice  (p.  106-116)  dans 
lequel  sont  établies  difTérentes  propriétés  du  complexe  de  Painvin. 


SOR  LES  HAOTEORS  OU  KAXIIIIIH  DE  L'ÉCLURBaEIT 
DES  AIRES  aOHITfiES; 

Par  m,  W.  ANISSIMOFF. 
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sens  (*).  Mais  il  est  bien  plus  intéressant  d'étudier  le  cas  général 
d'une  aire  quelconque  de  dimensions  finies. 

Les  résultats  que  nous  avons  obtenus  peuvent  intéresser  les 
géomètres  et  seront  peut-être  utiles  aux  praticiens. 

II.  Considérons  une  aire  horizontale  ^  {Jig*  i)y  éclairée  par  un 


point  lumineux  S  qui  se  meut  sur  une  verticale  donnée  SO.  Sup- 
posons qu'il  n'y  a  pas  d'absorption  de  la  lumière  à  travers  le 
milieu  intermédiaire  et  recherchons  sur  quelle  hauteur  l'on  doit 
placer  le  luminaire  S  pour  que  l'éclairement  de  l'aire  i  soit  le  plus 
grand  possible. 

Afin  d'avoir  l'expression  analytique  de  l'illumination  d,  on  cons- 
truit une  sphère  de  rayon  égal  à  l'unité  avec  le  centre  en  S,  et  l'on 
mène  de  S  des  droites  à  tous  les  points  du  contour  de  l'aire  rf . 
C'est  ainsi  qu'on  obtient  une  surface  conique,  découpant  sur  la 
sphère  une  aire  sphériquey,  et  l'on  a 

(1)  ^  =  ^/,        ^>o, 

X  désignant  la  hauteur  SO  du  luminaire  au-dessus  du  plan  de  J. 
Quant  à  la  valeur  ;r  =  o,  vu  les  conditions  physiques  du  problème, 
on  a  toujours,  quelle  que  soit  l'aire  donnée, 

(2)  ^"5  =  o,        x  =  o. 
Si  l'on  pose  MO  =  p,  on  obtient  . 


(')  F.  Frkxet,  Recueil  d'exercices  sur  le  Calcul  in/initcsimal,  p.  3tj-4«», 
solution  du  problème  1)4.  Paris,  i8.')6. 

W.  Nbrnst  und  A.  Sciir»\FLiKH,  Ein/Uluung  in  dtc  matUeniatische  Hchandlufif^ 
der  Naturwitsenschaftcn,  S.  .■>u7,  Aufgahc  ♦».  Miiuchcn-Lcipzig,  i8«)^. 
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<tf  k\  d-l  étant  des  éléments  correspondants  des  aires/ et -f,  el  l'on 
il   dùnnilivemcnl,    pour   la   détermination   de   l'ëclairement  -T,   les 


■  /« 


l'intégrale  étant  étcndne  à  l'aire  J. 

La  fonction  -1  do  x.  délinio  pins  liant,  est,  en  général,  pourir>o, 
iiiin  fonction  continno  dont  la  dérivée  n'exprima  par  la  formule 


("est  ici  qu'il  y  u  lieu  de  considérer  deii\  cas  distincts  de  la 
(lo^ilion  <lii  lominnire  S  par  rap|)oi'l  à  l'aire  S.  Soit  O  le  pied  de 
la  perpendiculaire  aliitissée  di-  S  sur  le  |>lan  do  .T. 

Le  poiiil  O  étant  situé  en  dehors  de  l'aire  .t,  il  existe  un 
ma\iiniiin  et  un  inininium  dos  rayons  vi'cieiirs  p 


-  /'. 


/O 


nge  de  signe  en  allant  des  valeurs 


e.l  il  n'y  a  pan  de  if-/jonxc  décisive.  Mais  voici  un  cas  parlicrrlicr 
ijiii  duil  être  disciitif  à  part  : 

Le  painlO  èiaalaiir  Iti coniotu;  loutes  les  branches  de  cclm-ci 
uni  en  O,  deux  à  deux,  le  conlnct  d'ordre  j*  >■  o.  Dans  ce  cas 
il  existera  nécessairement  anc  /laiihuir  r/f  l'èrlttii-ement 
maximum. 

lin  cfTct,  £  élanl  pris  aussi  pclil  que  l'on  voudra,  ilécoi>[M>ns  tle 
l'aire  ^  des  éléinuiiLs  rf.f  par  un  cercle  de  rayon  e  avec  le  centre 
en  0.  Ces  élêineiils  d-f,  dont  le  nombre  est  lini,  soûl  par  rapport 
ik  i  dcs-infinimcnt  petits  d'ordre  jx-t-a.  Les  lermcs  ct>rrcsp»Midanls 

lie  rint(:};rsle  (3)  peuvent  être  rejelés  pour  des  x  intiniment  petits 
aussi  bien  que  pour  des  x  finis.  Par  consé(|ueiil,  daos  le  cas  con- 


ei  notre  assertion  est  bien  démontrée. 

Etudions  de  plus  près  les  cas  où  les  rayons  vecteurs  issus  de  O 
reacontrenl  le  contour  de  ^  en  un  ou  en  deux  points. 

m.  Soit  O  {fig.  3)  un  point  à  l'intérieur  ou  sur  le  contour  de 


l'aire  3,  et  les  rayons  vecteurs  issus  de  O  ne  n 
qii'«/l  un  point  dilTércnt  de  O.  Soient,  en  01 


rent  ce  contour 
I  et  0  les  coor- 
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données  polaires  des  points  M  de  l'nire  S  par  rappori  à  un  s^sLème 

de  coordonnées  ciioisi  conveniihlciiient.  On  peut  prendre 


•1  =  0  ptiui-  lu  vrileur  x  =  u, 

L'intégralion  par  rapport  â  p  se  fait  de  ç.  =  o  jiis([ii"aiix  valeiii-» 
de  p  sur  le  contour,  qui  sont  données  par  unn  équalion 

L'intégralion  par  rapport  à  H  s'accomplil  dans  les  limites  0  ^  o 
et  9  ^  a.  On  a  pour  a  la  valeur  a:=  an,  si  O  est  à  l'intérieur  de^j 
dans  le  cas  oîi  O  est  situé  sur  le  contour,  on  doit  avoir  o<;a£2it. 

L'intégration  par  rapport  à  p  étant  faîte,  on  obtient 


f(-7^)- 


Pour  a'  >■  o  la  dérivée  de  -1  par  rappori  à  x,  délinie  par  la  for- 
mule 


Ê^-r 


;  fonction  de  j"  diminue  incessainmeol 
:ruil  de  j'=:o  jusqu'à   .x  =  +  x;    et  l'on 


au  cas  des  atrcs  indiquées.  Considérons,  par  exemple,  l'aire  S. 
l-es  rayons  vecteurs  extrêmes  OP  el  OQ,  roniianl  entre  eux 
l'angle  a,  divisi;nt  le  contour  en  deux  parties  l'MtQetPMjQ. 
Pour  deux  points  correspondants  M,  et  Mj  leurs  rajons  vecteurs 
sont  donnés  en  fonclion  de  l'angle  polaire  Q 


r>j 


Quant  à  l'angle  x,  il  est  soumis  à  la  condition  o<,^S-iT:. 

En  nous  reportant  à  la  première  des  formules  (3),  nous  calculons 
sans  peine 

Mais  un  peu  de  réflexion  nous  montre  que  la  même  formule  est 
valable  aussi  pour  le  cas  extrême  x:=a;  par  conséquent 

(G)  -■)=//"    (--J^ -^=\d(i.         j-ro. 

Les  hauteurs  x  :=  Xa  de  l'éclairemenl  maximum  rt  ^  -^^  seront, 
ea  général,  les  racines  réelles  et  positives  de  l'équation  (i)  qui 
prend  la  forme 
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Cette  équation  ('j)  a  toujours  au  moins  une  racine  de  la  ualure 
indiquée.  C'est  notamment  la  formule  (7)  aussi  bien  que  (4)  qai 
est  une  source  in<!puisable  des  équations  douées  de  ta  propriété 
d'avoir  au  moins  une  de  leurs  racines  réelle  et  positive.  Ce  point 
inlércssanl  est  bien  évident;  nous  n'y  insistons  pas  davantage. 

Le  cas  général  de  l'aire  d'une  forme  arbitraire,  que  nous  avons 
traité  succinctement  dans  l'arlicle  11,  peut  être  réduit  aux  cas 
jtius  simples  considérés  dans  les  articles  III  et  IV.  Mais  nous  ne 
nous  y  arrêtons  pas  et  allons  présenter  quelques  exemples  parti- 
culiers se  rapportant  aux  articles  indiqués. 

V.  D'abord,  il  y  a  lieu  de  considérer  les  aires  annulaifes.  Ce 
sont  des  aires  AltDCA  {/i^.  4),  limitées  par  deux  arcs  de  cercle 
concentrii|iios  en  O  et  par  deux  rayons  vecieurs  OAB  et  OCD, 
formant  entre  eux  l'an'Hc  a.  En  désignant  OA  =  a,  OB  =  b,  nous 


::£:::m._.. 


devons  poser,  dans  les  formules  (6)  et  (7),  s,  =  a  et  ,9]=:  6,  élaol 
0  >■  a.  1,'éqiialion  (-)  se  réduit  alors  à 


I 


mP.langks. 

|iarticulipr  de  Frénol  cl  cic  Scliiindies,  auquel  correspond  la  lîm 


v/i 


Lu  rormule  (S),  sî  simple  que  possible,  peuL  être  utile,  à  notre 
avis,  aux  nombreuses  applications  dans  la  pratique.  C'est  en  s'ap- 
puvaol  sur  celte  forniule  que  l'on  peut  arranger  d'une  manière 
plus  avnntngeiise  l'éclairage  des  rues  eL  des  places  publiques, 
ainsi  qu'on  peut  l'utiliser  dans  l'an  de  la  guerre  el  dans  beaucoup 
de  questions  qui  se  rapportent  au  problème  considéré, 

VI,  Comme  second  exemple,  nous  prenons  des  aires  AUCDA 
{Jig-  5),  limitées  par  un  arc  de  cercle  avec  le  centre  en  O  et  par 


b  corde  AC.  On  voit  (ont  de  suile  que  rilluniination  -1  de  cette 
aire  lolale  sera  deux  fois  plus  grande  que  l'illuminaMon  pour  l'aire 
ADB,  OD  étant  perpendiculaire  à  AC.  Posons 


OA  =  on  = 


Z  AOB  = 


'l\ 


/x'ctis'O-l-a'cos 
ent  la  formule 


d'où  l'on  triiu' 

(^«ic^ri.  ______       ^-,--^,j 

L'tqtialinn  (y),  poui'  la  clL'lemuaulion  de  la  liiiiilcur  demandée, 
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nous  donne  une  solulioD  unique 

_  1  /a(l»nga  —  a) 


(lO) 

el  l'éclaireraenl 

(II)         .%=«*( 
Si  l'on  fait 


^t  correspondant  sera 


„./;r^i_,/^ ±j\ 

y  langa       V    "nga        Ung'a/ 


larorniiile{io)  nous  donnera  (a  hauteur  de  l'éclairemenl  maximum 
pour  l'aire  entre  le  périmètre  du  polygone  régulier  inscrit  à  n  cAtés 
et  les  arcs  de  cercle.  L'illumination  correspondante  maximum  sera 
égale  à  n  fois  3,,  donnée  par  la  formule  (i  i). 

De  la  même  manière,  on  peut  traiter  le  cas  de  l'aire  ABCDA. 
{Jig.  6),  limitée  par  un  arc  de  cercle  dont  le  centre  se  trouve  enO 


UËLANGRS. 
LVqiiHlion  (7),  qui  a  la  forme 


t,fT'^'  <i'        l/a'-f-.r'cos'a 

nous  doni: 

lerii 

la  soltitioo 

(la) 

'      cosaV   laag'a  — a'' 

cllVclalrc 

inei 

Il  muximum  -lo  correspondant  s. 

nous  aurons  par  la  formule  (la)  la  kaiitciir  de  l'éclairement 
maximum  pour  l'aire  entre  le  périmètre  du  polygone  régulier  cir- 
conscrit à  n  cdtés  et  les  arcs  de  cercle.  L'illumination  maximum 
correspondante  sera  égale  à  n^o,  où  H^  est  donnée  par  la  for- 
mule (1 3). 

Hemarqnons,  en  passant,  que  dans  les  formules  (1  1)  et  ([3)  Iji 
quantité  o,  le  rayon  du  cercle,  ne  figure  pas.  C'est  ainsi  que  les 
iJluuiinatioBs  maxima  J^,  pour  ui>e  tuéme  valeur  de  l'angle  a,  sont 
toutes  égales  entre  elles.  Quant  aux  hauteurs  correspondantes  Xg, 
données  par  les  formules  (10)  et  (12),  elles  sont  proportionnelles 
aux  rayons  a. 

VII.  En  dernier  lieu,  considérons  l'aire  BOAB  (Jtg-  7)  entre 
une  spirale  d'Arcliimède  OB,  dont  l'origine  (pôle)  se  trouve  en  O, 
ss  tangente  OA  en  O  et  un  arc  de  cercle  avec  le  centre  au  même 
point  O.  Si  l'on  pose  le  rayon  OA  ^a  et  si  l'on  désigne  par  b  le 
paramètre  de  la  spirale  considérée  fi  =  &Q,  on  voit  bien  qu'il  doit 
exister  une  relation 


L'aire  considérée  nous  donnera  un  bel  exemple  pour  la  théorie 
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générale  développée  dansl'arlicle  H.  La  roriniilc  (6)  nous  (Itiniintit 


'='fG 


log  étant  le  signe  des  logiitilliuies  népériens.  La  foririe  (i4)>  *<"'* 
laquelle  se  présente  rillinnination  -t  des  aires  limitées  par  des 
spirales  d'Archimède  et  des  arcs  de  cercle,  est  bien  digne  d'atten- 
tion eirournitdes  propriétés  remarquables  de  celte  belle  courbe. 
Considérons,  enelTel,  denx  spirales  avec  les  paramétres  b,  et  frj  ; 
deux  valeurs  -T,  et  ^..  leur  correspondent  par  la  formule  (i4)-  On 
a  pour  une  même  valeur  de  x 
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rement  maximum,  sera  toujours  de  la  forme 

(16)  log a-- — ^^  =  0. 

Celle  équation  ne  dépend  pas  des  paramètres  6.  H  s'ensuit  un 
autre  théorème  fort  intéressant  sur  les  spirales  du  grand  géo- 
mètre : 

Les  aires,  limitêf^s  par  des  spirales  d^ A rchimède  tangentes 
en  O  et  par  un  même  arc  de  cercle,  ont  une  même  hauteur  de 
V  éclaire  ment  maxini  uni , 

La  hauteur  demandée  j?  ==  jto  est  une  racine  réelle  et  positive 
de  l'équation  (16);  celte  racine  est  unique  et  est  une  fonction 
linéaire  cl  homogène  de  a.  C'est  ainsi  que  les  hauteurs  de  Téclai- 
rement  maximum  sont  proportionnelles  aux  rajons  a  des  cercles, 
quelles  que  soient  les  valeurs  des  paramètres  b  des  spirales  con- 
sidérées. 

Si  Ton  fait 

tt 

z  =  - — -^^, 

on  obtient  en  z  Téquation 

(17)  -I0-- -=c-H3\ 

qui  est  assez  commode  pour  le  calcul  numérique  et  nous  donne 
pour  la  valeur  cherchée  de  Xq 

(18)  Xq=  o,3ii48^/. 

VIII.  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  le  pouvoir  éclairant  du 
rajon  lumineux  ne  change  pas  avec  la  distance^  au  moins  dans 
les  limites  de  Taire  considérc'c.  Mais  il  n'est  pas  difticile  d'étendre 
nos  calculs  au  cas  où  le  pou\'oir  éclairant  y  grâce  à  Tabsorption 
du  milieu  intermédiaire,  diminue  proportionnellement  à  la  n'*^'"'* 
puissance  de  la  distance. 

L'illumination  lotale -">  de  Taire  donnée  ^^  se  présentant  sous  la 
forme 


o. 


éndraux,  ïS»^^^^^ 


376  PREHiÈRE  PARTIE. 

nos  conclusions  précédentes  resteroQi,  en  [crnies  géndrau^ 

riables.  Il  suffit,  à  cet  effet,  de  former  l'expression  de  la  dérivée 

de  -3  par  rapport  à  ^  et  de  discuter  les  varlalions  de  signe  de  cette 

dérivée. 

Dans  le  cas  où  il  j  a  deux  points  de  rencontre  des  rayons  vec- 
teurs issus  de  O  avec  le  contour  de  S,  nous  aurons,  pour  rillunji- 
nalion  '3,  l'expression 


(20) 


.(      [/(.ïi+pî)-*. 


V'(^''^pii' 


Il  faut  faire  remarquer  ici  que  l'ordre  jjl  du  contact  en  O,  s'il  y 
a  de  telles  branches  du  contour,  doit  vérilter  la  relation  [t  >-  n. 

Quant  à  l'équation  pour  la  détermination  des  hauteurs  de- 
mandées, elle  devient 


et  admet  toujours  au  moins  une  racine  réelle  et  positive. 

L'équation  des  hauteurs  pour  les  aires  annulaires  étant  de  la 

forme 


le,  dans  l'hypotlièse  limA  ^  o,,  la  solmioD 
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Emile  PICARD  bt  G.  SLMART.  —  Théorie  des  fonctions  algébriques  de 
DEUX  variables  INDÉPENDANTES.  T.  L  Analyso  de  ce  Livre  par  M.  le  pro- 
fesseur P.  Stàckel  (*)  (traduite,  avec  Tautorisation  de  l'auteur,  par  M.  Z. 
Laugel),  Paris,  Gauthier-Villars,  vi-246  p.,  gr.  in-8". 

Il  n  y  a  pas  lieu  de  s'éloiïner  que  la  théorie  des  fonctions  algé- 
briques de  plusieurs  variables  soit  encore  dans  son  enfance,  malgré 
les  précieux  travaux  de  Clebsch  et  Nolher  et  de  MM.  Poincaré  et 
Picard,  Castelnuovo  et  Enriques.  Les  fonctions  d'une  seule  va- 
riable ne  sont,  par  rapport  aux  fonctions  d'un  nombre  quelconque 
de  variables,  qu'un  cas  singulier,  et  les  simplifications  qui  ont 
lieu  dans  ce  cas  singulier  sont  si  considérables  que  le  passage  au 
cas  général  exige  des  méthodes  auxiliaires  d'analjse  complète- 
ment nouvelles.  Il  est  vrai  qu'avec  la  difficulté  augmente  aussi 
l'attrait  de  la  recherche  qui,  précisément  dans  ce  domaine  des 
fonctions  algébriques  de  plusieurs  variables,  nous  a  préparé  une 
riche  moisson;  c'est  donc  une  entreprise  dont  on  ne  saurait  trop 
remercier  MM.  Picard  et  Simart  que  d'avoir,  dans  cet  Ouvrage 
qui  aura  deux  Volumes,  donné  un  résumé  de  l'état  de  ta  Science 
dans  ce  domaine  et  d*y  avoir  facilité  Taccès  à  une  discipline  dont 
on  peut  attendre  encore  de  grands  progrès. 

Le  thème  du  premier  Volume  peut  être  rapidement  énoncé 
comme  il  suit  : 

Il  s'agit  d'étendre  la  théorie  riemannienne  des  fonctions  algé- 
briques d'une  variable  aux  fonctions  algébriques  de  deux  va- 
riables, extension  que  Riemann,  d'ailleurs,  avait  déjà  en  vue, 
comme  le  montre  son  œuvre  posthume. 

La  base  de  la  théorie  de  Riemann  consiste  en  la  conception 
des  classes  des  courbes  algébriques.  Deux  courbes  algébriques 
y(x,^')  =  o,  cp($,  rj)  =  o  appartiennent  à  la  même  classe  lors- 
qu'elles se  correspondent  point  par  point,  c'est-à-dire  lorsque 
des  équations  de  la  forme  ;  =  E(j;,y),  y;  =  H  {jo^y)^  où  S  et  H 
désignent  des  fonctions  rationnelles  de  leurs  arqunients,  perniet- 


(•)  Jahrbuch  fiir  die  Fortschrittc  cier  Mathcmatik,  t.  WVIII;  1899. 
Huit,  des  Sciences  niathcm.,  :i'  "riùini,  l.  WllI.  (  Décembre  1899.  )  19 
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teni  (IV'lalilir,  cuire  les  poiuis  des  deuK  courbes, 
datice  leile  que,  au  moyen  des  équations  /^  o,  p^  0,  l'on  ail, 
inversemenl,  ar  ^=  X(S,  y,),  j- =  Y(Ç,  t,),  où  X  el  Y  ddsîgucol 
encore  des  fonctions  rationnelles  de  leurs  arguinenU.  Il  s'agit 
alors  de  trouver  des  propriétés  qui  soient  communes  à  toutes  les 
courbes  d'une  même  classe,  c'esl-à-diro  de  développer  une  ihéarit! 
des  invariants  des  courbes  algébriques  au  poini  de  vue  des  Irans- 
formations  biralionnclles.  Un  invariant  de  cette  cspt'-cc  est  le 
nombre  p,  nommé  par  Clebsch  le  genre  de  la  courbe.  Toutes  les 
courbes  de  la  même  classe  sont  de  même  genre;  mais,  dans  le  pro- 
blème de  la  détermination  de  toutes  les  courbes  algébriques  d'un 
genre /adonné,  il  reste  3yU  —  3  constantes  qui  demeurent  arbitraires, 
les  modules  de  la  classe,  dont  les  valeurs  caractérisent  les  classes 
individuelles  et  qui,  ainsi  que  p,  jouissent  aussi  de  la  propriété 
de  l'invariance. 

On  peut  procéder  d'une  manière  analogue  dans  l'élude  des  sur- 
faces algébriques. 

Deux  pareilles  surfaces  f{x,y,  z)  =-  u,  3(S,ï,,  1^)  =  o  appar- 
tiennent à  lu  même  classe,  lorsqu'elles  se  correspondent  point 
par  point,  c'est-â- dire  lorsque  des  équations  de  la  forme 
Ç  =  H(x,^.=).  r,  =H(jr,y,=).  ;  =  Z(.i-,j-,;),  Où  S,  H,  Z  dé- 
signent des  fonctions  rationnelles  de  leurs  arguments,  permettent 
d'élâblir,  entre  tes  points  des  deux  surfaces,  une  correspondance 
telle  que,  BU  moyen  des  équations  /=;  o,  o  :=  o,  l'on  ait,  inver- 
iemcnt,  .r  =  X{5,ï-.,ï),^  =  Y(=,r.,;),  3  =  Z(î,,,!;),oùX,  Y, 
/  désignent  encore  des  fonctions  rationnelles  de  leurs  arguments. 
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fiant  el  algébrique.  Ainsi,  la  défînition  de  p  donnée  par  Uiemann 
comme  étant  le  nombre  des  intégrales  abéliennes  de  première  (ou 
de  seconde)  espèce,  linéairement  indépendantes  et  appartenant  à 
la  courbe/rr:  0,  est  transcendante  et  analytique;  d'autre  part,  sa 
définition  de  /?,  au  moyen  de  Vanalysis  situs,  c*est-à-dire  au 
moyen  de  la  connexion  de  la  surface  de  Riemann  appartenant  à 
la  courbe,  est  transcendante  et  géométrique.  Nous  pouvons  aussi 
caractériser  comme  algébrico-géométrique  la  formule  de  Riemann 
^  =  l(/i  —  i)(/i  —  2)  —  0,  qui  donne  une  relation  entre  l'ordre  n 
de  la  courbe,  le  nombre  0  de  ses  points  doubles  et  son  genre  ^. 
On  obtient  cette  formule  en  définissant  p  comme  le  nombre  des 
coefficients  arbitraires  dans  l'équation  des  courbes  adjointes, 
c'est-à-dire  des  courbes  d'ordre  n  —  3  qui  passent  par  les  points 
doubles  de  /=  o.  On  peut  regarder  comme  un  supplément  à 
celte  définition  les  démonstrations  ultérieures  de  l'invariance  du 
nombre  p  donné  par  cette  formule,  ainsi  que  les  difficiles  re- 
cherches touchant  la  réduction  des  singularités  d'ordre  supérieur, 
recherches  qui  constituent  le  passage  aux  méthodes  algébrico- 
analytiques.  Ces  méthodes  sont  principalement  l'œuvre  de  Weler- 
strass,  qui  chercha  à  faire  dominer  les  méthodes  algébriques  dans 
Tétude  des  fonctions  rationnelles  R{x,y)  du  couple  {x,y) 
(fonctions  à  zéros  et  à  pôles  donnés,  théorème  des  lacunes,  etc.). 

Dans  l'état  actuel  de  nos  connaissances,  tes  méthodes  algébrico- 
analytiques  ne  peuvent  être  employées  à  Téliide  générale  des  sur- 
faces algébriques;  en  edet,  dans  l'édificulion  d'une  théorie  des 
/onctions  rationnciies  R(j:,  j,  w)  du  tripiet  {jr^yi  z)  qui  mar- 
cheniit  parallèlement  à  la  théorie  de  Wcicrstrass  des  fonctions 
rationnelles  K(.r,^')  du  couple  {jc^^y)  on  rencontre  précisément 
ces  difficultés,  qui  font  que  la  théorie  des  fonctions  analytiques 
do  deux  variables  est  restée  jusqu'ici  à  TcHal  embryonnaire.  Ces 
méthodes  de  traitement  qui,  au  point  de  vue  de  la  logique, 
doivent  être  placées  au  j)remior  ranj;,  sont  ici,  comme  ailleurs,  la 
conclusion  et  non  le  commencement  du  développement  chrono- 
logique. 

On  pouvait  s'attendre  ù  des  résultats  plus  féconds  dans  la  voie 
algébrico-géométriqiie  ouverte  par  (^lebsch  {Comptes  rendus^ 
décembre  i8()8)  où  il  avait  donné  ce  théorème  :  Pour  une  surface 
algébri(|uc  d'ordre  n  à  singularités  ordinaires,  le  nombre  de  con- 
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alantes  arbitraires  dans  l'cquation  des  ■mr/uces  adjointes,  c'esU 
à-dire  des  surfaces  d'ordre  n  —  \  (jiii  passent  par  les  courbes 
doubles  de  /=  o,  csl  un  invariant  au  point  de  vue  des  Iransfoi^ 
mations  bîrationnelles.  Ce  nombre,  le  genre  géométrique  {Flâ- 
chengeschlecht),  on  le  désigne  par/»j.  Or,  tandis  que  l'on  était 
parvenu  à  réduire  les  singularités  d'ordre  supérieur  des  courbes 
algébriques,  c'est-à-dire  à  démontrer  que  toute  pareille  courbe, 
lorsqu'il  s'agit  d'en  déterminer  le  genre,  peut  être  regardée  comme 
cas  limite  d'une  courbe  algébrique  à  singularilés  toutes  ordinaires 
(points  doubles  à  tangentes  séparées),  on  a  reconnu  que,  pour  les 
surfaces  algébriques,  aucune  réduction  de  celte  nature  n'est  pos- 
sible, et  que,  par  conséquent,  il  n'y  a  pour  pg  aucune  formule 
numérique  qui  corresponde  à  la  formule  de  Riemann  pour  le 
genre /j.  Cela  tient  à  ce  fait  que,  tandis  que  les  singularités  des 
courbes  se  superposent,  et  que,  par  conséquent,  chaque  singula- 
rité inilue  sur  p  comme  si  elle  se  présentait  séparément,  au  con- 
traire, dans  les  surfaces,  les  singularités  peuvent  se  compenser, 
relativement  à  leur  effet  sur  ^^,  e'csl-à-dire,  par  exemple,  que  la 
singularité  S  diminuant  pg  de  ff,  et  la  singularité  S' de  tr',  p^  peut, 
lorsque  S  et  S'  se  présentent  ensemble,   diminuer  de  moins  que 

N'ither,  qui,  le  premier,  a  donné  une  démonstration  (algé- 
brique) de  l'invariance  de  pg  a  fait  cette  importante  remarque 
que  l'on  obtient  aussi  ce  même  nombre  pg  par  voie  analytico-lrans- 
cendante.  De  même  que,  à  une  courbe  algébrique  f(^x,y)=.a 
indcnt  les  intégrales  abélienues    f  R(x,y)dx,    on    peut. 
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en  rapport  intime  avec  certaines  intégrales  appartenant  à  la  sur- 
face,  c'est-à-dire  avec  les  intégrales  de  diflTérentielIcs  totales  de 
la  forme  P(Xjy^z)dx  -i-  Q(^,  J^,  5)rf^,  oiiP  et  Q  sont  des  fonc- 
tions rationnelles  de  leurs  arguments.  Cette  découverte  mérite 
d'autant  plus  d*attirer  l'attention  que,  ainsi  qu'on  le  verra  bientôt, 
la  théorie  de  ces  intégrales  difl'ère,  toto  cœlo,  de  celle  des  inté- 
grales abéliennes. 

Pour  rinvariant /72,  il  n'y  a  pas  ici  de  théorème  analogue. 

Je  prendrai  la  liberté  de  dire  que  je  soupçonne  que  cet  inva- 
riant p^  a  un  rapport  intime  avec  les  intégrales  doubles  de  seconde 
espèce.  Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  d'en  développer  la  raison.  Quoi 
qu'il  en  soit,  c'est  là  un  problème  qui  demande  de  nouvelles 
recherches  (et  qui,  du  reste^  a  été  traité,  entre  temps,  par 
M.  Picard)  (•). 

Si  l'on  regarde  x,  j-,  z  comme  des  variables  complexes,  alors 
à  la  surface  algébrique  correspond  une  variété  M 4  à  quatre  dimen- 
sions, qui,  au  moyen  de  deux  équations,  est  découpée  dans  un 
espace  plan  Rq  à  six  dimensions.  Or,  d'après  les  recherches  de 
Betti  et  de  M.  Poincaré,  la  connexion  d'une  M;,  découpée  dans  un 
espace  plan,  au  moyen  d'équations,  est  caractérisée  par  n  —  i 
nombres  entiers  /^i,  /72,  •  •  •?  />/i,  les  ordres  de  connexion  de  la 
variété,  qui  se  rapportent  successivement  à  la  nature  des  variétés 
fermées  à  i,  2,  ...,  n  —  i  dimensions  contenues  dans  la  M/,. 
Entre  ces  nombres  ont  lieu  les  relations  de  M.  Poincaré 

Pm=Pn-m  ( /Il  =  I , '2,  .  .  . ,  /l  ). 

En  particulier,  pour  /i  =  4,  on  a  donc /?i  ^/>.,,  de  sorte  (lue, 
j)Our  les  surfaces  algébriques,  on  n'a  à  considérer  que  les  nonibn^s 
I  etyoj.  Une  étude  plus  aj)profondic  nous  montre  que,  pour  les 
surfaces  algébriques,  on  a,  en  général,  />,  =  i,  tandis  que  l'on  a, 
cîl  cela  d'une  manière  générale,  p^^  -5. 

Quant  aux  intégrales  j  (V  dx -^Qc/v)^  M.  Picard  les  distribue, 

comme    les   intégrales    abéliennes,    en    intégrales    de    première, 
<^leuxième  et  troisième  espèce;  les  définir  avec  précision  est  chose 


V)  Journal  de  Liouville.  V  série,  t.  V,  p.   i-5'|    To//' aussi  1rs  C(tni fîtes  rcrulus 
'trs  6  décembre  iSc)-.   >'|  jamior  iSçjK,   .'j  octobre   iS«)S.  I,    i. 
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assez  di^licate,  à  cause  des  singularités  des  surfaces.  Oo  a  ensuite 
le  théorème  fondBinental  :  Si  /»,  ^  i ,  les  intégrales  de  deuxième 
espèce  se  réduiscni  toutes  à  des  fonctions  rationnelles  dex,y,  si 
mais  si  />,  ;>  I,  il  y  a  exactement /?,  —  t  intégrales  de  deuxième 
espèce,  linéairement  indépendantes.  La  détermination  de  cesîn- 
t''grales  peut,  dans  tous  les  cas,  se  ramener  au  problème  qui  coo- 
sîslc  i  déterminer  les  intégrales  rationnelles  d'uu  système  d'éqna- 
lions  dilTércntielIcs  linéaires  liomogènes  ordinaires  i  coefficients 
rationnels.  On  a  donc  ainsi  trouvé  une  deuxième  méthode  pour 
l'évaluation  de  />,,  qui  n'exige  que  des  dilTérentiations  et  des 
éliminations. 

Quant  aux  intégrales  de  première  espèce,  il  ne  s'en  présente 
pas,  en  généra).  Les  conditions  pour  l'existence  de  pareilles  inté- 
grales peuvent  être  mises  sous  une  forme  analytique  élégante, 
■nais  on  ne  peut  donner  aucune  formule  numérique  donnant  leur 
nombre,  qui  soit  valable  dans  le  cas  général.  On  trouve,  en 
particulier,  que  les  surfaces  du  deuxième  et  du  troisième  ordre, 
à  l'exception  des  cdnes  du  troisième  ordre,  ne  possèdent  pasd'în- 
légralcs  de  première  espèce,  et  que,  parmi  les  surfaces  du  qua- 
trième ordre,  seules,  les  surfaces  de  révolution,  les  surfaces  ayant 
deux  droites  doubles  ne  se  rencontrant  pas,  et  les  c6nes,  de 
même  que  les  surfaces  qui  en  dérivent  par  voie  projective,  pos- 
sèdent une,  et  une  seule  intégrale  de  première  espèce;  une  sur- 
face du  quatrième  ordre  ne  peut  donc  jamais  en  posséder  plus 
d'une. 

L'étude  des   intégrales   de  troisième  espèce  présente  de  très 
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lions  où  ëvolaent  les  recherches  de  MM.  Picard  et  Simart.  A  coié 
des  sujets  fondamentaux  exposés  ici  se  trouve  encore  une  foule 
de  détails  intéressants  que  nous  ne  pouvons  citer  ici.  Un  fait  que 
nous  ne  pouvons  passer  sous  silence  :  l'ordre  dans  lequel  les  théo- 
rèmes se  présentent  dans  le  livre  est  tout  autre  que  dans  cette 
analyse.  Les  auteurs,  dont  la  rédaction  est  un  modèle  d'élégance 
et  de  clarté,  ont,  pour  faciliter  l'étude  de  leur  Ouvrage,  placé  au 
commencement  trois  Chapitres  introductifs  traitant  des  intégrales 
multiples  de  plusieurs  variables,  de  Yanalysis  situs  des  variétés 
à  plusieurs  dimensions  et  des  intégrales  des  fonctions  rationnelles 
de  deux  variables  complexes.  Les  singularités  et  les  ordres  de 
connexion  des  surfaces  algébriques  forment  la  matière  du  qua- 
trième Chapitre^  auquel  succède  la  théorie  des  intégrales  des 
différentielles  totales  de  première,  deuxième  et  troisième  espèce 
(Chap.  V  et  VI).  Dans  les  Chapitres  VII  et  VIII,  il  est  rendu 
compte  des  travaux  de  Clebsch  et  Nother,  et  les  auteurs  y  déve- 
loppent la  théorie  des  intégrales  doubles  de  première  espèce. 

Le  second  Volume,  outre  des  suppléments  au  premier,  con- 
tiendra des  applications  au  Calcul  intégral;  les  auteurs  s'y  pro- 
posent aussi  l'étude  des  nouvelles  recherches  de  MM.  Castelnuovo 
et  Enriqnes;  c'est  là  un  plan  dont  Ton  ne  peut  trop  souhaiter  la 
réalisation. 


MUTH.  ~  Théorie  und  Anwendung  der  ëlementartheilkr.  i  Vol.  in-S", 

xvi-236  p.,  Teubner,  Leipzig;  1899. 

Rappelons   d^abord   la   défînilion  d'un   diviseur  élémenfaif'(% 
sous  la  forme  générale  que  lui  a  donnée  M.  Frobenius  (*). 
Soit  I  a/^A  I  le  déterminant  du  système  de  n-  cléments 

ces  éléments  peuvent  être  des  nombres  entiers,  ou  des  f(»nr.hons 
entières  d'une  ou  plusieurs  variables.  Soit  p  un  nombre  entier 
dans  le  premier  cas^  une  fonction  linéaire  (ou  irréduclible)  dans 
le  second  cas.  Désignons  par  p  un  nombre  entier  posilif,  inférieur 

(')  SUzungsbcrichte  dcr  Akad.  der  Wissensck.  in  /ferfin,  p.  HV.  iS^'i. 
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oa  égal  au  rang  r  {')  du  sysli>inc  des  an,.  Soil  /p  ta  plus  haute  puis- 
sance dep  telle  que  p't  soil  un  diviseur  de  tous  les  sous-détermi- 
naniâ  de  degré  p  ;  on  a  alors 


L'égalité  Ip^  lp_,   ne  peut  d'aillei 
sont  nuls;  les  nombres 


r  lie»  (|uc  si  /p  et  /p_ 


sont  donc  entiers,  positifs  ou  nuls.  Chacune  des  quantités 

P''       (P  =  i.i O. 

pour  laquelle  Cp  n'est  pas  nul,  esl  un  diviseur  (élémentaire  (simple) 
du  système  des  éléments  o,^*,  ou,  dans  le  cas  où  ;■=  n,  du  déter- 
minant |ni,i|> 

En  désignant  par  D^  le  plus  grand  commun  diviseur  des  sous- 
(létcrmïnanls  de  degré  a  du  système,  si  l'on  pose 


=  E^,.,  =  .., 


^E„  = 


K|,  E:., . . .,  Eq  sont   respectivement  le  premier,  le  second,..., 
le  «"■""  diviseur  élémenlairc  (composé)  (^)  du  système. 

On  sait  que  cette  notion  de  diviseur  élémentaire  s'est  présentée 
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où  l'on  suppose  que 

i,k  i,k 

♦  =  2  A'.*  X,  Y*,        V  =  2  Ba  X/ Y* 

(c,  A:  s  I,  a....,  n) 

sont  des  formes  bilinéaires  en  Xij  yk  d'une  part,  en  X/,  Y^  de 
l'autre,  il  était  nécessaire  et  suffisant  que  les  deux  déterminants 
|^i<s/,A+^s6i,*|>  |^iA|',jt-h^aB/,jfr|  eussent  les  mêmes  diviseurs 
élémentaires  (  *  ). 

[Rappelons  que  les  deux  faisceaux  sont  équivalents  si  l'on  peut 
passer  de  l'un  à  l'autre  par  des  substitutions  linéaires  à  détermi- 
nants non  nuls,  et  à  coefficients  indépendants  de  X|,  \%  qui 
expriment  les  x  au  moyen  des  X,  les  j^  au  moyen  des  Y;  si  les 
substitutions  pour  les  {x^  X)  sont  les  mêmes  que  pour  les  (y,  Y), 
elles  sont  dites  congruentes,  ] 

Cette  proposition  capitale  était  bien  connue  en  France  depuis 
le  beau  Mémoire  de  M.  Darboux  sur  les  formes  quadratiques, 
Mémoire  où  l'auteur,  en  introduisant  les  fonctions  qui  généra- 
lisent naturellement  la  forme  adjointe,  était  parvenu  aux  condi- 
tions de  Weierstrass,  par  une  méthode  toute  différente. 

Qu'une  proposition  publiée  en  i868,  par  Weierstrass,  puisse 
être  aujourd'hui,  par  ses  développements,  ses  géDéralisations  et 
ses  applications,  l'objet  de  tout  un  livre,  c'est  la  preuve,  sur  un 
point  très  particulier,  de  l'activité  scientifique  de  notre  époque. 

M.  Muth  a  fait  précéder  son  livre  d'une  Introduction  historique 
que  nous  croyons  devoir  reproduire  en  entier,  à  cause  de  son 
grand  intérêt  propre,  et  aussi  parce  qu'elle  donnera,  mieux  que 
nous  ne  pourrions  le  faire,  idée  des  matières  traitées  par  l'Auteur. 


(')  Signalons  une  exposition  de  cette  théorie,  faite  en  vue  de  la  tliéorie  des 
équations  difTcrentielIes  linéaires,  par  M.  Sauvage  dans  le  1. 1\  des  Annales  delà 
Faculté  des  Sciences  de  Toulouse. 
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En  Analyse,  et  surloiit  en  Gëomélrie  analyilqi 
souvent  le  problème  d'Algèbre  (juc  voici  : 

Ramener  simu/lanément  deux  /ormes  quadratiques  <^  cl  if 
de  n  variables  à  une  forme  canonique  (')  {normale)  par  une 
substitution  linéaire. 

il  suffit  de  rappeler,  par  exemple,  les  problèmes  de  Géométrie 
qui  correspondent  aux  cas  n  ï=  3,  ou  n  r=  4<  et  qui  se  rapportent 
à  l'élude  de  la  siLualioo  mnltielle  de  deux  coniques  ou  de  deux 
quadriques.  On  saîl  que,  pour  la  solution  de  ces  problèmes,  la 
façon  dont  se  comporte  le  déterminant  du  faisceau  ).,^  +  Xi<|i, 
déterminé  pur  o  et  i,  joue  un  rôle  essentiel.  Dans  le  cas  générât, 
où  ce  déterminant  ne  s'annule  pas  Identiquement  et  se  décompose 
en  facteurs  linéaires  distincts  (autrement  que  par  un  facteur 
constant),  le  problème  n'offre  aucune  difficulté  notable  et  la 
solution  en  est  depuis  longtemps  connue  (^)  :  on  peut  ramener 
simultanément  les  deux  formes  à  la  somme  de  n  carrés  de  formes 
linéaires  indépendantes  (').  Les  choses  se  passent  tout  autrement 
quand  le  déterminant  du  faisceau,  que  nous  supposons  toujours 
ne  pas  s'annuler  identiquement,  ne  se  décompose  pas  en  facteurs 
linéaires  distincts.  Nous  avons  alors  a  distinguer  une  suite  de  cas 
différents,  cl  le  nombre  de  fois  que  ce  diviseur  multiple  du  déter- 
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plusieurs  fois  étudiées  (*),  et  pour  le  cas  de  n  =  4?  <]iii  ^^^  ^<^j^ 
plus  compliqué,  Sjlvester  a  compté  treize  cas  différents  (^).  Mais 
ces  recherches  ne  s'étendent  pas  d'une  manière  suffisante  au  cas 
général  où  les  formes  ^  ei^  dépendent  d'un  nombre  quelconque 
de  variables.  Avant  tout,  il  est  nécessaire  de  pouvoir  énumérer 
tous  les  cas  difTérents  possibles  pour  n  donné. 

En  i858  (*),  K.  Weierstrass  avait,  dans  un  cas  particulier, 
approché  de  la  solution  générale;  il  y  parvint  en  1868  {*)  dans  le 
célèbre  Mémoire  où  il  fonda  la  théorie  des  diviseurs  élémentaires, 
Ueber  Schaaren  bilinearer  und  quadratischer  Formen  :  non 
seulement  pour  deux  formes  bilinéaires  quadratiques,  mais  aussi 
pour  deux  formes  bilinéaires  à  un  nombre  quelconque  de  variables, 
il  résolut  le  problème  de  la  réduction  simultanée  à  des  formes 
canoniques,  quelle  que  fût  la  composition  du  déterminant  du  fais- 
ceau relatif  aux  deux  formes,  et  donna  une  méthode  qui  permettait 
d'énumérer,  en  les  épuisant  certainement,  tous  les  cas  possibles 
pour  n  donné. 

Weierstrass  y  arrive  par  la  décomposition  du  déterminant 
I  A,  f  +  X2  ^  I  du  faisceau  X|  y  +  X^  i^  en  facteurs  (diviseurs  élémen- 
iaires  de  ce  déterminant),  facteurs  qui  sont  obtenus  en  aflectant  les 
facteurs  simples  de  |  Xi  f  +  )^2^  I  d'exposants  qui  dépendent  de  la 
façon  dont  ces  facteurs  simples  entrent  dans  les  sous-déterminants 
des  degrés  n  —  1 ,  n  —  2  de  ce  déterminant  (  ^  )  :  il  montre  que  ces 
diviseurs  élémentaires  sont  des  invariants  (généralement  irration- 
nels) du  faisceau.  Nous  devons  observer  ici  que  la  notion  de  divi- 
seurs élémentaires  se  trouve  déjà  dans  le  travail  cité  de  Sylvcstcr 
relatif  au  cas  de  n  =  3, 4,  et  que  Sjlvester  en  avait  déjà  reconnu 
la  nature  invariante  (°). 


(  '  )  Il  suffit  de  consulter  n'importe  quel  Traité  de  Géométrie  analytique^  un  pou 
étendu. 

(•)  Sylvestkr,  Enum.  of  the  cont,  0/  Unes  and  sur/.  0/  the  sec.  ord... 
{Phil.  Mag.y  4*  série,  t.  I,  p.  119).  En  comptant  le  cas  où  9  et  ^  ne  difTcrent 
que  par  un  facteur  constant,  on  a  quatorze  cas  distincts  (  n**  66). 

(*)  Weikrstrass,  loc.  cit.,  p.  207. 

(*)  Weierstrass,  loc.  cit.,  p.  a33. 

(*)  Weierstrass,  Beri.  Monat.,  p.  3io;  1868;  Œuvres^  t.  II;  p.  ij). 

(•)  Voir  E.  Meyer,  Bericht  ùber  den  gegenwàrtigcn  Stand  dcr  invarianten- 
théorie  {Jahresbericht  der  deutsch.  Math.  Vvrcin  von  i>^jo-<)i,  t.  I.  p.  S7): 
\«£Tiit:ii.  Sylvksteh.  Afath.  Ann.,  l.  L,  p.  i3.î. 
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Weierstrass  ramèDe  par  nae  substitution  lÎDétire  le  faisceau  de 
formes  à  un  faisceau  de  formes  réduites,  doBt  la  construction 
dépend  essentiellement  des  diviseurs  élémeotaires  du  délerminanl 
|).iCj)  +  X3<]j|.  Si  ces  diviseurs  élémenUtres  sont  cojnnus,  on  |>eDt 
en  déduire  une  forme  simple  pour  le  faisceau  réduit  ;  eu  d'autres 
termes,  on  a  une  forme  canonique  du  couple  f ,  ^. 

Il  y  a  plus,  si  les  diviseurs  élémentaires  des  déterminants  de 
deux  faisceaux  coïncident,  ces  faisceaux  sont  équivalents  ml  m&ne 
faisceau  réduit  et  par  conséquent  équivalents  entre  eux.  Ainn,-  It 
coïncidence  des  diviseurs  élémentaires  n'est  pas  seolement  nécet- 
saire  pour  l'équivalence  de  deux  faisceaux,  elle  est  tuffisante. 
C'est  de  cette  manière  que  Weierstrass  a  démontré  son  théorème 
sur  l'équivalence  de  deux  faisceaux,(§  6  et  §9  de  ce  Livre). 

EnlÎD,  Weierstrass  a  montré,  en  s'appuyant  toujourssur  son  laî»- 
ceau  réduit,  que  l'on  pouvait  former  un  faisceau  de  formes  dont 
le  déterminant  ait  des  diviseurs  élémentaires  donnés.  On  est  donc 
en  étal  (§  7  et  §  9)  dedécrired'une  façon  systématique  et  complète 
les  formes  canouiquesd'un  couple  de  formes  bilinéaires  d'un  nombre 
donné  de  variables,  en  sorte  que  la  théorie  de  Weierstrass  ifonnit 
un  principe  de  classification  essentiel,  principe  dont  la  Géométrie 
montre  la  valeur  et  1«  fécondité- 

Il  n'est  pas  étonnant  quo  les  mathématiciens  l'aient  immédiate- 
ment utilisé  ;  c'est  ce  que  F.  Klein  a  fait  le  premier  dans  sa  Disser- 
tation inaugurale  sur  les  complexes  du  second  degré  (').  Cette 
application  géométrique  de  la  théorie  de  Weierstrass  fut  suivie  de 
beaucoup  d'autres  que  l'on  trouvera  dans  le  résumé  bitilioi 
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un  sujet  que  Heffter,  dans  son  Livre  sur  les  équations  différentielles 
linéaires»  a  mis  en  pleine  lumière  ('). 

Signalons,  enfin^  une  intéressante  application  à  la  théorie  des 
groupes  des  diviseurs  élémentaires  de  Weierstrass,  application  due 
à  Maurer  ('). 

A  côté  des  efforts  pour  étendre  la  théorie  de  Weierstrass  dans 
diverses  directions,  se  placent  les  travaux  qui  ont  eu  pour  but 
d'établir  cette  théorie  en  toute  rigueur.  L'exposition  de  Weier- 
strass présentait,  en  effet,  une  lacune,  qu'il  n'était  pas  très  facile 
de  combler,  et  c'est  un  point  autour  duquel  s'est  groupée  une 
riche  littérature.  Cette  exposition  aurait  été  entièrement  correcte  si 
elle  avait  contenu  la  preuve  de  ce  fait  qu'un  sous-déterminant  ré-^ 
gulier  d'un  système  d'éléments  entiers  contenait  au  moins  comme 
soos*déterminant  un  déterminant  régulier  (').  Alors  une  certaine 
déformation  du  faisceau  employé  par  Weierstrass,  pour  préparer 
la  réduction  du  faisceau  par  la  transformation  de  Jacobi,  peut  être 
appliquée  sûrement.  Comme  cette  preuve  faisait  défaut,  Stickel- 
berger  (*)  (1B74)  se  servit  d'un  procédé  indirect  pour  montrer 
que  le  faisceau  peut  être  effectivement  réduit  à  la  forme  normale. 
Puis  Darboux  (*)  (1874)  et  Gundelfinger(«)  (1876),  qui  rendit  eo 
outre  le  service  de  donner  à  la  théorie  de  Weierstrass  toute  son 
extension,  évitèrent  à  la  fois  cette  déformation  préalable  du  faisceau 
et  la  transformation  de  Jacobi.  Ils  parvinrent  ainsi  à  une  nouvelle 
exposition,  en  partie  plus  courte,  de  notre  théorie,  exposition 
qui,  comme  Ta  montré  Stickelberger  (^)  (1879)  dans  un  beau 


(')  L.  Heffter,  Einleit.  in  die  Théorie  der  in.  Differentialgl.  miteinerunaà/u 
Variab.^  Leipzig,  1891;  Chap.  IX.  On  y  trouvera  aussi  la  bibliographie  du  sujet. 
Voir  aussi  la  page  198  du  premier  Livre. 

(*)  Maureh,  Miinchener  Berichte,  1888,  p.  io3;  Crelle,t,  107,  p.  99. 

(')  Un  sous-déterminant  d*uQ  système  est  régulier  relativement  au  facteur 

premier  (ici  linéaire)  p  quand  ce  facteur  entre  comme  diviseur  dans  le  sous> 

déterminant  autant  de  fois  que  dans  le  plus  grand  commun  diviseur  de  tous  les 

sous-déterminants  du  mùmc  degré  que  celui  qucTon  considère. 

J.  T. 

(  •)  Stickelberoeb,  De probl.  quod.  ad  duas  form.  bilin.  vel  quod,  transform, 
pertinente^  Dissert,  inaug.  Berol.,  187/4. 

(*)  Darboux,  Mém.  sur  la  théorie  al^éb.  des  /ormes  quad,  Liou ville,  iS-Zi, 
•j*  série,  t.  XIX,  p.  a47- 

(•)  GuNDELFiNQER,  dans  Ics  Leçons  de  //esse  sur  la  Géométrie  analytique. 
(»•  édition',  Leipzig,  187G,  supp.  IV). 

(*)  STiCKELBEROEn,  Ucbcr  Schaaren  vojiJj.''.  "    n^'n/K  Form  m  <  f^rclLr.,  '<-  . 

t.  Wi,  p.  -<»• 
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travail,  peut  être  faite  d'une  façon  ahsolumcot  rigoureuse;  toute* 
fois,  cette  méthode  reste  une  méthode  indirecte;  elle  permet  de 
montrer,  sur  le  faisceau  réduit  la  signification  et  l'imporLince  de» 
diviseur»  élémentaires,  tandis  que  Weicrstrass  introduit  directe- 
ment ces  diviseurs  élémentaires. 

Kronecker  (<)  chercha  à  combler  la  lacune  en  soiimettiinl  l<? 
faisceau  à  une  transformation  linéaire  générale  avec  des  coefflcienli^ 
indéterminés,  sans  toutefois  que  ce  procédé  s'applique  )'i  un  ftii^- 
ccau  de  formes  quadratiques. 

Frobenius(i) remarqua  que  la  diiriciillé  qui  subsistait  dans  le  tra- 
vail de  Weicrstrass  pouvait  être  levée  dircclemert.  En  effet,  Smîlb(') 
avait  démontré  dés  1861  le  théorf^me  reliitif  aux  délcrmintinls  ré- 
guliers pour  un  système  de  nombres  enûers;  Frobeuios  en  donna 
une  nouvelle  démonstration,  qui,  avec  quelques  modifications, 
restait  valable  pour  un  système  de  fonctions  entières  d'nn  pan- 
mètre.  C'est  précisément  le  cas  dont  on  avait  besoin.  La  démon- 
slratiun  de  ce  lemme  repose  sur  des  méthodes  arilhmt-liqtics;  ellr 
put  ultérieurement  (1  %  ()  être  nolablemenl  simplifiée  par  Henscl  (*) 
lorsque  Kronecker  eut  fait  connaître  sa  raélhodc  de  réduction  (*) 
pour  les  svstt^mcs  d'élémeuls  entier». 

(^e  même  lemmc  pouvait  aussi  se  démontrer  algébriquement, 
runirac  l'a  fait  Krobenius  (i8<).()  (•)  cl  cela  d'une  manière  tri» 
intéressante,  su  uio^eo  d'une  idcQlJté  de  la  théorie  des  détermi- 
nants découverte  dès  iS-o  par  Kroneder  (')  (n*  3). 

Une  fuis  le  théorème  sur  les  déterminants  réguliers  établîi  on 
peut  obtenir  la  déformation  préalable  d'un  faÎM:cau  par  U  simple 
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traires,  etdaas  le  cas  des  formes  s^mélriques,  par  une  transforma- 
tion congruente  exirèmement  simple,  ainsi  que  Ta  montré  Frobe- 
nins  (*}.  On  a  donc  le  mojen  d'établir  directement,  et  en  toute 
rigueur,  la  théorie  de  Weierstrass  non  seulement  pour  les  fais- 
ceaux de  formes  bilinéaires,  mais  encore  pour  les  faisceaux  de 
formes  quadratiques  (§  6  et  §  9). 

Nous  avons  exclu  jusqu'ici  les  faisceaux  singuliers  de  formes. 
Pour  de  tels  faisceaux  se  posent  les  mêmes  questions  que  pour 
les  faisceaux  ordinaires. 

A  partir  de  1868,  et  pendant  une  longue  suite  d'années,  Kro- 
necker  (*)  s'en  est  occupé;  il  parvint  en  1890  et  en  1891  à  des 
résultats  définitifs  (').  Le  cas  delà  symétrie  était  particulièrement 
important  et  difficile  (*). 

Les  recherches  de  Weierstrass  et  de  Kronecker,  sur  les  fais- 
ceaux de  formes  symétriques,  conduisirent  à  ce  résultat  remar- 
quable que  deux  faisceaux  équivalents  X|f +  ^27  etXi^-h^s^'* 
de  formes  symétriques  sont  aussi  congruents,  en  ce  sens  que  l'un 
des  faisceaux  peut  être  transformé  dans  l'autre  au  moyen  de  snb- 

stitutions  congruentes,  indépendantes  du  rapport  7^9  et  de  déter- 
minants non  nuls:  en  d'autres  termes,  les  conditions  suffisantes 
pour  l'équivalence  de  deux  faisceaux  de  formes  symétriques  suf- 
fisent aussi  pour  leur  congrucnce.  Il  en  est  de  même  quand  o  et  <I> 
sont  des  formes  symétriques,  A  et  ^  des  formes  alternées  (')  et 
aussi  quand  les  formes  fondamentales  des  deux  faisceaux  sont 
alternées  (®). 

Frobenius  montra  complètement  la  raison  profonde  de  ce  ré- 


(')  Frodemus,  foc.  cit. y  §  '2. 

{})  Voyez  ses  travaux  sur  les  faisceaux  de  formes  dans  les /?e/7.  Monatsb.  de 
1868  et  1874  {Œuvres,  t.  I),  en  particulier  :  Ueber  Schaaren  w  quad.  Fornien 
{BerL  Monatsb.,  187/1,  p.  09;  Œuvres,  t.  I,  p.  3 19).  Voyez  aussi  Dardoux,  loc. 
cit.  y  p.  383. 

(^)  Kronecker,  Algebr.  Beduktion  der  Schaaren  quad.  Formen  {Sitzb.  der 
DerL  Akad.^  1890,  p.  i2a5,  p.  1875,  et  1891,  p.  9  et  33). 

(*)  Une  forme  bilinéaire  est  symétrique  ou  alternée  suivant  que  son  détermi- 
oant  est  symétrique  ou  symétrique  gauche.  J.  T. 

(*)  Kronecker,  Ueber  die  congr.  Transf.  der  bit.  Formcn  {DerL  Monatsb.^ 
1874,  p.  44»;  Œuvres,  t.  I,  p.  .'177). 

(•)  Faobenius,  Théorie  der  lin.  Form.  mit  i^anz.  Koejf.  {Crei/e,  1S79. 
t.  8C,  §7  et  13). 
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sultul  (i8g6)(lans  un  travail  (')  où  se  trouve  établie  à  nouveav 
toute  la  théorie  des  transformations  congruenles  des  formes  liilî-i 
nëaires.  Il  obtient  les  principaux  résultats  des  recherches  de  Kro-  " 
iiecker  sur  les  faisceaux  singuliers  de  formes  quadratiques  et  sur 
les  formes  congriientcs,  et  cela  sans  les  développements  pi^nihlcs 
de  Kronecker. 

Nous  avons  mentionné  ici  une  suite  de  recherches  sur  les  fais- 
ceaux particuliers  de  formes,  parmi  lesquelles  doivent  figurer 
celles  qui  concernent  la  congrucncc  des  formes,  les  faisceaux 
étant  formés  au  moyen  de  formes  fondamentales  conjuguées  (§  10), 
[c'esi-à-dire  de  deux  formes  dont  l'une  se  déduit  de  l'autre  par 
l'échange  des  variables  x,y]. 

Sans  entrer  ici  dans  les  nombreuses  recherches  sur  les  faisceaux 
spéciaux  de  formes  qui  ont  pour  fondement  les  travaux  de  Kro- 
necker et  de  Wcierstrass  {§§  12-13),  nous  signalons  toutefois 
comme  particulièrement  importantes  celles  qui  concernent  les  fais- 
ceaux dont  le  déterminant  n'a  que  des  diviseurs  élémentaires  du 
premier  defjrc  ;  un  tel  faisceau  peut  être  mis  sous  la  même  forme 
qu'un  faisceau  général  (p.  gS  et  ia4);  c'est  ce  que  Weicrslrass 
avait  déjà  reconnu,  di's  i8âS,  au  début  du  travail  déjà  cité,  pour 
un  faisceau  de  formes  contenant  au  moins  une  forme  définie  (g  1  i). 
Dans  le  cas  où  le  déterminant  d'un  faisceau  de  formes  bilinéaires 
ou  quadratiques  n'admet  que  des  diviseurs  élémentaires  du  pre- 
mier degré,  on  peut,  au  moyen  d'une  méthode  introduite  par 
Caucliy,  séparer  du  faisceau  les  faisceaux  élémentaires  qui  cor^ 
rcspondcnt  au  diviseur  élémentaire  du  déterminant.  C'est  ce  qu'a 
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Les  recherches  de  Kroiiecker  et  de  Weierstrass  sur  réquîva- 
lence  des  faisceaux  de  formes  ont  été  récemment  généralisées  par 
S.  Ranlor(*).  Pendant  que  les  recherches  des  premiers  concernent 
des  formes  dont  les  coefficients  sont  des  formes  linéaires  de  deux 
variables,  celles  de  Kantor  s'étendent  à  des  formes  dont  les  coef- 
ficients sont  des  formes  linéaires  d'un  nombre  quelconque  de 
variables.  Aux  diviseurs  de  Weierstrass  correspondent  alors  cer- 
tains nombres  invariants  que  S.  Kantor  désigne  sous  le  nom  de 
nombres  élémentaires. 

Le  concept  de  diviseurs  élémentaires  s'étend  facilement  à  de 
tels  systèmes,  d'un  rang  (^)  aussi  élevé  qu'on  le  veut,  dont  les 
éléments  sont  des  nombres  entiers  ou  des  fonctions  entières  d'une 
ou  de  plusieurs  variables  de  degré  quelconque,  ou  des  éléments 
entiers  d'un  corps  de  nombres  algébriques,  ou  de  fonctions  algé- 
briques. 

Dès  1861  y  Smith  (')  avait,  pour  un  système  de  nombres  entiers, 
introduit  les  nombres  (invariants)  que  Frobenius  (^)  devait  dési- 
gner comme  les  p'*"'»  diviseurs  élémentaires  du  système  ccmsidéré. 
En  décomposant  ceux-ci  en  facteurs  qui  soient  les  puissances  de 
nombres  premiers,  on  obtient  tous  les  diviseurs  élémentaires  du 
système.  En  dehors  de  Smilh,  c'est  surtout  Frobenius  (')  qui  s'est 
servi  de  cette  importante  notion  de  la  théorie  des  nombres,  et  qui 
Ta  étendue  aux  systèmes  précédemment  décrits  (*).  Une  propriété 
fondamentale  du  p'*-""-  diviseur  élénicnlaire  i.onsisle  en  ce  qu'il  est 
divisible  par  le  (p  —  1)"'"",  ofi  su|)|)os;inl  que  p  ne  soit  pas  plus 


(')  S.  Kantor,  Théorie  drr  Aequivalenz  von  Unearen  ^^  Schaaren  hilinearer 
Formen  {Sitz.  der  math.-phvs.  Klasse  dcr  A.  h.  Akad.  der  Wissensch.  zu 
Afùnchen  von  1S97,  p.  067  ). 

(')  C'est  par  erreur  (iii'oii  attribue  };i'Mu*ral<*meiH  à  Kronerker  le  conrept  et  le 
nom  de  rang.  Frobenius  a  introduit  lusage  tie  la  rlio«.('  dans  sou  Mémoire  icber 
das  Pfaff*sche  Problem  {Crellc,  t.  8'2,  |).  'iîo  j  ;  il  ^Vst  servi  plus  tard  «lu  mot 
rang  iCrelle^t.  8(5,  f».  i  et  i'|S).  Kroiiofktrr,  <|ui  avaii  aussitôt  reeoiiuu  la  faraude 
importance  de  ce  concept,  trouva  aussi  la  dcnominiitiou  dès  bien  choisie  et 
l'adopta  {Siiz.  der  ne  i.  Akad.,  iSS|,  p.   107K). 

(*)  Smith,  Pliil.  Traits.^  iSfii,  p.  .mj.î. 

(*)  FaoBENira,  Crelle,  t.  SO,  p.  1 '|S. 

(*)  Frouemus,  Creite,  t.  N(i,  p.  i'i<»:  i.  s^,  p.  «»'•• 

(•)   Frodkxius,  loc.  cit..  et  SUza/tf^sbcric/Ur  dcr  Iterl.  ALud..  iXtjo,  p.  ?>\. 
Hutl.  de»  Scir.ncex  niatlièm.,  x*  série,   l.  Wlll.  (  l)éeriiilue  iJ^w!)-)         ■'•» 


3f4  CltCMlEUP.  l'AItTlE 

grand  que  le  rang  du  sysu'-me;  elle  rcssorL  des  recherche»  tl« 
Wcicrslrass,  dans  !e  cas  dont  il  s'est  acciipé.  Dans  la  lliéorie  de  I;i 
com[iosjlion  dessyslèmesd'élémenls  entreis,  ces  diviscars  élémen- 
tnires  jouent  un  fûle  important.  Il  arrive,  en  effet,  que  le  p""' 
diviseur  élémenlaîre  d'un  sj-slèmcqui  s'obtient  par  la  composition 
de  deux  ou  plusieurs  systèmes  de  mOrne  espèce,  est  un  multiple 
entier  du  p'*""  diviseur  élémentaire  de  cliacun  de  ces  sjsti^mes. 
C'est  Frobcnius  qui,  le  premier,  a  di;monlré  ce  théorème  dans  sa 
6ë„é.->lilé(i). 

Il  est  naturel  de  se  demander  si  celte  proposition  peut  se  re- 
tourner. Qu'il  en  suit  ninsi,  c'est  ce  qu'il  est  aisé  d'établir  poiirles 
systèmes  de  nombres  entiers  ou  de  fonctions  entières  (*);  maïs 
un  n'est  pas  encore  parvenu  à  l'établir  dans  les  autres  cas  (p.  a3i). 

Considérons,  en  particulier^  deux  systèmes  quadratiques  A  elU 
dont  tes  éléments  soient  des  fonctions  linéaires  d'une  variable  X, 
et  tels  que  leurs  p""'"  diviseurs  élémentaires  coïncident.  Alors, 
d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  chacun  peut  être  déduit  de 
l'autre  par  composition  avec  des  systèmes  P,  (|J  dont  les  détermi- 
nants, comme  on  le  reconnaît  ensuite,  sont  différents  de  xrro  cl 
ne  dépendent  pas  de  î,;  en  outre,  ces  systèmes  P,  Q  s'obtiennent 
rationnellement.  En  18-9,  Frobenins  a  montré,  dans  le  cas  où  les 
déterminants  dus  systèmes  A  et  B  ne  sont  pas  identiquement  unis, 
pour  CCS  systèmes  V,  Q  ainsi  déterminés  rationnellement,  que 
non  seulement  leurs  déterminants,  mais  encore  leurs  éléments, 
sont  indépendants  de  À ('). 

Le  théorème  fondamental  de  Weierslrass  sur  l'équivalence  des 
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necker  ont  été  élendues  par  Hensel  (*  ),  qui  a,  en  outre,  considéré 
des  sjstèmes  dont  les  éléments  sont  des  éléments  entiers  ou  ra- 
tionnels d*un  corps  de  nombres  algébriques  ou  de  fonctions  algé- 
briques, ce  qui  Ta  conduit  à  une  extension  du  concept  de  diviseur 
élémenlaire  (*).  Les  théorèmes  essentiels  sur  les  diviseurs  élémen- 
taires subsistent  encore  pour  de  tels  systèmes  (§  18).  Un  intérêt 
perticulier  s'attache  aux  systèmes  de  cette  espèce  pour  lesquels 
les  éléments  de  chaque  ligne  sont  des  éléments  conjugués  du  corps 
de  fonctions  algébriques  d'une  variable.  On  peut  alors  déterminer 
rationnellement  les  pi«"*»  diviseurs  élémentaires,  et  obtenir  ainsi  la 
ramification  de  la  surface  de  Riemann  qui  appartient  à  l'équation 
algébrique  correspondant  au  corps  (').  Nous  touchons  ici  aux 
plus  récentes  applications  des  diviseurs  élémentaires  à  la  théorie 
des  fonctions. 


BURKHâRDT(H.)  und  Mbter(P.)-  —  Enctclopadib  dea  matiibmatischbn 

WlSSBNSCHAFTBN    MIT    ElNSCHLASS    IHRER    AnWBNDUNGKN.    KrStOr    Bsnd    .' 

Jrithmetik  und  Al^cbra,  Redigiert  von  W,  Fr.  Me/er,  Drilles  Hofl, 
pp.  225-352.  Zweîler  Band  :  Analysis,  Rodigierl  von  H.  Burkltardt.  Ersles 
Heft,  pp.  1-160. 

Nous  avons  essayé  antérieurement  de  donner  aux  lecteurs  du 
Bulletin  quelque  idée  de  Y  Encyclopédie  malhémalique^  de  son 
extrême  utilité,  de  la  richesse  des  rcnscignemenls  qu'elle  con  tient; 
nous  n'avons  qu'à  signaler  Tapparilion  des  divers  fascicules  à  me- 
sure que  celle  importante  publication  se  développe. 

Le  troisième  fascicule  du  Tome  premier  contient  deux  articles 
complets,  et  le  commencement  d'un  autre.  Le»  premier,  dû 
à  M.  Netto,  est  intitulé  :  Rationalc  Funhtionen  cincr  Veran- 
derlichen;   i/ire  Nullstellcn,    On    y   trouvera  les  propositions 


(')  Hensel,  Crelle,  l.  114,  p.  :î5;  Ueber  die  ElementartheUer  compoiiirte 
Système,  loc,  cit.y  p.  io(). 

(')  IIknsbl,  Uebct  eincn  Fundamentalsatz  ans  der  Théorie  der  algebr. 
Funkt.einer  Variabcln  {Crelle,  t.  1!5,  p.  -jVi). 

(*)  Hensel,  Ueber  die  Ordnungen  der  Verzwcigungen  einer  Itiemann'schen 
Flàche  {Sitz.  der  lierl.  Akad.^  i8q'),  p.  9-53  );  Ueber  die  Verzweigungsp.  der 
3  und  ^-blàtterigen  liiemannschen  Flache/u  Ibid.,  p.  iio.'i).  On  iruuve  «lans  le 
Journal  de  Crelle  (l.  117,  118)  une  suilc  d'autres  travuux  <lc  l'isclier,  Ilcnsci, 
et  Landsl)erg  sur  le  iiK^ine  sujet. 
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rondanifrtilalcs  ilc  l'Algèbre  citncci'naiit  les  sujets  suivants  :  in- 
tcr|)olation,  existence  <Jes  racines,  décoiripositioa  en  Tacteiirs. 
rédiiclibililé,  plus  (;nm<l  connnim  ilivisGur,  racines  mulliples. 
rvstiliants,  discriminants,  équations  à  racines  réelles,  csrncléris- 
liqiies,  de.  Il  va  de  la  page  -^-x-  à  la  page  a8».  Le  second  aitîcle, 
dû  à  M.  Landsberg,  est  intitulé  :  Alf;ebraische  Gebilde.  Arith- 
iurtixc/n'  Théorie  (ilgebroisclwr  Gnissen.  Il  traite  des  corps  ou 
floiuaines  de  raiionalili-  (Dcdekind,  Kronccker),  de  la  place  de 
CCS  notiuns  dans  la  thi^orie  de  (ialoi!:,  des  forme!)  de  Kroneckerel 
des  iili'iuix  de  nedckiiid,  des  svsièines  de  modules  (Uedekind),  de 
IVxLension  des  concepts  de  divisibilité  et  d'équivalence,  etc.  Il  va 
(le  la  page  aSi!  à  la  i>aye  Sif).  Le  troisième  article  se  rapporte  à  la 
ibcorie  des  invariants;  il   est  di'i  à  M.  W.-Kr.    Mever.  La  partie 
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Peano,  llilbcrt,  sur  le  nombre 
len),  rie. 

Vnliune  contient  un  article  de 
\  lie  lu  théorie  (l<'s  fonctions, 
ne  sur  le  concept  de  fonction, 
qui  s'v  rapportent.  La  partie 
fileinent  le<  fonctions  d'ime 
par  cpielques  |iages  où  sont 
relatives  à  la  définition  des 
si  à  peine  utile  dédire  quecet 
.'i.^,  citijiuremenL  analytique. 
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FEHR  (H.)-  —  Application  de  l\  iibtiiodk  vRfrroiiiELLB  dr  Grassmann  a 
LA  GÉoMéTRiR  liNFiNiTÉsiyALB.  Thèso  présentée  à  la  Faculté  des  Sciences 
de  rUniversilé  de  Genève  pour  obtenir  le  grade  de  Docteur  es  sciences. 
I  Vol.  in-8",  94  p.,  Carré  et  Naud,  Paris;  1897. 

Le  travail  de  M.  Felir  se  recommande  pur  son  élrgance  et  son 
extrême  clarté  ;  des  publications  de  ce  genre,  où  les  choses  sont 
mises  dans  un  ordre  simple  et  naturel,  qii  la  lecture  est  aisée,  ne 
peuvent  qu'aider  beaucoup  à  vulgariser  quelques-unes  au  moins 
des  idées  de  Grassmann,  en  montrant  les  simplifications  qu'elles 
permettent  d'apporter  dans  l'exposition.  Si  même  le  lecteur  est 
déjà  familier  avec  la  plupart  des  propositions  qu'établit  M.  Fehr, 
le  bénéfice  n'en  sera  que  plus  grand  pour  lui,  puisque  son  atten- 
tion se  portera  principalement  sur  la  imHhode.  L'auteur  signale, 
parmi  les  travaux  antérieurs,  les  Mémoires  de  M.  Hcrm.  Grass- 
mann fils  {Programmes  de  Halle,  i88(>,  1888,  1893),  Mémoires 
dont  il  a  dil  reproduire  quelques  passages.  Cela  était  indispen- 
sable pour  l'unité  de  l'exposition,  qui  comprend  toutes  les  propo- 
sitions essentielles  d'une  théorie  élémentaire  des  propriétés  infi- 
nitésimales des  courbes  et  des  surfaces. 

M.  Fehr  rappelle  d'abord  quelques  notions  relatives  au  calcul 
géométrique  :  produit  extérieur  de  deux  vecteurs  (hivecleur),  de 
trois  vecteurs  (irivecleur)  ;  produit  iulérieur  de  deux  \ecleurs, 
opération  index  (au  sens  de  M.  Hurali-Forli)  a|)|)liqu<''c  à  un  vec- 
teur ou  à  un  bivecteur;  produit  inlérieur  de  doux  biveclcurs.  Les 
définitions  et  propositions  foiidîinx'ntalcs  concernant  ces  notions 
ne  tiennent  que  quelques  pages. 

Passant  ensuite  aux  courbes  gauches  délinies  comme  le  lieu  de 
l'extrémité  d'un  vecteur  dont  TorigiiK»  est  fixe,  il  introduit  les  dé- 
rivées géométriques  de  ce  vecteur  et  obtient  innnédialenient  les 
«équations  de  la  tangente,  du  plan  nornial,  du  plan  os(Milat(Hn\  de 
la  normale  principale^  les  propriétés  relatives  à  la  courbure,  à  la 
lorsion,  les  formules  de  Frcnet  et  de  Lancrol.  l*our  étudier  une 
surface  considérée  connue  lieu  de  l'extrémité  d'un  vecteur  (|ui  dé- 
pend de  deux  variables  //,  (\  M.  Fehr  introduit  trois  vecteurs- 
unités,  dirigées,  les  uns  suivant  les  tangentes  aux  courbes  (//), 
(  i*),  l'autre   suivant    la  normale:    les   (lillV-rentielirs   i;<''onn''lri(|ue> 


3iH  IMtliMltltK   l'AIlTIR. 

Jii  premier  et  du  second  ordre  du  vccieLii'  qiiï  définît  II  surfs 
condiiisoDt  immédialement  aii\  deux  rorincs  quadratiques  en  du, 
,  dont  la  cnnsidératjon  foiirniL  de  la  l'açon    la  plus  simple  les 


propi'iélés  les  plus  imporlanLes  des  s 


ipour. 


cerne  la  courbure  des  sections  planes,  que  pour  la  théorie  de  la 
courbure  totale  ou  moyenne.  Un  paragraplie  est  consacid  i  la 
courbure  moyenne   quadratique  (Casorali,    d'Ocagnc). 

M.  Fcbr  traite  enlin  des  svslèmes  conjugués  sur  une  surface, 
pour  en  déduire,  comme  cas  particuliers,  les  lignes  de  cuurburu 
et  les  lignes  asymptoltques;  les  dernières  pages  de  son  Livre  se 
rapportent  aux  lignes  et  à  la  courbure  géodésiques.  J-  T. 


POIVCAUÉ  (II.).  —  Ci\ÉiiAr«jiE  ET  Mkcamshkb.  Poth-stiki.  et  ll^CA!li«LiK 
DKs  rr.iiiDEs.  Cour:»  prurossô  à  la  Sorbonno,  rédigé  par  jf.  GuiUel,  iii-S", 

385  p.,  C.  Carré  ei  Naud,  Paris;  iSi)g. 

Le  cours  que  M.  Poincaré  a  fait  à  lo  Sorbonne,  lorsqu'il  était 
cliarf;é  de  l'enseignement  de  la  Mécanique  physique  et  expérimciï- 
lalc,  avait  été  très  apprécié  de  ses  auditeurs,  et  une  reproduction 
autograpliique  en  avait  été  publiée  par  l'Associalion  des  ancicDS 
élèves  de  la  Faculté  des  Sciences.  Cette  reproduction  est  épuisée 
depuis  longtemps;  les  e\empluires  en  sont  rares  et  rechercliés. 
^ussi  nous  sommes  assurés  d'avance  que,  sous  leur  forme  iiou- 
vcllc,Ics  Leçons  de  Cinématique  et  de  Mécanismes  seront  accueillies 
avec  la  faveur  qui  s'atlaclie,  ajuste  titre,  à  toutes  Ips  productions 
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L,  LUKENZ,  —  CEuVHEB  sciENTii'iQL'ea,  reviioa  el  annot^us  par  H.  f'nkiitùier. 
Tome  bocoiid.  promioc  fiiscicule,  in-8",  3i^>  p.,  Lohmann  cl  Slagc,  Co- 
pcnliHgiio;  iSfjr). 

Nous  avons  déjà  sij^nolO  la  publîcatîoo  du  premier  Volume  des 
Œuvres  de  Lorenz.  Le  nouveau  fascicule,  (jiii  vienl  de  paraître,  a 
élé  pulilié  avec  le  même  soin,  la  mâine  conscience  que  les  prcci!- 
dcnls.  Il  contient  les  Cravaux  suivants  : 

Mémoire  sur  la  théorie  de  l'élaxticîté  des  corps  homogènes 
à  élasticité  conslanie  (pnhlit^dans  te  l.  S8  i.U\  Journal  de  C  relie); 

Sur  le  nombre  des  molécules  contenues  dans  i"""  d'eau; 

Détermination  du  degré  de  chaleur  en  mesures  absolues; 

La  résistance  électrique  du  mercure  en  mesurei  absolues; 

Sur  les  méthodes  à  employer  pour  la  détermination  de 
i'ohm; 

Détermination  de  la  résis'ancc  électriqui-  du  mercure  en 
mesures  électromagnétiques  ubsolws; 

Sur  la  propagation  de  Vélcciricité  ; 

Sur  les  conductibilités  électrique  et  calorifique  des  métaux. 


Jtruufi  LANCE  {l'vat.  U'.).  —  Jacob  Steineas  Lkiiiînsjamiiu  in  Umii.ix,  iS-xt- 
i86!i.  hacli  suincii  l'orsonalakLpn  dargcstclU.  Tirage  à  pari  du  Fesuclirift 
tttf  £riniierang  an  das  75  jalirige  Beitelien  der  Fi-iedric/ir-fFeriiete/iai 
Oheriealicliule  (r/ierii.  Ge^ivrbaSc/iulc).  In-j"    70p.,  H.  Gaerlncr,  Borlili; 

Le  grand  gcomèlre  Sltiner  naquit  le  18  mars  1  ^ijfi  à  (Jlzisdorf, 
dans  le  canton  de  Berne,  en  Suisse.  Ses  parents  ijiaieni  de  purivres 
villageois  qui  désiraient  utiliser  ses  services  el  le  garder  auprès 
(IVnx.  Mais  son  goùl  jiour  l'étude  se  déclara  de  très  bonne  heure, 
malgré  tous  les  obstacles  qu'il  puL  rencontrer  autour  de  fui. 
A  dix-neuf  ans,  c'est  à  peine  s'il  savait  lire;  mais  it  avait  des  dis- 
positions pour  le  calcul  mental.  En  regardant  el  en  admirant  le 
ciel  pendant  la  nuit,  it  avait  acquis  quelques  connaissances  empi- 
riques et  l'élude  de  l'Astronomie  lui  paraissait  lu  plus  belle  et  la 
plus  importante  dont  un  linmuio  piU  s'uceuper. 

Présenté  à  l'eslato/zi  ni  181  {.  Ncn>.~illi  ^riiluilcnicnl  dun^  son 


i 
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('■liililisseiiK'iii  l'i  V\i'i(liin,  il  s'y  cuiisncru  avec  anltsiir  aux  Mathé- 
ii)ali(|iics;  il  l'ut  bientôt  en  »U;il  ircnspigiicr  les  l'Iément»  de  ces 
scieiicos  et  d'acquiiicr  ainsi  iiiip  |iarUr  de  sa  (Ictie  envers  son 
hicnfailnir.  Kii  1818.  îl  se  tendit  à  rUiiivcrsité  d'Hcidelberg,  où, 
[l'jndant  ci[i(|  scniL'.''Ircsciii)sOciilirs,  il  se  tronsaora  presque  enlîèrc- 
nii-nt  aux  MatlK-titatîijiii's.  lui  i8»i,  il  fut  a|i{)clé.  Sur  la  recom- 
niaiidalinn  d'un  ami,  à  ui'<:ii|ii-r,  à  lilre  provisoiri',  un  poste  de  Ma- 
tliviMiitripiOï^aii  Wi'iih'i xrhi-  Gyninitsitim  do  Berliu;  mais,  n'ajant 


dans  h-s   . 


s  (]ui  auraient  pu  lui 
;)»$iiri'i-  celle  pluee,  il  diil  v  rununebi-  un  \%ii  et  pourvoir  à  son 
exislente  à  l'iiidede  leentis  parliculières.  Heureusement,  en  i8'^4, 
fui  créée  la  Oi-ivi-h,-  ."Srltiili-,  el,  en  \>^■^^^.  Crclle  lit  paraître  le 
premier  numéro  de  s<ni  Jourinil.  Sieiner  put,  dès  i8-«j,  obtenir 
iiiie  |)laee  de  jinilVs-ieiir  de  Malliétnallipiesà  la  Gi-Wi-rhe.  Schule,  Cl 
il  ptit  piilillcT  il.in-.  lis  lueiiiiers  caliieis  ilii  Jotiiital  di-  Crelle  ses 
preniters  liinaiix,  ipii  altirèrenl  sur  hii  ralleiiliou  de  tous  les  gio- 
nièlres  el  lui  assiitèriiit,  dans  la  personne  de  l'éditeur,  un  prolee- 
leur  tiinjonrs  disposé  à  lui  venir  en  aide.  A  partir  de  ce  iiiomeni, 
la  carrière  de  Sieiner  était  (i\ée.  l'ourtanl,  malgré  l'éclal  de  ses 
iléconverles.  Sieiner  a  dû  passer  dix  ans  dans  l'enseignement 
s.-eondaiie.  Successivement  llilfsh-hrfr  el  ObeHehrer,  à  la  Ge- 
ivri/H'  Sr/ni/r;  e'esl  seulement  après  di-  nombreuses  demandes  et 
sur  nue  ebande  rceommandalinn  <)e  Crelle  .|u'il  fut  nommé,  à  la 
lin  de  iS;{.{,  prolessenr  extraordinaire  à  rL'niversilé  de  Berlin, 
et  il  esl  resté  prol'essenr  exlraordinaire  jiis<|irà  sa  mort,  survenue 
I.'  1-'  avril  tSii:!.  r.ii  1881  el  188».   I' Xeadémie  de  Berlin  a  réim- 


Vtsensdorf. 
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!-A,  Gnnp,  [)er Malliematiker  Jacob  Steîner  voi 
Hcme;  ifçjy. 

A  celte  seconde  brochure,  qui  a  Hé  publier  A  l'occa-sion  du 
rentit>me  anniversaire  do  la  naUsance  de  SUîïnep,  on  peut  joindre 
la  Correspimdunce  cnt.ri-  Stf^incr  et  Sclilicfli,  qui  »  été  légalement 
ptibliCe  par  M.  Graf,  à  Borne,  en  1896, 

[.a  nouvelle  puliticatiou  dont  nous  avons  à  rendre  compte  appor- 
lers  à  tout  cp  que  nous  ^uvinus  île  Stcin^r  de  1res  iniporlantei) 
contributions .  Publiée  à  l'occasion  du  soixante-quin/.i(;me  Buui- 
versaïre  île  la  fnnduiion  de  lu  Gewerhe  Schule,  en  l'honneur  du 
gtom^lrc  qui  est  un  des  premiers  ci  des  jihis  illustres  professeurs 
de  cet  établissement,  elle  off're  surtout  de  l'int^ril  peur  ce  qui 
concerne  l«  période  ta  pins  iniéressiinte  peul-Slre  de  la  vie  de 
Steîner,  celle  où,  dans  toute  la  force  de  l'àf^e  (I  ilii  talent,  il  a 
tnAri  toutes  ses  découvert Cs  en  enseignant  les  Mathématiques  dans 
une  des  Ecoles  supérieures  de  Berlin.  La  brochure  de  M.  Lange 


noua  fait  connaître  Steiner  successivement  comme  professeur 
anxiliriTrc  ou  Wirrdcrichp  Gymnasiam  el  professeur  partîcidier 
(i82t-i8a5),  comme  professeur  auniliairea  la  G^ivr/-fc«  Schule 
(iSaS-iSaç)),  puis  Ohur/fi/irer  à  la  même  Rcolc  {i8ay-i835), 
eiilin  comme  professeur  d'Université  (i835-i8t>3).  Son  Ouvrage 
est  composé  (le  prcniièie  maiu,  et  il  a  eu  à  sn  disposition  un 
grand  nombre  de  documents  personnels  cl  iifliciels,  (-'est  ainsi 
qu'il  débule  en  donnant  le  Curriculiim,  si  digue  d'intérêt,  que 
Sleiner  a  écrit  lui-même  lorsipi'it  s'est  présenté,  le  là  avril  iSai, 
devant  la  Commission  chargée  de  délivrer  les  ccriilicats  d'aplilude 
à  l'enseignement  secouiiaire.  Il  serait  lieaueoup  Inip  long  de 
signaler  lout  ce  qu'il  y  a   d'intéressant  et  de  uouvcau  sur  la  vie 


au  grand  géo 


la  carrière  de  Steiuer.  Tout  est  ù  lire  pour  qui  ; 


'intéresse 


lètre  dans  le  petit  Ouvrage  de  M.  Julîus  Lauge. 
" .  D. 


BaitirwKiaisEi.  iwisniiKN  C.ïiu.  Fanuinini  GArss  i;mi  Woi.FiitNt;  itor.oi,  lult 
untersIUtiun):  der  iingarisclion  Akadomic  dor  \Vissoii>ctinrii?n,  liuraus^cge- 
t>en  von  F-aii^  Sc/tmuh  uiid  Puni SiàckrI.  In-j",  Mv-ao8  ij.,  B.-G.  Touluier, 


No, 


lidi.' 


iiipi< 


idr  l.i 


|lLf    |1 
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du  Tenlamen,  de  WQlfgang  Bolyai,  publiée,  sous  les  auspices  de 
l'Académie  hongroise  des  Sciences,  par  MM .  J.  K.uiiig  cl  M.  Rélbjr, 
membres  de  celle  Académie.  La  nouvelle  publicalion  dont  nous 
avons  aujourd'hui  à  rendre  compte  viendra  naturellement  se 
placer  à  cdté  de  la  précédenle.  Imprimée  dans  le  même  format, 
avec  les  mêmes  caractères  et  le  môme  luxe,  elle  contient  un  en- 
semble de  quarante-deux  Icltrcs  échangées  entre  Gauss  et  Wolfgang 
Boljai,  de  septembre  1799  jusqu'en  février  iH33.  Cet  ensemble,  il 
est  inutile  de  le  dire,  est  du  plus  haiil  intérêt.  Rien  de  ce  qui  touclie 
à  Gauss  ou  aux  Bolyai  ne  peut  aujourd'hui  nous  laisser  indiflTé- 
rents;  non  seuleixcni  nous  tenons  à  ne  rien  ignorer  des  remarques 
malhémaliqucs  qu'ils  ont  pu  échanger,  mais  toutes  les  indications 
relatives  à  leur  vie,  à  leurs  sentiments,  ne  peuvent  que  nous  être 
précieuses  cl  doivent  être  soigneusement  reciiciliies.  Ace  point  de 
vue,  la  correspond;mce,  qui  a  été  surtout  active  de  1799  a  1808, 
puisque  trente  et  unelcLlrcs  sur  quarante-deux  se  rapportent  à  celle 
pt'riode,  nous  donne  les  renseignements  les  plus  complets  sur  la 
jeunesse  de  Gauss;  nous  n'avons  pas  besoin  de  dire  qu'elle  nous 
fait  connaître  les  deux  amis  sous  le  jour  le  plus  favorable.  Leur 
amitié  datait  de  l'époque  où  ils  étudiaient  tous  les  deux  ensemble 
à  l'Université.  Elle  persista  jusqu'à  la  mort  de  \V.  Boljai. 

Au  point  de  vue  scientifique  aussi,  la  nouvelle  publication  sera 
bien  accueillie.  Il  j  est  parlé  des  Disquisifions  arilhmeticœ,  de  U 
Theoria  molus.  I>a  liiéorie  des  parallèles  v  tient  nalurellement  une 
place  imporlante.en  particulier  dans  la  (rente  sixième  et  la  trente- 
septième  iellre. 
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BIANCHI  (L.).   —   VORLBSUNGEN  Ï'BER  DiFFERBNTIALGEOMETRIE,  AUTORISIKRTB 

DEUTSCHE  Ùbersetzung,  xotïMax  Liikat.  1n-8",  xvi-Gdq  p.,  B.-G.  Tcubncr, 
Leipzig;  1899. 

Nous  avons  déjà  rendu  compte  de  l'excellent  Ouvrage  de  M.  L. 
Bianchî.  11  nous  suffîra  donc  de  signaler  à  nos  lecteurs  la  Iraduc- 
lion  allemande,  dont  la  publication  vient  d'être  terminée  il  y  a 
quelques  jours.  Cette  traduction,  où  naturellement  on  n'a  négligé 
aucune  des  améliorations  de  délail  qui  se  présentent  à  Tesprit 
quand  on  revient  sur  les  choses  déjà  publiées,  se  dislingue  à  un 
point  de  vue  plus  important  de  l'édition  italienne.  Deux  Chapitres 
nouveaux  et  étendus  y  ont  été  ajoulés  sur  la  Géométrie  infinité- 
simale des  espaces  a  n  dimensions,  où  Ton  a  envisagé  plus  parti- 
culièrement les  espaces  à  courbure  constante.  Un  Supplément  qui 
termine  l'Ouvrage  contient  un  aperçu  des  recherches  qu'ont  in- 
spirées à  M.  Bianchi  les  belles  propositions  de  M.  Guichard  sur  la 
déformation  des  quadriques  de  révolution. 

Tout  est  à  louer  dans  ces  l^eçons,  sauf  leur  lilre:  les  géomètres 
français  avaient  compris  sous  le  nom  de  Géométrie  infinitési- 
male l'ensemble  des  études  exposées  par  M.  L.  Bianchi;  pourquoi 
avoir  affaibli  en  quelque  sorte  celle  dénomination,  en  la  réduisant 
à  celle  di*  Géométrie  différentielle?  On  ris(|ue  ainsi  de  laisser 
croire  que  la  Géométrie  trouve  tout  son  domaine  dans  les  opéra- 
tions de  différenlialion,  alors  qu'elle  a  à  son  actif  tant  de  belles 
intégrations  inspirées  ou  obtenues  par  les  méthodes  qui  la  con- 
stituent. On  fournit  en  outre  à  certains  un  prélcxlc  pour  la  né- 
gliger, en  la  faisant  figurer  tout  entière  dans  le  Calcul  diflérentiel, 
qui  est  considéré  comme  entièrement  achevé  et  même  comme  se 
réduisant  à  des  o|)érations  purement  nuxaniqucs.  G.  D. 


PIETZKER  (P.).  —  Beitr\ge  zra  Flnktionen-Lkiire.  i  Vol.  iii-8",  vi-(i4  p., 

Teubner,  Leipz  g;  1899. 

Ces  Essais  contiennent  deux  Mémoires  très  distincts  par  leur 
objet  :  toutefois,  quelques-uns  dos  n'sullats  obtenus  dans  le  pre- 
mier sont  utilisés  diins  le  srcDud. 
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Dans  le  [>reiiiicr  Mi'-moirc,  l'uiilciir  éliidic  ce  qu'il  appelle 
Vassociation;  puiir  lui,  asiiocier  deux  variables  j;,_^  c'est  opérer 
il'iine  manière  ilélerminéc  sur  les  deux  nomltres  x,  y  pour  en 
diJdtiJreiin  iruisirmeqiii  reste  d'ailleurs  le  même  quand  on  échange 
les  deii\  nombres  .r,  i'.  V.\\  «pûculunl  sur  ce  seul  concept  et  sur  le 
eoncepl  correspondani  ii  l'opiTation  inverse,  M.  Pielzker  retrouve 
des  notions  analiif^ues  à  celles  de  l'élévation  au^  puissances  entif'res 
ou  rraciinnnaires,  positives  ou  négalivcs,  de  logarithme,  de  quan- 
tité imaginaire,  de  fuiietlon  algébrique  ou  analjuique,  de  dériva- 
tion et  d'intégration.  W  est  amené  à  créer  une  suite  de  signes 
lj'|iogrn|ilii(jiies  nouveaux  correspondant  à  ces  diverses  notions. 

Le  scruiid  Méiiioiie  se  rapporte  â  la  notion  de  fonction  d'uof 
variable  complexe,  et  parliciiliètcmciit  de  fonction  monogène. 
M.  l'iet/.ker  étudie  les  conditions  auxquelles  doit  satisfaire  une 
rcpréserilatiori  f^éomélriquc  d'une  telle  fonction.  J.  T. 


l'INET  i  II. t.  —  Mkuoihk  st'H  t'NB  MiiviiLLii  jdïtiiode  pom  l\  résolution 
DKs  t'i^i  ATKiNs  M'UKHiurKs,  gujvl  (i'un  A}>|>cnilico  donnant  le  détail  des 
«IHÎraliuns.  par  limile  Krniiss.  47  !>'  )n-j".  Nuny,  Paris;  iSgg. 

Il  >'<<git  prineipak-incnt  de  la  recherche  des  racines  d'une  équa- 
tion de  dc'f;ré  m  dont  toutes  les  rui-ines  sont  entières  :  l'auteur 
montre  «lucl  parti  on  peut  tirer,  pour  limiter  le  noiubre  desessats, 
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UUPOKCQCE  I.  -  PHfiMi 

f^li>v«s  de  Maihâriiiiiiuii 


■.na  r>KiMcii>MB  ue  Gëomëthik  HùDEaNB  à  ['ussee  doe 
»  s|ié':iales  t't  'les  ciiriUiilats  â  la  licence  el  à  l'ugré- 
-ifio  p.,  Giiutliier-Viltars,  l'iiris;  iî^TO' 


Le  (>elit  Vfiluine  fiiic  M.  Duporcq  publie  soii5  ce  litre  modpsle 
rendra  d'iiicnnlesliiliies  services  à  une  calégorie  ussez  nombreuse 
d'éltidiaDl».  qui  ont  entciuiii  piirlor  des  métbodcsde  la  Géométrie 
moderne,  mais  qui.  pressiia  par  les  exigences  des  examens,  n'ont 
pas  et)  le  temps  de  se  fiiiniliariser  avec  ces  mdLliodes,  dont  il  est 
sans  dontc  inutile  de  vanter  ici  l'élégance  et  la  fécondité.  Les 
études  11  I  telle  lires,  qu'ils  ont  faites  dans  les  Ëcoles  lecbnic|ucs, 
peuvent  Irf^s  bien  leur  avoir  laissé  la  curiosité  et  le  goilt  de  ce 
(^bapîire  delà  Science,  qui  avait  été,  autrefois,  cntr'oiivert devant 
eux,  et  où  se  trouvaient  traitées,  en  quelques  lignes,  des  questions 
dont  ils  n'entrevoyaient  la  solution  iju'au  travers  de  longs  catciits. 
Il  csl  cci'tnin,  d'un  aiilrc  câté,  que  toits  ceux  qui  veulent  acquérir 
des  connaissances  d'cusemblc  sur  la  Géométrie,  et  développer  un 


peu  ces  1 


iinporle  qui 


:  direction,   doivent 


s'babilucr  à  partrr  le  lanj^age  de  ta  Géométrie  moderne  et  à  en 
mnnier  les  inélbodes.  Enliii,  ceux  des  élèves  de  la  classe  de  Malbé- 
matiqucs  spéciales,  qui,  grilce  ù  une  inleiligenee  un  peu  vive,  ont 
quelque  Inisir.  tireront  sans  doute  grand  parti  du  Livre  de 
M-  Uuporcq.  Ce  dernier  estime  que  l'élude  de  la  Géométrie  mo- 
derne est  plus  pioiitablc  pnur  la  t'orniution  de  l'esprit  que  l'élude 
<le  l'équation  aux  inégalités  séculaires.  Il  ne  semble  pa^t  certain 
que  celte  dernière  étude  prenne  dan»  l'enseignement  une  place  si 
démesurée^  eu  égard  à  rimporlance  incontestable  de  ladite  équa- 
lion»  qu'elle  mérilât  une  pareille  mise  à  l'index,  el,  peut-être,  la 


idiipart 


irofesseurs  de  Matltématiqucs  spéciales  laissent-ils 


é  l'enseignement  de  la  Géométrie  plus  de  place  que  ne  pense 
l'auteur.  Dans  des  temps  très  reculés,  renseignement  que  l'on 
donnait  <lan4  e^lte  classe  était  destiné  î\  préparer  les  éirves  â 
l'étude  du  Calcul  dill'érentiel  et  intégral,  et,  par  là,  de  la  Méca- 
nique rationnelle,  étude  qui,  seinble-1-il,  reste  l'objet  essentiel  de 
l'enseignement  dans  les  baules  écoles  tecbniques,  en  raison  même 
lie  l'ntililé  que  présente,  dans  les  applicalions.  ta  connaissaneede 
CCS  ch;i|jitre.  Je  bi  Suience,  Il  ne  itiunque  pas  de  bous  esprit- pimr 


] 
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regretter  que  ce  but  ait  élé  un  peu  oublié.  Ceux  des  professeurs 
ou  (les  examinateurs  qui  l'ont  encore  devant  les  yeux  sont  aussi 
sans  doute  ceux  qui  ne  fout  pas  à  la  Géométrie  moderne,  dans 
l'enseignement,  toute  la  place  que  d'au  1res  voudraient  lui  allribaer. 
Je  crois  bien  que  personne  n'en  conteste  l'iniporiance  intrinsèque; 
la  discussion  roule  seulement  sur  le  moment  et  le  lieu  où  elle  doit 
être  enseignée  ;  doit-on  la  faire  pénétrer  résolument  dans  l'en^î- 
gnemenl  éléinentuire,  doit-on  la  réferver  pour  les  Facultés,  où  elle 
pourrait  être  exposée  avec  l'ampleur  qu'elle  comporte?  ou  bien 
faut-il  s'arr<^ier  à  une  solution  intermédiaire,  et  se  contenter  de 
donner  aux  élèves  des  indications  qui  ne  peuvent  manquer  d'ex- 
citer l'intérêt  de  ccmk  dont  la  curiosité  n'est  pas  atrophiée?  C'est 
cette  dernière  solution  qui,  le  plus  souvent,  est  adoptée  dans  la 
pratique,  et  il  ne  semble  pas  qu'elle  soit  la  plus  mauvaîiie. 

Dans  la  mesure  où  la  Gt'omélrie  moderne  permet  de  simplifier 
et  de  coordonner  tes  théories  qui  font  l'objet  de  l'enseignement  de 
la  classe  de  Mathématiques  spéciales,  de  donner  plus  de  généralité 
aux  énoncés  des  propositions  qui  constituent  ces  théories,  plus  de 
portée  aux  démonstrations,  tout  en  les  rendant  plus  brèves,  il  est 
bon  de  l'introduire.  Et,  sans  doute,  si  les  élèves  s'aperçoivent  que 
les  indications  qu'on  est  ainsi  amené  à  leur  donner  sont  suscep- 
tibles d'être  prolongées,  et  ne  sont,  pourainsi  dire,  qu'une  amorce, 
il  n'^  a  à  cela  que  des  avantages.  Il  ne  faut  pas,  toutefois,  oublier 
que  la  Géométrie  moderne  est  d'une  médiocre  utilité  pour  l'étude 
des  cléments  du  Calcul  dlfTcrentiel  et  intégral,  et  que  Tintroduc- 
liou  courante  des  éléments  imaginaires  en  Géométrie  ne  va  pas 
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souvent  très  facile;  il  en  résulte  cependant  quelques  longueurs. 
El  si  la  théorie  des  formes  algébriques,  dont  la  Géométrie  mo- 
derne n'est  d'ordinaire  qu'une  expression  très  élégante,  doit 
envahir  à  son  tour  la  classe  de  Mathématiques  spéciales,  quelques 
personnes  timides  ne  s'effaroucheront-elles  pas,  et  sera-l-on  bien 
sûr  que  cet  esprit  géométrique  dont  M.  Duporcq  souhaite  avec 
raison  le  développement  y  gagnera  beaucoup? 

Le  développement  de  Vesprit  géométrique  accompagne-t-il 
nécessairement  l'habitude  d'un  langage  géométrique  où  les  mots 
ont  si  peu  la  signiflcation  concrète  de  la  Géométrie  proprement 
dite  que,  pour  les  entendre,  il  faut  perdre  l'habitude  des  figures 
géométriques?  A  ce  degré  d'abstraction,  la  soi-disant  Géométrie 
ressemble  terriblement  à  l'Algèbre,  à  celte  Algèbre  dont  les  équa- 
tions donnent  aux  propositions  de  la  Géométrie  moderne  leur 
base  solide  et  leur  signification  réelle.  Aussi  bien,  il  semble  fort 
raisonnable,  pour  des  commençants,  de  ne  pas  trop  séparer  des 
chapitres  de  la  Science  qui  se  recouvrent  si  parfaitement  et  qui, 
sauf  le  langage  qu'on  y  parle,  les  notations  qu'on  emploie,  traitent 
du  môme  objet.  L'intelligence  même  du  langage  soi-disant  géomé- 
trique ne  peut  qu'y  gagner,  elles  commençants  risquent  moins  de 
parler  une  langue  (|u*il  n'entendent  pas,  d'être  les  dupes  d'ana- 
logies de  mots,  de  se  laisser  éblouir  par  des  paradoxes  verbaux. 

L'oubli  partiel  du  but  primitif  de  la  classe  où  l'on  préparée 
nos  grandes  Ecoles,  que  je  signalais  plus  haut,  lient  sans  doute 
à  rintérêt  propre  des  matières  qu'on  y  ensci^^nc,  et  à  celle 
recherche  de  la  perfection  (|ue  les  [)rorcsseurs  a[)|)()rlcnl  dans  leur 
métier.  Ces  matières,  on  ne  les  erisei;;ne  plus  comme  une  prépa- 
ration, mais  pour  elles-mêmes,  et  aussi,  bien  entendu,  pour  satis- 
faire les  examinateurs.  Il  esl  naturel  que  le  lan^a^^e  de  la  Géomé- 
trie moderne  ait  |)cnclré  dans  rcusci^iieuicnl,  il  n'est  [)as  mauvais 
que  cette  |)énétralion  ait  été  prudente  et  se  soit  faite  toute  seule. 
(3eux  même  rpii  aurai<'nl  désiré  qu'elle  fiU  consacrée  [lar  une  iiuli- 
cation  discrète  insérées  dans  les  |)ro«;rainrn(îs,  [xiurraionl  craindn» 
une  refonte  de  ces  programmes  r(  les  excès  (ju'elle  ris(|uerait 
d'amener:  la  |)ul)licalion  d'un  bon  Livre  ('lénicutaire,  (|ui  |)orinetle 
aux  élèves  de  dc'vcîloppcr  leurs  eonuaissanccs,  Naul  assurément 
mieux  qu'une  telle  relonle. 

Il   est    ^rand    temps    de    |)arler  de    eelui   (pie   vienl    de*    publier 
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M.  Ditporcq,  car  les  obscrvBlioiiiiqtii  précfrJpDl  ne  le  to(i<.-lifnt  i 

MUcuDt;  fa(;on,  sauf  peut-être  uue  plirase  de  la  Pti^f'ace. 

Le  Livre  lui-même  est  divisé  en  six  Chapitres. 

L'uiiteur  explique  d'abord  remploi  des  îma;>înaireB  en  Giîoniélriff 
analytique  (plane  ou  non),  ainsi  que  l'usage  dcâ  cooidoiiiiées  hnrv 
centriques.  Il  donne  des  notions  générales  sur  les  inélhodes  de 
transformation,  nollons  qui  comprennent  la  delînition  dca  trans- 
ForinatioDâ  de  contact.  Il  passe  ensuite  à  l'étiide  des  divisions  et 
des  faisceaux  liomographiques,  pour  en  donner  l'application  à  la 
génération  des  ronîqnes,  des  qnadriq lies  ei  des  cubiques  gauches. 


te  en  général  di 
pai 


pu,s  il  t, 

corrélatives-,  montrée 
dants  il  faut  donner 
étudie  aussi  les  cas  | 
La  tliéorie  des  cooiqni 


isformalid 


i   Im 


nogiaptiiqu, 


poiut  de  départ  le  théorème  de  Desar^ 
fondamentaux  (Pascal,  Brianchon,  pâles  i 
les  propriétés  principales  relatives  aux  uoi 
ce  Chapitre  un  inléressanl  paragraplie  sur 


iculler combien  d'éléments  eorrcApon- 
pOLir  dt'Tinlr  ces  transformations,  dont  il 
jarticulicrs  (perspective,  bomologio,  etc.). 
est  élégamment  exposée  en  prenant  pour 


outre  les  tliéorèni 
polaires,  Ptc),  outre 
aies,  on  trouvera  dans 
is  coniques  harmufii- 


quemenl  circonscrites  ou  inscrites  à  une  conique.  Les  théories 
correspondantes,  pour  les  quadriqucs,  sont  l'objet  du  Clinpilrc 
suivant.  Dans  ces  deux  Chapitres,  c'est,  en  quelque  sorte,  les 
théorèmes  généraux  qui,  eu  se  développant,  fournissent  les  pro- 
priétés   particulières;    dans  le  dernier  Chapitre,   l'anleur  montre 
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raies,  pour  en  llrer,  de  la  façon  la  plus  brève  el  la  plus  heureuse, 
UDG  foule  de  propriétés  particulières.  Signalons  enliii  une  suite 
d'énoncés  intéressants,  sur  lesquels  le  lecteur  s'exercera  avec 
intérêt,  et  qui  occupent  les  dernières  piiges  du  Livre.     J,  T. 


PASCAI.<E.).  —  ItKPEnTonio  di  MATEUATEr.iii:  si'pkhiori  (Definiziom,  Foh- 
Mot-E,  TEoaiiii[,  Cexni  BiRUoGiiAPii:r).  T.  Il,  Geonie/rin.  i  Vol.  in-iX  do 
la  coUeclion  des  inaiiuels  Hoepli.  ïvni-gaS  p.,  Hoopli,  Milan;  1900. 

Le  premier  Volume  du  Répertoire  de  Mathématiques  supé- 
rieures, consacré  à  l'Analyse,  a  eu  un  rapide  et  légitime  succès  : 
OD  en  prépare  actuellcniont  une  traduction  allemande  et  une  tra- 
duction polonaise.  Le  présent  Volume,  consacré  à  la  Géométrie, 
n'est  pas  moins  intéressant  et  ne  rendra  pas  moins  de  services. 
Comme  le  premier  Volume,  il  ne  contient  que  des  énoncés  et  des 
renseignements  bibliographiques;  les  neuf  cents  pages  qu'il  ren- 
ferme sont  Lien  remplies.  Voici  les  principales  divisions  : 

Fondements  de  la  Géométrie  projective  et  analytique.  Formes 
algébriques  ternaires,  quaternaires,  etc.  Connexes.  Coniques.  Qiia. 
driques.  Courbes  planes  en  général.  Cubiques  planes  et  gauches. 
Quarttqucs  planes  et  gauches.  Surfaces  et  courbes  gauches  en 
général.  Surfaces  du  troisième  ordre.  Surfaces  du  quatrième  ordre- 
Surfaces  d'ordre  supérieur.  Géométrie  de  la  droite.  Géométrie  de 
la  sphère.  Géométrie  énumérative.  Géométrie  infinilésimale  et 
intrinsèque.  Courbe»  et  surfaces  spéciale».  Analysis  situs.  Géo- 
inétric  projective  dans  l'hypcrespace.  Géométrie  infinitésimale  et 
intrinsèque  dans  l'hyperespace.  Géométrie  non  euclidienne.  Géo- 
métrie du  triangle. 

Enfin,  une  Table  alphabétique,  qui  comporte  ^28  pages  de  petit 
texte,  permet  de  chercher  dans  l'un  ou  l'autre  Volume  du  lîéper- 
toire  le  renseignement  dont  on  a  besoin.  J.  T. 
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SEItRET  (J.-A.)-  —  LEiineucii  tihh  Dh'fkhp.ntial-  vnd  Ntecralrbchnunc. 
Mit  Genclimigung  Hcs  Verru^sors  dculsdi  boarbeiteit  von  Axol  Harnaek. 
ZweJlc,  durchgesclicno  Auflago  mil  UnlerslUUiing  (1er  Hcrrcn  H.  Liebmann 
uriilH.  Zermelu,  bcrausj^egelicn  von  Geurg  Belilmaiin.  Zweiter  Baad  :  Inte- 
gralreclinuiig.  i  Vol-  in-8",  xli-j-jB  {i.,  Tcubnor,  Leipzig;  1899 

Nous  sommes  heureux  d'annoncer  la  publication  du  second 
Volume  de  lu  dcuxiOmc  édiiion  de  la  traduction  allemaDde  du 
Traiti' de  Calcul  différentiel  de  J.-A.  Serret,  traduction  <jiie 
l'on  doit  ù  Axel  llarnack.  ^ititurcllcmcnl,  le  texte  de  cette  nou- 
velle édition  s'éloiffue  un  jtcu  plus  encore  du  texte  de  l'auteur, 
lequel  est  devenu  «  tier  aile  Serrel  ».  Outre  plusieurs  améliora- 
tions de  détail,  il  convient  de  sij^naler  les  Chapitres  VII  et  VIII, 
dont  le  premier  concerne  les  fonctions  de  plusieurs  variables  et 
les  intégrales  curvilignes,  dont  le  second  contient  les  propositions 
fouduutentales  de  la  théorie  des  runclious  d'une  variable  com- 
plexe, dans  le  sens  <le  Ca.îchv.  J.  T. 


SUR  CERTAINS  SYSTÈMES  TRIPLEHEHT  CORIDGDfS  ; 
Par  m.  T/.ITZÉICA. 
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J'ajoule  maintenant  qu'on  peut  reconnaître  de  mtïine  sur  l'élé- 
meiil  linéaire  de  l'espace  s'il  existe  ou  non,  en  dehors  des  solu- 
tions X,  y,  j,  une  quatrième  solution  K  de  (i)  de  maniire  que 
x'^-\-y-+z'^  —  R^  en  soit  aussi  une  solution.  La  démonstration 


Remarquons  tout  d'abord  que  les  coeflicients  Ko,  qui  entrent 
dans  les  équations  {i>  s'expriment  à  l'aide  des  coeflicients  de  l'élé- 
ment linéaire 


Vlainienant,  en  vertu  de  l'hypolht^se  faite, 
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d'où  l'on  tire 


<(R  JR 


.-ii;r.       ''■ 
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I  d'oij 

^^^Bll'on  a  une  première  série  de  relations  en  ccrivantles  conditions 

^^^■Tiniégrabilité.  On  obtient  une  seconde  série  en  espriniant  que  H 

^^^BSI  une  solution  du  svstème  (i).  Comme  dans  toutes  ces  relations 

il  n'j  a  que  les  coefficients  «,<  qui  interviennent,  le  théorème  est 

(Jéinontré.  Il  est  manifeste  d'ailleurs  que  ces  relations  sont  en  même 

temps  nécessaires  et  suffisantes. 


2.  il  résulte  encore  de  ce  qui  précède  qu'il  n'existe  pas  de 
solution  H,  de  (i)  et  différente  de  R  et  telle  que  j^ -+-,>'■+  :'  — HJ 
satisfasse  aussi  à  (i). 

Il  n'en  est  pas  de  même  d'un  réseau  conjugué  tracé  sur  une  sur- 
face: en  d'autres  termes,  il  se  peut  très  bien  que  x,  y,  s,  R  et 
X^+y^-^  :' —  R*  soient  des  solutions  d'une  équation  de  Laplace 


(>) 


et  qu'il  existe  en  même  temps  une  autre  solution  R|  différente 
de  R,  telle  que  x-+y--\-  z"^—  R^  satisfasse  encore  à  (■^). 

Je  vais  énoncer  ici  quelques  résultats  se  rapportant  à  celte  ques- 
tion. D'abord,  s'il  y  a  deu\  solutions  de  (i)  Il  et  U,  différentes, 
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^C  —  ^e— Jb:*=  E.Ji<— iF  A  A  —  C  Ac. 
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6  SliCONIlIC  l'AiniR. 

i>(i*{j)  daigne  une   fonclion  i-otière   donnée,  à  coerficîcnti   enlicn,  a   un 
nombre  ilélerminâ  de  racines  réelles.   M.  Frobcoius  se  propose  de  développer 
cl  de  compléter  cet  indicaliunt  de  Kroneckcr. 
Rappelons  d'abord  i|uelques  délinitions. 

Envigageuns  le  groupe  rormé  par  tuuLes  les  n!  subititulions  que  l'un  pciii 
□blenir  au  moyen  <lc  n  symbole»;  soient  A.  B,  S  Irais  substitutions  .le  ce 
groupe  telles  i|nc  l'on  ail 

S-'AS  =  H; 


f.  \ti  ri 


tubsliti 


et  B  Hat  temblable».  On  appelle 
s  kl  substitutions  du  groupe  entî- 


claase  de  substitutions  l'ensemble  de  t 
âagé  qui  sont  semblables  entre  ellrs. 

Si  une  substitiilion  A  est  Torméc  de  e  cyclei 

/= /.Éléments,  on  dit  que/,./, /,  ,o 

de  substitutions  dont  A  fait  partie.  Cauchy  a  montré,  en  ciïet,  que  si  ces 
nombres  sont  les  mêmes  pour  deux  substitution)  A  et  B,  ces  dcu\  substitu- 
tions sont  semblables,  et  qu'inversement  si  A  et  B  désigaenl  deux  substitu- 
tions semblables,  ces  dcui.  substitutions  sont  formées  du  même  nombre  de 
cycles  conlcnant  respectivement  les  m£mes  nombres  d'éléments.  {Ex:ereUx* 
d'Analyse,  t.  Itl.) 

M.  Frobenius  démontre  que  si  fix)  désigne  une  fonction  entière  quelconque 
(le  X,  â  coefGcients  entiers,  de  degré  n,  n'ayant  pas  de  racines  doubles,  et  telle 
que  le  cocfiicicni  de  x'  soit  égal  i  i,  et  si  p  désigne  un  nombre  premier  po- 
sitif qui  ne  soit  pas  contenu  dans  le  discriminaut  de  p(«),  on  peut  toujours 
former  une  substitution  V  de  71  éléments  telle  que  lu  classe  de  substitutions 
dont  K  fait  partie  soit  entièrement  déterminée  par  le  nombre  p  seulemenl. 
Si  ■fi.x)  est  congrue,  modulo  p,  â  un  produit  de  e  facteurs  premiers  de  dcgi^s 
/u/i.  ■■■./,■  ers  derniers  nombres  sont  les  invariants  de  la  classe  de  subsli- 


s  déter 


Ënt 


e  par  p. 


L  groupe  quelconque  G  de  substitutions  formées  au 
moyen  des  mêmes  n  symboles;  soit  g  l'ordre  de  ce  groupe.  On  dît  d'une  fonc- 
tion entière  à  coefficients  entiers  de  n  variables  indépendantes  f,,  t„  ....  t,, 
qui  ne  change  pas  par  les  substitutions  de  G  et  cbange  par  toute  autre  substi- 
tution  ctfcptucc   sur   (,.  /.,   ....  /,,    qu'elle   appartient   au   groupe    G.   Suit 


r'i': 

rspiqui  diter 
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.,  5,  désignent  les  n  ratines  dr  rt^ijuali 
(-5»"  S' S..', 


esl  une  qaelconqae  des  n  !  substitutions  pussiliir^a  de  ces  n  symboles  et  où  le 
produit  esi  l'tcndu  A  tous  les  systi^mes  Ji,,  (a,,  ....  Ça,.  C'est  i  cette  fonction 
<Hx)  ifue  M,  Frobenîus  applique  la  relïlion  de  Kroneekcr.  Il  nbtient  uiosi, 
en  utilisant  pour  déterminer  m  un  tbdcréme  démoutré  pur  M.  Jordan  au 
S  306  de  son  Traité  det  subsiUutiont,  le  théorème  fondamental  ifue  voici  : 

■  Enviilgeons  l'en^cmbli-  des  nombres  premiers  p^  qui  déterminent  Is  même 
claiâe  {\)  de  subitilutinn»  lu 
Je   cet  ensemble  ilc  nombre; 


lluns  laquelle  P(tv)  désigne  une  sfrje  entière  en  «>  et  oi'i  la  somme  du  pre- 
mier membre  e«t  Étendue  i  tous  les  nombres  />).  La  deniilc  de  l'eniemblt  de 
aomltrei  premier!  eavitagèt  ett  égale  au  quotient  du  nombre  de  tubttilu- 
liont  delà  classe  envisagée,  par  l'ordre  du  groupe  de  l'égualion  :p(2)  —  o.  » 

Soient/,,/,,  ...,/,  tes  invariants  de  la  classe  (l)  envisagiie.  Il  résulte  du 
tlitorème  fondamental  que  nous  venons  d'énoncer  que  si  le  groupe  de  <f{^) 
contient  des  substitutions  formées  (Je  s  cycles  de/,, /j,  .--,/,  éléments,  il 
existe  un  nombre  infini  de  nombres  premiers  qui  déterminent  cette  classe  ()>), 
Undis  que  dans  le  cas  contraire,  il  n'existe  qu'uo  nombre  fini  de  nombres  pre- 
mier» déterminant  cette  classe  (X  ). 

Ce  théorème  fondamental  ne  difTère,  d'ailleurs,  que  par  la  forme  du  théo- 
rème de  Dedekind  (Gottinger  AbKandlungeii.   t.  X\lIIj  : 

■  Si  l'on  envisage  un  corps  algébrique  de  degré  n  et  c  nombres  positifs/,, 
/„  ..../,  dont  la  somme  soit  égale  à  n,  la  densité  des  nombres  premiers  (ra- 
tionnels) qui  se  décomposent  en  e  facteurs  premiers  idéaux  de  degrés /,, /„  ..., 
/,  est  i  la  densité  de  tous  les  nombres  premiers,  comme  le  nombre  de  celles 
des  subslilutioDs  du  groupe  du  corps  envisagé  qui  sont  formées  de  e  cycles  de 
/il  /si  -'-i  /.  symboles  est  au  nombre  de  toutes  les  substitutions  de  ce 
groupe.  .1 

On  en  déduit  immédiatement  les  corollaires  suivants  : 

-  La  densité  des  ni>mbrcs  prcmiir»/)  tels  que  la  con(;iui'n.e 

9(x)  =  u        (niod/.), 

ob  ^{x)  désigne  une  fonction  entière,  à  coefficients  entiers  donnés,  d'une  va- 
riable X,  admette  le  même  nombre  v  de  racines  réelles,  est  égale  uu  quotient  du 
nombre  des  substitutions  du  groupe  de  ?(x)  qui  laissent  invariables  v,  et  v 
seulement,  des  symboles  qui  figurent  dans  ces  substitutions,  par  l'ordre  du 
groupe  de  ces  substitutions,  « 

■  Si   le  groupe  d'un  corps  ulRéhriquc  ne  contient  aucune  substitution  formée 


s  SECONDE  PARTli;. 

de  e  cycles  de /„/,,  ...,/,  symboles,  la  densiU  di'^  nomtres  premiers  (ra- 
tionnels) qui  se  décomposent  en  e  facteurs  premiers  tdéaui  de  degrés  /„/, 

/,  est  nulle.  - 

Par  contre,  le  théorème  de  M.  Dedekiad,  d'âpres  lequel  si  un  nombre  pre- 
mier (raiionael)  p  9c  décompose,  dans  un   corpii   al(;i>brlque,  co  e   facteur» 

premiers   idéaux  de  [degrés/,,  /,,   /,,  le  gr«ufie  de  ce  corps   algébrique 

contient  nécessairement  une  substitution  formé:'  de  e  cycles  de  /„  /„  .-../, 
symboles,  ne  peut  êtrcrallacbé  au  théorème  fonildnieiilal.  M.  Probeiiius  repro- 
duit la  démonstration  de  ce  théorème  que  M.  Dedckinil  lui  avait  communiquée 


■  883. 


c  de  substilulio 


indre  la  nolioa  de  classe  de  substiiulions  et  toatM  celles 

n  prenant  comme  point  de  départ,  au  lieu  du  groupe  formé 

is  de  n  symboles,  un  groupe  déterminé  H  formé  pu  un 

une  substitution  S  telle  que,  A  et  B  désignant  deai 

S-'AS  =  M, 

utions  \  et  B  sont  conjuguées.  L'ensemble  des  snb- 
DnjHguéca  entre  elles  forme  une  elaste  de  snbititn- 
t  que  nous  adopterons  maintenant.  Deux.  substitD- 
;cssairenicnt   semblables;    mais   deux    substitatioDS 


t  conjugu 


es.  Si  I 


;  est  formée  de  e  cycles  de  /„  /„   ...,/,  élémeol»,   il 
ililutionsde  cette  classe,  mais/,,/,,  ...,/,  ne 
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On  (lira  que  la  subiitiluLioa  A  el  le  aombrc  [ireiuier  idéal  ti  sc 
Aux  divers  nombres  premiers  idéaux  conleaus  dans  i 

ralinnnrl^  correspondronl  alurs  les  diverses  subst 
l*\l    partie.   On   peut    donc   é\mi    dire  que  CCltC  C  d 

nùmbr«  premier  raliooael  p  se  correspondent. 


3.  Soit  C  un  groupe  quelconque  Contenu  dans  Ir 
gnona  par  l  un  nombre  du  IVspvre  uqui  reste  le  n 
»ubs[ï  lu  lions  de  G,  mais  rhaiigc  quund  un  appliqu 
et  par  Ç„  îj,  ....  5,  ce  quu  dcïionl  \  qiiaud  on  a 
tioni  de  II;  on  sait  quen  e^l  igtl  au  quotient  de  I 


S      pe 


Si  l'nn  Bpplique  hi  forniuti'  dp  Kro 


^ckerù  U  ton 


'[iT' 


on  di^monlrc  aisén 

cnlquB,  A  .lés.gnft 

l  tu 

jours    un 

subslitulio 

du  groupe  H.  nlo 

drede  A.«9{«) 
c  nombre  de  celle 

e  no 
des 

lubre  d'en 

iers  premier 
ons  diiréren 

mat  eonJDguécs  au 

t  puissances 

A,    A', 


ASi'l 


Ml  proportionnel  ù   la  dcosil^  des  nombres  premiers  (ralionncU)  qui  eorrts- 

poadcnt  aui  direrses  cluses  de  substilulioDidonl'A,  A= Aï'*)  (oat  partie. 

U.  UurwilK  ivait  adrewif,  en  1896,  A  M.  Frobcnîus  une  lellrc  duos  laquelle  il 
était  pnrvDou  bu  m^me  ri^^ultat. 
Touternis  avec  celte  notion  de  classe  plua  restrcîati?  quccelln  du  n°1,  on  ne 


vi:'-  =  ;M«,(i)  +  p(,). 


dans  laquelle  les  lettres  ont  li 
notion  restreinte  de  classe. 
encore  lieu  et  il  y  aurait  dan 


larquablc  . 


rapportent  ù  U 
tte  formule  ait 
:liereher  la  dé- 


formule  a  encor 
diqué  au  n°  2,  o 
le  théorËroe  bici 


oeédé  quelconque,  dtimontrer  que   ■ 
c  le  fait  observer  M.  Frobcnius,  éno 


M.  Frobenius  montre  enfin  que. 


ilion  du  groupe  II  corres- 
■nsité  de  ces  nombres  prc- 
drc  de  la  substitution  en- 
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Fuchs  {£■■)■  —  Sur  une  classe  d'équalions  iliflérenlielles  linéaires 
homogènes.  (753-769), 


dz— 


I   dilTérentielle  linéaire  bomogéae  dans  laquelle  le  coefficient  de 

I,  et  qui  soIl  lelle  que,  quand  la  variable  i  décrit  an  contoar  fermé 
quelconque  (U)  autour  de  un  ou  de  plusieurs  des  points  singuliers,  l'éqaation 
fondamentale  correspondante  soit  vérifiée  par  les  valeurs  réciproques  de*  ra- 
cines de  l'équation  que  l'un  obtient  en  cbangeaot,  dans  cette  équation  fonda- 
mentale, les  coeffiLlents  des  diverses  puissances  de  la  variable  par  les  cipi«»- 
sions  conjuguées.  Suppo^on^  aussi  que  les  racines  "k,,  >,„  . . .,  l,  de  l'uoe  aa 
moins  de  Ces  équations  fondamentales  soient  inégales  et  qu'elles  soient  égales 
i  I  eu  valeur  absolue. 

Désignons  par  (C)  un  des  contours  fermés  décrits  par  s,  pour  lesquels 
l'équation  fondamentale  correspondante  ait  précisément  pour  racines  X„ 
Xj.  . . .,  X„.  Soit  u„  u..  ■ . .,  u_  le  système  fondamental  correspondant  d'inté- 
grales de  l'équalion  différentielle  envisagée.  Quand  s  a  décrit  le  contoar  (  C), 
les  intégrales  ii„u„  ...,  u.sont  devenues 


quand  c  a  ilécril  un  conto 


é  quelconque  (  U  ),  les  intégrales  u„  u,,  , 


HliVUE   UKS   l'UBLlCAIlONS- 

i  cnetUrients  indcpcndanls  i\e  s  ri  leU  quo  kur^  rapports  soieni 
réels,  qui  ne  change  pas  quel  que  suit  le  i:hcniln  termi  que  l'on  h 
1h  variable  z.  u 

î.   Plaçons-nous,  au  conlraiio,  iluns  l'IiypolMsc  de    l'pxUlcnrc  d 
tiilin<'air<: 


t  CMfflcients  QC*'')  indilpcnclants  dr  ;,  no  changeant  pus 
les  U[  et  k«  u)  pur  les  <:ipressi{ins 


dans  lesquelles  se  transforment  u,  et  u^  lorsque  x  i 

quelconque,  et  supposons  en  outre  que,  pour  un  au  moins  de  ces  cliemins  Trr- 

m*s,  les  racines  ^|,  X, X.  de  l'équation  fondamentale  correspondante  soient 

inégales  et  égal»  â  i  en  valeur  absolue;  ^uppo-ioDs  auïsi  que  u,,  a, u„ 

désignent  précisi^ment  le  «y^téme  fondamentul  d'inlégralcs  de  i^etle  équation 
fondamentale,  et  enfin  supposons  qu'il  nVxiste  entre  les  divers  produits 


ancuni?  relation  linéaire  bomogènc  il  coefficients  constants. 
M.  Kuchs  démontre  que  ?  et  alors  nécessairemml  de  la  (■irnic 

OÙ  les  rapports  des  coefficients  A  sont  des  nombres  réels. 
Il  démontre  ensuite  que  chaque  déterminant  mineur  principal  du  détcrmi- 


colncide  avec  le  déterminant  mineur  principal  correspondant  du  déterminant 

il  en  résulte,  d'après  un  théorème  bien  connu  de  la  tliéoHe  des  déterminants, 
que  tout  déterminant  mineur  principal  M  d'ordre  (n  —  p)  du  déterminant 

coïncide  avec  celui  des  déterminants  mineurs  principaux  d'ordre  p  du  déter- 
minant \ai,\  dont  tes  termes  diagonaux  riclus  ont  pour  indices  ceun  du  mï- 
Bcur  M  envisagé. 

Ce  théorème  permet  d'établir  la  réciproque  du  tliéoréme  démontré   i  la  fin 
du  n-  1.  M.  l-'ucha  m.mlre,  en  cITel,  que  sous  les  hypolliéses  faite*  concernant 
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rexislencc  de  7,  l'c^uation  fond  a  menu  le 


correspoadant  i  an  chemin  terme  quelconque  (U)  parcouru  par  la  «ariable  *, 
est  véi'iliée  par  Ici  valeurs  réciproques  des  racines  de  l'équation 

c'c5l-i-dirc  par  les  racines  de  l'L'qnalion 

II.  On  ctcnil  faciicmeni  les  deux  tliéorémes  démonlrés  à  la  fin  des  n"  1  et  3 
au  cas  uii   l'ëquation  dinërcnUello  envisagée  est  remplacée  par  l'équation  plus 

générale 

d'If  d-   '11.  rf-'.^ 


'  d:— 
dans  laquelle  la  quantilé  7,  est  su 
doivent  i-lrc  modifiés;  i 


ipposée  dilTcrcntc  de  zéro.  Mais  le  déterminant 
us  deux  tliéorânies  intermédiaires  du  n*  3 
ilacL-s  par  les  théorèmes  suivants  : 
ipal  d'ordre  p  du  déterminant 
|A«I 
principal  correspondant  du  déterminant  [a„| 

irincipal  M  d'ordre  (  n — p)  du  détermiaaat 

1A„ 


HBVUB   DliS  PUBLICATIONS. 
liTWMmeni,  toute  ronclion    inoTiogi^nc   dr  x-t-iy  qui  vérifirr 
•ui  iJËrivfes  partielles  T^rilic  autsi  rriquition  dilT^rentlcIlc  du  n 
Ainiî,  Inraqu'il  vxifAe  une  farine  Itrlindaire 


[oA  \,,  A,, ....  A.  aonl  des  coefQcienls 
tjnie  tondamealil  d'intégrnlcs  de  l'iquaiia 
les  quttDtités  conjugutes  dp  u,,  u,,  ..., 
court  un  rlicmin  (ermi^  quelconque,  l'éqii 
I  înté);rfltcs  de  l'équitïon  au 


d-*crirc 


Tilicc  par  des  foDCtïn 


u„  u, u„  dtsigni!  un  «yv 

difTéreniielle  du  it".'), cl  u',.u;,...aâ 
[,],  ne  rliangeant  pas  quand  e  par- 
lion  dilTïrenlielle qui  est  vi^riDite  par 
dérivées  parliellea  que  ncius  venons 


h.  FUïons-nouj  n 
l'ïquation  dilTërentietle  etivrsagi^c  n'onl.  pour  rhicune  dt 
fiable  2,  qu'Un  nuiubre  Jini  de  valeurs  dilTérunles.  Si  al 
des  ricincB  de  l'équation  (ondaincntale  correstioadont  i 
quelconque  (  U  ]  décrit  par  s  aulour  d'un  ou  de  plusreui 
on  Mit  (Journal  de  Cittle,  t.  KG)  qu'une  des  inlêgrales  u 
renliellc  se  tinnaraime,  iiuand  l  a  puirouru  (U),  en 


le»  inl^grules  ik- 
vnleurî  de  la  la- 
rs  u  désigne  l'une 
UD  contour  ttrtai 
points  singuliers, 
ic  l'jqunlion  dilTA- 


AO  ne  peut  obtenir  qu'un  nombre  Uni  de  valeurs  de  u,  il  faut  donu 
une  racine  de  l'unité.  Si  donc  on  sair  seulement  que  le^  rncineâ  de 
fondamentale  rorreapondant  i  l'un  des  eontours  fermés  (  U  )  sont  in 

peut  en  conelure  qu'il  existe  une  forme  bilinéaïrc 


un  système  tondameninl  d'intÉgrales  de  l'cquation  dilTérenlielIc;  ii\,  uj.  ....  u^, 
les  quantités  conjuguées),  ne  changeant  pas  quand  s  parcourt  tous  les  con- 
tours fermés  (  U)  possibles. 

Ce  théorème  s'applique  manifcslemcnt  aux  équations  dllférenticlles  linéaireEi 
homogènes  intégrables  algébriquement.  On  peut  donc  compléter  les  reclierchc^ 
de  M.  Picard  sur  ce  sujet  [Bulletin  de  la  Société  malhêmatique  de  France, 

H-  Jordan  aussi  bien  que  dans  les  autres  cas,  it  eiisle  une  forme  bilinèalre  9 
ne  cbangcant  pas  quand  nn  cfTeclue  une  substitution  fondamentale  quelconque. 
Dans  le  cas  du  quatrième  type  de  M .  Jordan,  la  forme 


Kœnigsberger  (  !..] 
944)- 
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les  avantages  qu'il  y  auraîl  non  seulement  en  PLjsique 

aussi  en  Mécanique  ralionnelle,  à  se  placer  à  un  point  de  vueplu»  généralqDC 
celui  que  l'on  adopte  d'ordinaire,  en  établissant  les  principes  de  ces  Sciences. 
Ce  point  de  vue  plus  général  consiste  i  remplacer,  tian*  les  ifqiistions  différen- 
tielles du  mouvement  d'un  ensemble  de  points  matériels  quelconques,  U  /one- 

-T-U, 

où  T  désigne  la  force  vive  et  U  la  Tonction  des.  forces  données  inlérUuret, 
par  une  fonction  quelconque  donnée  H  de  (,  des  coordonnées  des  points  de 
l'ensemble  et  des  dérivées  premières  de  ces  coordonnées  prises  par  rapporta  (. 

M.  Kœnigsberger  développe  cette  idée  de  Hpiniliolli  en  In  généralisant 
encore.  Il  suppose,  en  effet,  que  les  dérivées  qui  liguient  dans  la  fonction  H  ne 
sont  pas  nécessairement  du  premier  ordre  seulement,  mais  peaveat  tUt 
d'ordres  quelconques  inférieurs  à  un  nombre  arbitrairement  ffxé. 

Au  lieu  d'étudier  les  mouvements  des  ensembles  de  points  matériels  ajant 
lieu  conformément  i  l'équation  qui  traduit  en  langue  algébrique  le  principe  de 
d'Alembert 


,  Zy,  &z  désignent   les  composante 
,y.  z)  lie  l'ensemble  de  points  envi 


mble. 


s  bilatérales,  c 


des   déplacements   virtuels  des 
ipatibles  avec  les  liaisons 
tPz:    d'y    cPi 


.gés. 


les  composantes  de  l'accéléralion  cl  X,  Y,  ï  les  composantes  de  la  force  totale 
donnée  appliquée  en  (x,y,  =  ),  M.  Kcenigsbcrger  étudie  les  mouvements  des 
ensembles  de  points  {x,y,  :)  ayant  lieu  de  façon  que  l'équation  fondamenlale 
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*/,./, /_■¥,>?,.  ■■ 

tinues  dDDQécs,  d'ailleurs  ai 
i)uinUUs  Q,  R,  S  dcsigaen 
de  t  M  des  coordonnées  x, . 
De  cette  équation  Tiindam 
les  ôqiialions  dilTcrcnlieltcs 


1^,,  . . .,  iji^  désignenl  du  fl 
de  I  cl  iSci  cuordunnécs  x,} 
ni  des  fonctions  arbilrairen 


dH  d    à» 

(te,  di  àx'i^  ' 

m  d  m 

(j»j-,  dl  dy\  ' 

ffl  rf    dH 

dii  dl  d-t 


,  d     à\\ 


Q.-^V,.- 


nl^   dr   rcn«<^ 


,  rf    dH 


^-*-R,  +  l,?,i-t-X,î,i^-...-.-X„î„j 
liplicateurs.  Si  l'enieiubl. 


dans  lesquelles  \„  \.  ....  ï„  sont  les   m   ini 
formé  par  n  points  de  coordonnées  x„  y,,  =, 

par  les  nombres  i ,  i,  .. .,  n. 

3,  Si  les  fonctions /i,,  ç.,,  i^,,  sont,  pour  i  =  i,  i,  ....  (n  et  ^'  =  i,  -i n, 

le»  dérlrées  partielles  par  rapport  i  x,,  Xi,  s^  d'une  même  (onction  F,  de  l, 
x„  ....  z„  les  équations  dîlTiirentî  elles  du  mouvement  peuvent  être  Iransfarmdes 
en  équations  analogues  A  celles  de   l.agrange  qui  comprennent  d'ailleurs  lei 

équations  de  Lagrangc  comme  ras   particulier.  En  désignant  pur/),,/), 

p  des  variables  indépendantes  définissant  à  tout  instant  lu  position  de  l'en- 
semble envisagé,  on  a  pour  j  =  i,  i, ...,  |i  la  relation 


M 


■  ■-t-f-O' 


a  posé  pour  abréger 


de  sorte  que  P,  est  une  fonction  de  (,  /*,,  p.,, 
3.  Si  le»  fonctions  P,  ne  dépendent  que  de  i 


'I.'{"4r"' 


qui  comprend  comme  eus  particulier  celle  de  l'intégrale  envisagée  par  Hctmboltx 
BU  début  de  son  Mémoire  fondamental  sur  le  principe  de  la  moindre  action, 
esl  nécessairement  nulle  lorsqu'on  suppose  seulement  que  les  variations  Sp„ 

âpj,   ...,  ip^.  Vil  V]'  ■■-•  Vi» î/'V'"'"'  V,*~".   --■■  ^p'^"",  arbitraires 

entre  /,  et  (,,  sont  nulles  pour  (  =  (,  et  pour  /  =  (,. 

On  peut  dire  aussi,  cl  sous  celte  forme  le  théorème  csl  souvent  plus  commode 
it  appliquer  dans  diverses  questions  de  Pliysique,  que  si  l'nu  rnnvient  d'envi- 
sager dans  l'euprcssion  He  II  les  quanlil.-»  /■',,  /jL,  ....  p\,..  /•",,  -■■■  p'^*  rcmmc 


If.  SECONDE   l'AllTIE. 

(tes  variables  indépendante» /),,,  p,,,  ..   .  p^,.  p,-,.  ...,  p^^,  1*  virialion 


'irialioD  ■ 


-<'"--''ï')£:ll'"' 


'■<aJ 


e$t  nulle,  si  l'un  suppose  seulement  que  Ici  varialion; 

<>P-    ^P,'     ■■-■    ^K"""        (»  =  ii' I«). 

soient  nulles  pour  (  =  (,  et  pour  (  =  f,,  et  qar  le  iléterniinaDl 


i.  Lorsque  11  nr  dépend  pas  de  t  cxpltcilcment,  on  déduit  aisément  des 
équations  analogues  H  celleiî  de  La{;rangc  prt'rcdemmcnt  établies  la  relation 
suivante,  qui  est  analogue  à  celle  qui  exprime  le  théorème  de  la  conservatioD 
des  forces  vives  et  la  comprend  comme  cas  particulier  : 


"-l'i^.     "* 


.)U 


dH  1 


dt  àp'^        <ll'  ùp~  '        '      (fi— '  àp'^l  I 

y     .  r  -m  _  _rf   £l_       ^  JU_  __  rf^    dH  1 
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n  observe  que  dans  le  ca»  particulier  où  l'on  a  H  =  —  T  —  U,  l'expres- 
sion qui  définit  E  se  réduit  i  telle  ijiii  di^Gnil  ['énergie  de  l'enscmlile  de  poînit 
matériels  auquel  se  réduit  l'ensemble  de  poitils  en  mouvement  envisagés,  et 
si,  pour  cette  raison,  l'on  désigne  encore,  dans  le  cas  général,  E  sous  le  nom 
d'énergie  de  l'eniemble  des  poinlt  eneiiagâ,  la  dernière  rclalion  met  en  évi- 
dence le  fait  que  dans  tous  les  niouveiiients  de  points  géumétriques  envisagés 
par  M.  Kœnigsbergcr,  au^sl  bien  que  dans  le  cas  des  mouvements  de  points 
matériels  envisagés  en  Mécanique  rationnelle,  l'énergie  de  l'ensemble  de  points 

minuc  ou  augmente. 

5.  L'etpressitin  qui  définît  IC  la  défioit  univoquement  dés  que  11  csl  donnée 
en  ronctirin  univoque  de  p,,  . . .,  p"'.  Supposons  inversement  que  E  soit  donnée 
en  fonction  univoque  de  p ,  p^''~^^  et  cherchons  i  déterminer  U.  En  sui- 
vant toujours  la  marche  suivie  par  Helmholti  quand  ll=  — T  — U,  on  voit 
aisément  que  H  est  nécessaireneat  de  la  forme 


H  =- 


P\  J  ~rf  dp\  -h  \,p[  -1-  A,p;  -h. . .-(-  A^/i|,. 
urméc  de  ta  fonclion  donnée  E  par  les  substiti 


dam  leiqueltea  a,,  a„ 
l'intéfMtlon,  doitent  i 


■    désignent  des  constantes  1 
mplacécs  par  les  quotients 


et  ail  A,,  A,,  ...,  \^  désignent  des  fonclion*  arbitraire!  de  p,,  p„  . ..,  p^. 
La  fonction  U  n'ett  donc  déterminée  par  la  fonction  E  iju'à  une  fonction 
lincaire  pris  des  dérivées  premières  des  paramètres  indépendants,  prise» 
par  rapport  à  t. 

C'est  i  cette  fonction   linéaire  de  p\,  p',,   .■■^p'    que  correspondent   les 
mouvement*  cachet  d'HelmhoItz  et  de  Herti. 


6.  Dans  ce  qui  suit,  les  équations  de  conditioi 
général,  t  explicitement.  Envisageons  l'cipressio 


i  <(j',.  -*-■■■-*-'■     ')'j,.  ,, 


y  _— I      r  ijll  d     iHl 

y     -i_   rdll         d    dU 


SuU.  de»  Sciences  n 


1 
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dan)  laquelle  H  esl  supposée  êlre  une  fonction  eiiiU-re  de»  dérivées  d'ordre  i. 


iclle  que  l'on  ait,  quels  que  soient  ceux  des  nombn'>i  i 
pour  rhacuD  des  deux  indices  p  et  a, 


d'il       _      iyH  à'H 


. . ,  n  que  l'on  prenne  pour 


£][       (j'ii      <n\ 

dj-p"'       ày'^'       ôi'^'' 

On  peut  démontrer  que  si  l'on  ti\e  les  coordonniics  et  leurs  déri vées  d'ordres 
infÉrieur^  i  iv,  la  fonction  M  de 

^^'■■'1.    y^'.    :,">.     --   ,    <"",    yT\    -n' 

prend  une  valeur  plus  petite  pour  les  valeurs  de  x'*t,  ...,  e'^'  qui  véri6cnt 
tc9  équations  analogues  â  celles  de  Lagrange  que  pour  tout  autre  sjsliiae  de 

valeurs  de  3:'^^ z'*""^  clioi!«ics  parmi  celles  qui  vérifient  les  équations  de 

liaison.  Ce  tliÉor^me  est  la  généralisation  du  principe  de  Gaitii. 


riEVUIÎ  TlKS  l'UBU-ICATIONS. 


■S:n   4: 


itt    An"  illJ    fin"  '  '  '         ^ 


ép\        dt  Op" 


iil4. 


ou 

d  m 

dt  ,)p~, 

"JH 

d  m 

dt  àp' 

ri". 

d    dU 

-••'"'    '"'1  .1  '"'  \\s. 


CeLbfDr^niecampreDd  (pour  H  =— T—  1.1  )i  comioe  i^as  particulier,  celui  qae 
M.  BuKiinann  a  établi  ea  [1:166  {SiUangibericMe  der  Kaii.  Akad.  der  ICm- 
lenicha/ten  :u  ICien)  et  qui  joue  par  rapport  au  second  théorème  rondanental 
de  la  ThL^iHe  mpcaniquc  de  la  (?lialeur  le  niil^mc  nMe  que  jnue  le  tliéori'me  des 
farces  vives  par  rapport  au  premier  théorème  foodamental  de  cette  théorie. 

S.  H.  Kœnigsberger  montre  ensuite  qu'au  point  de  vue  général  auquel  il  se 

place,  les  propriétés  des  fonctions  P,,  P,,  ...,  P^,  démontrées  par  Helmholtz 

^ans   le   cas  des  ensembles   de  points  matériels,  continuent  à  avoir  lieu.  Il 

^démoDtre ensuite  le  théorème  de  Hclmholtz  d'après  lequel,  lorsque  les  fonctions 

-^E>,,  P],  . .  -,  P„  envisagées  comme  des  fonctions  linéaires  quelconques  données 

le  Xi  P\'  -i  p'\i  "lo"'  tes  coefficients  dépendent  dep„p,,  ...,  p,^,p\,  p',,  •■■.p'a., 


vérifient  les  équa 


dV. 


dP„ 


^  iC«  charun  des  deux  in 
^3  équations  de  Lagra 


s  peut  prendri 
I  de /),./)„  ... 


une  quelconque  des  valeur 
P,.'P\<P',-  ■■■,Pp.qai  vérin 
eiïcclués  que  dans  le  cas  o 


SECUNOB   PAltTIE. 
s  la  marche  suivie  ne  dépend  pas  de  rclte  hjpotLfse.  I 
enté  d'indiquer  cumment,  dans  le  ca»  uù  )i  est  igui   A  3,  on  peut 
le  tbÉorèmccn  s'appuyant  sur dt^s  propriétés  empcuaUts  i  la  théorie 


9.  La  nation  si  importante  de  mouvement  caché  duc,  elle  aussi,  i  IleimbolU 
I  que  Hertz  a  prise  comme  point  de  déplut  dans  son  eiposi!  des  principes  de 
I  Mécanique  rationnelle,  peut  être  généralisée  de  In  même  façon  que  tould 
;s  notions  précédentes. 

Envisageons,  à  cet  cflei,  la  fooction 


=  }l-'^(ca^p^^+c: 


?>".'• 


rapport  i  t  par  leurs 

p       et  de  leurs  dérivées  pris 

.»H  ()il 


r  quelconques  des  \i  paramétres  j;„  ^„  ...,p^el 
,  pour  X  =  i,i,...,r,  des  constantes  qoelcoDqae*. 
,  pa,,  ■■■•  pir  et  leurs  dérivées  des  diven  ordrci 
'S  en  fonction  des  autres  panmttrci  pf„ 


rapport  i  t,  tirées  des  éqoatiou 


Iransforine 

en  u 

t  fonction  H'  d 

eurs  dérivées  pri 

ses  par 

rapport  â 

,m'      d 

.iPf^     de 

d' 

(5 

du- 

,1--^-^  +  P     -o 

"  df  àp^^'^^'l-"- 

r). 

dont  la   forme  est   la   mAme   que  celle  des  équutions  analogues  *  celles  de 
L^agrunge,  maïs  où  la  fonction  H  est  remplacée  par  la  fonction  H'  qui  canti«Dl 
moins  de  paramétres  et  a,  en  général,  uoc  toute  autre  forme  analytique. 
Dans  le  cas  particulier  ou   il  ^  —  T  —  U  et  oti   II   ne  dépon.l    pas  ite  />.,. 


Cl  envisageons  r^qualion  aux  dérivées  parlielles 
11 

^i"!' ' "r'-'-p;".},^, 5;;^Jj;;j=ir 

Si  l'on  pcul  dêicrmintr  une  intégrale  compli^le  de  celle  équation,  de  lu  furmc 

''■['. /'. p.f i''r~^\  ■■■■  /'ir"]- 

c'i-«l  ii>dlrr  une  iniécmle  di'pendjnl  de  jiv  cunstuiitcs  urbilruire^  pour  Ic^juellcs 


PT-  ■ 


•  pr 


inc!-  conslanlc  arliilraifi 


àpf  \àp- },      \dt  f)p\),  '■        '       \dl-'  à/y-}^ 

_d*__/dH\        (_±j!}}_\_  /rf-  '    dll  's 

dp«-~     V/-;,VU' d/*7/„     ■■■     '     ''      [dr^'  Ofy;^}^' 

d*        _       /     '"'     \        /  *<     ''H  \ 

rf»     __  /_^\ 


dans  lesquelles  y)!;'."',  ■■■,  p"'''*',  ■■-,  /p'*— '!■* 
eoninie  de  nouielles  consunlcs  arbitraires,  I 
seront  les  ïnti^^ralcK  géni.'ralcs  du  muuveincnl  d 


:s  expressions  p,,  p„ 
<|ui:.r<>n  cunnull  I»  valoiii'  dr^ 


Pi-. 


il                                         SECONDE  PARTIS. 
conslaotM  arbitraires  y  figurani,  et  les  expressions  de  p\.  . . ..  p'*"" 
les_dérivées  d'ordre  i {v  —  i)  de  ces  intégra Il-s  généi-ales. 


II.  Dam  le  cas  où  il 

1  n>  a  pa< 

1  de  force»  eilérieure 

s  et  où  le  tliéoréme  de  la 

coaaervaLioi 

1  des  force»  vives  a 

lieu,   les  équations 

analogues  aus  équations 

canoniques 

et  qui  s'y  i 

réduisent  pourH=-T- 

U.  SI 

int  les  suiïanles,  que  l'on 

suppose  écr 

iles  pour  j 

=  ,,  ï,  .. 

'  )*< 

dp.,,^. 
dt 

•IP.  ' 

dp..,^. 

'ip-. 

dt             dp-^ii' 

dpr" 

dt       " 

■HV.) 
•>P.,.  ' 

dp'^'-v 
dt 

■ip.,..,  ' 

dp,                -hK) 
<"               ''/'i.i—i  ' 

où  les  quart 

'■l"  P:'..~ 

,'P..,,-'.-  ■ 

..,p,_.  sont  déf 

inies 

par  les  relations 

P'. 

m 

d    <JH 

dt  <j/<; 

+  ...  +  (-.)- 

1  •*"■ 
df 

P.. 

d   on 
dt  op'; 

.+. .-+<-, )- 

1  '^' 
df 

'-^=p,    „ 

P; 

•m 
.,p- 

et  où  (E) 

désigne  la 

fonction 

dans  laquelle  se 

;  transforme  E  lorsque  l'on  j 

1  P'^^'  leurs   valeurs  en  fonction  de* 
.1'  ■■■•P,y  tirées  des  dernières  relations. 


Frohenitts  (G. ).  - 
loai). 


Sur  les  caractères  d'an  groupe  fini,  (gSS- 


1.  On  dit  que  deux  éiiînients  A  et  B  d'un  groupe  H  sont  eonjuguéi  (par  rap- 
port à  re  groupL-)  lorsque,  C  désignant  un  élément  du  même  groupe,  on  a 
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la  classe  (P)  de  ce  groupe  [la  clause  {'f)  n'eu  pki  néc.tis: 
la  classe  (s)],  cl  désigaons  par 


le  nombre  de  ceux  de  ces 
cîpal  U.  Si  la  deux  clas 
li  ellei  sonl  inirerses  on  a  A.,.' =  A.  =  h,-. 

Envisageons,  de  m^nie,  tous  les  éléments  ABC  du  groupe,  pour  lesfiuels  A 
désigne  un  quelconque  des  éléments  de  la  classe  (  a),  tt  un  qui?tcoDque  des  élé- 
ments de  la  classe  (  jj  ),  C  un  quelconque  des  éléments  de  la  clause  (7}  de  ce 
groupe,  et  désignons  par 

le  nombre  de  ces  éléments  ABC  qui  sont  identiques  à  l'élément  principal  V; 
les  classes  (1),  (pi,  (Y)  peuvent  Être  distinctes  ou  non.  On  démontre  aisé- 
ment que  le  nombre  /i,,^,,   ne  change  pas  qoand  on  permute  ses  trois  indices 

'<•)  =  ''..y        '*<.?■-'  =  ''„-. 
que  A,  ,     est  divisiblr  par  le  plus   petit  commun    multiple    des  Iruîs  nombres 


X ''■>,' '•■":■- 


ces  relations  pernietlent  de  calculer  plu«  aisément  ks  dilTérriii 
pour  un  groupe  donné   H  et  la   dernière  fournit  drs   vérilica 
l'eiartitude  de  ces  calculs. 
Si  l'on  délinit  de  la  même  Façon  des  nombres 


ajant  nn  nombre  quelconque  d'indices  plus  petit  ou  égal  à  v,  on  v 
peine  que  ces  nombres  jouissent  des  ménies  propriétés  que  les  nombn 
ils  peuvent  d'ailleurs  être  composés  avec  ces  derniers  nombres  comn 
sotte  de  la  relation  générale 

*■,..,: !.. -'Ik"-'-' '■'"'■' 

Dii  le  signe  S  indique  que  l'on  doit  former  l'expression  à  sommer,  p< 
<aB  des  indices  ^  =  a,  p.  . . .,  v  en  donnant  chaque  fols  à  l'indice  X  1 
indiquant  la  classe  (X'  )  invei-se  de  la  classe  (X),  puis  lairc  la  somme  d 
pressions  ainsi  formées.  Ainsi  on  a  en  particulier 

5.  Si  l'on  pose 

'...=  1  ri; '■■■■•'-■•■ 

**ù  le  signe  S  indique  qu'il  faut  tornier  l'expression  à  »omnicr,  en  rein 
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indépeadflmnieiit  l'un  de  l'Aulre  k  el  X  par  ctiacun  des  iodices  o,  i,  .  - 
et  en  donnant  chaque  fois  i  x'  cl  V  les  vaLenrs  indiquant  les  claues 
(i)  et  (À'}  des  classes  (x)  et  (>},  le  déterminant 

\P..,\        («  =  <>.', ...J--.,?  =  o,. A~0 

est  mSceisalremenl  diiïéreul  de  zéro.  Il  en  résulte,  d'aprâi  Je  tliéarème  (onda- 
mental  établi  par  Weierstrius  et   .M.  Dedek'iad  {Gotlinger  IVaehriehteii,  iBS^ 

et  .885).  r|iie  k«  A  équations 


,ft,4'"4*'=/^-'2)''.-ft-^i' 


[od  le  signe  S  indique  qu'il  fnut  former  l'expression  i  sommer  pour  chscuo  dei 

k  indices  a=  o,  i,  , . .,  k  —  t,  en  donnant  chaque  fois  k  a'  Ja  valeur  indiquée 
par  la  classe  (i')  inverse  de  la  classe  (a),  et  où  /'•',/''',  ....  /''-"  désignent 
dw  l'onstantes  arbilrairetnerL  liiécs]  admettent  t  systèmes  différenls  de  sola- 


i«'i   (:::;:;::::::) 


formé  au  muven  de  ces  suluLions  est  d 

Si  l'on  désigne  par  r  un  piiramélre  ir 

rialjles  indépendantes,  le  déterminant 


V 
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■ 

^^ 

3.  Les  relations 

v;a.zî'z;^.'-<.. 

dSDi  lesquelles  le  signe  £  a  toujours  le  mime  sen 
pourvu  qnensoit  diWrenl  deX;  lorsquu  x  =  X,  c 

s  que  prdcédftn 

e,le5 

ont  lieu 

^ 

2;''-zï'z';'=^vw   (»=" 

1,  7,  ...,  k  — 

!. 

H            oi  e">,  <<>>, 

....  bC-i)  désignent  de»  constantes. 

Les  *=  quantité»  /,]» 

vériHcnt 

H             d'ailleurs  le 

système  formé  par  les  k'  équalion: 

inéaitcs  et  bon 

ogên 

es 

1 

A       ^      ,„      r-           ,„          /  «  =  o.  1,  ■>,...,  k- 

;)• 

où  le  signe 
*-.,end 

s  indique  que  la  stiniine  porte  sur  les  /,   indices 
nnanl  dans  eliacun  des  termes  i  ^'  la  valeur  indiqu 
de  la  classe  (P).  Il  en  résulte  que  les  k  quantités 

iepa 

la  rlua!.e 

gCl.eî-l/W        (...,,,. 

..'■■->) 

sont  les  racines  de  l'équalioa  du  ^""  degré  que 
le  développement  <Iu  détermiDanL 

l'on  obtient  en 

(B.l 

nlàiéro 

Iff.,-»».,!       il.',]',','. 

:;;:::;> 

incs  sont  réelles  cl 

positives. 

4.  L'équa 

ion 

^K,,=,-ri.,- 

=  0, 

■^ 

de  degré  k 
d^omposc, 

en  r.  n'a  que  des  racines  simples,  [ 
après  qu"on  a  résolu  l'équation 

lais  son   prcm 

er  membre  se 

\SP,}—'"'^-\  =  < 

qui  est  de  degré  k  en  g,  en  autant  de  facteurs  que  cette  dernière  équation  a  de 
racines  distinctes,  de  façon  que,  â  une  racine  d'ordre  de  multiplicité  m  de 
l'équation  en  g  corresponde  un  facteur  de  degré  ni  en  r. 

5.  Jusqu'ici  les  constantes /''',/'",  ..-,/''"'>  étaient  arbitrairement  Tuoes. 
Si  l'on  prend  pour  ces  constantes  les  racines  carrées  positives  des  nombres  g'^°>, 

**">  ■--.S'""". 'es  *  quantités  y.é'".  zi," Z'o*^"  1"'  "•"'  respeclivement 

égales  aux  k  quantités  /">,  /<",  . . .,  /"-",  sont  aussi  égales  aux  k  quantités 
«'•>,  «<'i,  ...,  «<*-'>  et  les  A(t  —  i)  quantités 


■'■-  (::::■: 


^s  (a)  et  (l'J  corresponilent  des  talcurs  /_%' 

sont  conjuguées,  pourïu  que  l'on  prenne  pour  /'**,  />'' y'-' 

récU;  à  une  classe  bilatérale  correspond  donc  alors,  dans  cliacut 
tÉres  une  valeur  réelle  y'^';  i  chaque  caraclérc  imagioalrc 

C'    Z'"'-    -■■.    xZ, 


louvent  (  Webbr,  Malheaialiiche  AnnaÀcn,  l.  XX  )  un  cir»cl^re 
■e  bilatéral,  et  deux  caractères  imaginaires  conjuB<ite*  :  earae- 


T.  M,  Dedekind  a,  le  premier,  mis  en  évidence  le  rAle  capilMl  que  joue  dan* 
l'étude  d'un  groupe  quelconque  H   d'ordre  A   le  Mterminiat  de  ticgré  A  du 


dunt  les  élfuicnts  de  chaque  coloi 
A  élémenu  du  groupe  H  i 
dp  chaque  ligne  ttHnl  al< 
h  élémenls  du  «roirpe  H 


lient  en  [iiisant  parcourir  k  Q  les 
p  orrlre;  t)'  désigne,  r.omoie  ton. 


riEVUE  DBS  PUBLICATIONS. 
C(H  eo  ï'appayant  sur  ceue  relation  et  sur  relies  qui  ont  éli  £la 
li*H(  qu'il  éliblit  que  (m  racines  de  l'équation  du  *•""■  degrien  g, 

qui,  nous  le  sarons  dt'jà  (  n"  3  ),  5onl  des  nombres  tMa  et  positifs,  tonl  dei 

ncmbret  enlieri.  Il  démonlre  également  que  i\  :„  s :,^,  désiiitiunl  des 

Tanables   iDdépcadanles,    lu   fnnclion   H    n'a   que  des   diviseurs  £lto«iiUitts 
linèairet. 


y  *.r,  =,-•••..' 


dont  In  itroB  sont  lus  mleurs  V''  <'<^  ''  ']<<'  permettent  de  déleroiitici'  \ei 
caractAr»  du  groupe  envisagé,  est  uiiisi  lié  d'une  façon  bien  remarquable 
t  la  foncliuo  caractéristique 

H|:.-r,  s,,  a, =..,) 

da  déiermipaDl  de  ce  gmupe.  Ou  a,  eu  cRel,  d'après  ce  qui  |iréeédr,  d'une 
part,  poisque  •^'■'^  =  g''>,  la  relation 


ni" 


i2v,=.-''v|"n'.iv'-.. 

8.  La  tonction  caractéristique  du  déterminant  d'un  groupe  engendre  bien 
fimplement  les  nombres  A,  t.  à^  ,  ,,  h^  ,  ,  j,  ...,  'i.  ■  •  ,..,.  concernant  ce 
groupe;  M.  Probenius  montre  que  l'on  a,  en  effet,  le  développemenl  en  série 


Vl.fl.ï V  / 

où  les  sommes  sont  étendues  à  tntites  les  combinaisons  possibles  des  indici 
marqués, choisies  parmi  les  nombres  o,  i,  •,  .. .,  A  — i.  Elle  permet  donc  aus 
d'obtenir  les  caractères  du  groupe,  car,  une  (ois  les  nombres  h  connus,  on  di 
duit  de  la  relation 
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les  valeurs  des  k  quantités  (l*>  et, 
sont,  par  déllnitioa,  des  fonctions  lii 
Dans  le  cas  particulier  d'un  grcu 
sont  échangeables,  le  nombre  de  classe! 
d'éléments  du  groupe;  on  a  alors  pour  x 

le  déiermiaant  9  du  groupe  est  donc  idi 

1  "^^  ';. 


ir  suite,  celles  des  quanliljs  diint  tes  ^O 
■lires  et  homogènes  i  coefllcienls  CAnnu*. 
;  M  dont  deux  quelconques  des  ÉKmeiila 
sses  est  maniresiemeot  égal  au  aombro 


Pour  tes  groupes  cycliques,  la  fonction  linéaire  et  hamogcnc  Z  n'est  antre 
que  la  résolrante  de  Lagrange.  C'est  M,  Spottiswoade  (  Crelle,  t.  SI  )  qui  a  te 
premier  elTeclué,  dans  ce  cas  très  particulier,  la  décotu position  de  la  FunciioB  9 
pour  tous  les  groupes  à  éléments  échangeables. 

9.  Les  définitions,  les  théorèmes  et  les  formules  précédents  peuvent  être  <(«■- 
dus  sans  modilîcation  au  cas  où  l'on  remplace,  dés  le  début  des  rechercbei,  l4 
notion  de  c'oiie  par  une  notion  plus  générale  sar  laquelle  M.  Frobeniat 
appelle  l'attention. 

Convenon!i  de  dire  de  deux  éléments  A  et  A,  d'un  groupe  H  qu'ils  sont  caD> 
jugués  par  rapport  à  un  groupe  G  dont  II  cal  un  soui-groujie  invariant, 
lorsque,  S  désignant  une  substitution  de  G,  on  a 

A,=  S-'AS; 

les  éléments  A„  B,,  . . .  conjugués,  par  rapport  i  G,  des  éléments  A,  0,  . . .  da 
groupe  II  appartenant  i  une  même  classe  (a)  de  II,  forment  eai  auasi  une 
classe  (p)  de  H,  si,  pour  former  A„  R,,  ...  au  inojcn  de  A.  B,  ...  on  emploie 
la  même  substitution  S  de  G.  Si  l'on  envisage  successivement  toute»  les  substi- 
tutions S  de  G,  un  obtient  une  suite  de  classes  (i).  (p).  {y).  ...  de  H.  qoe 
M.  Frobcnius  réunit  en  une  même  c/oiie  généralUét  ((p  ))  ;  le*  diversfls  cIvsms 
{')■  (P).  (t)i  ■  ■  ■  S""'  ''i'cs  conjuguia  entre  ell«t  par  rapport  au  griiupe  C. 
En  reprenant  la  chaîne  des  déQnitions  et  raisonnements  des  numéros  préeé- 


ItEVUli  DES  PUBLICATIONS, 
ob  T,'>>  est  un  des  Tactcurs  llafaircj  du  dËtcrmiaanl  6,  que  l'on  oblii 
liint,  dans  le  déterminanl  e  du  groupe  H,  les  variables  =  dont  les 
P,  ï,  ...  sont  ceux  qui  figurent  dans  le»  classes  (i),  ( ?),  (ï),  ...  ré 
une  même  cLassc  gi^néraJïsée  ((p))' 
Il  en  rdeiille  que  l'on  a  enire  les  diTerscs  quantités  ^  ^<-  ï.  'os  rcia 


^rr^ 


i).(P).!ï).. 


o(i  r  est  le  nombre  de  cla 
raliséeKp». 

Si  l'un  désigne  par  i^  uni 
dn  groupe  II  comme  on  a  Inraià  ^  au  moyen  de  l'éléiiienl 

A,=  S-'.VS, 

où  S  est  nn  élément  détermine  du  groupe  G,  les  quan 

*T'  ♦?'.   ■■■■   *?-,' 

représentent  le  même  caractère  du  groupe  II  que  les  i: 


l'ordre  seul  des  termes  de  ces  deui  sull 
Si  l'on  fait  varier  l'élément  S  de  G,  i 

mais,  quel  qu'il  soit,  les  caractères  relal 
M.  Frobeoius  déaigae  les  diverses  suï 


:lasse  géné- 
loycn  de  l'élément  A 


irdr. 

D  général  dilTcrent 
=  changera  encore 
ipport  i  G  n'auront 

pai 

général, 
.changé. 

t-1 

,1,1X1, 


obtcanes  en  prenant  successivement  pour  S  tous  les  éléments  ilu  groupe  G, 
sons  le  nom  de  caracUra  conjugués  du  caractère 


Les  facteurs  linéaires  du  déterminant 
i  des  facteurs  linéaires  égaux  du  détei 
i  des  caractères  conjugués  entre  eux.  Si 
jugués,  il  peut  être  avantageux  dans  I 
certaines  valeurs  de  k, 


i  du  groupe  11  qui  donnent  naissance 
ninant  6,,  correspondent  précisément 
test  le  nombre  de  ce!>  caractère;  con- 
s  calculs  de  choisir,  au   moins  pour 


mail  alors, 
nombre  enti 
(uoir  n-  5), 

pou 
lei 

ir  ces  indic 
.'est  plus  r 
:arré  du» 

:cs  %,  le  n 
léccssalren 

ombre  g'*'  ■■ 

=  l'était  g^ 

qu 

:  eW/l' 

oujours  un 

De  ce  qu 
généralisées 

e  H 

du 

groupe  II 
\  les  classe 

js-groupc 
sont  des  c 
s  de  ce  gr< 

invariant  d. 
lasses  du  gi 
>upe. 

;  G,  on  ,lé 
■onpe  G;  c 

dui 

il  que 

les  classes 
naturelle- 

10.  M.  Frobeoius  donne  plusieurs  exemples  de  la  détermination  des  c 
léres  d'an  groupe.  Il  envisii;{c  en  particulier  les  gi'oupes  d'ordres  h  =  i>,  i 
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lïo;  puis  le  froupe  d'ordre  -  p(/>'—i)  étudié  par  Gie 
Annatea,  l.  XVIII)  et  formé  par  les  substitutions  linéai 


<  MalhematÎKht 


"ù  p  désigne  un  nombre  premier  impair. 

Jiihnke  (£"■)■  Sur  un  système  orthogonal  général  formé  au  mo^en 
de  fonctions  Thêta  de  deux  arguments  cl  sur  les  applications  que 
l'on  eu  peut  faire  en  Mécanique  ralionnclle.  {io'i3- loiio). 

M.  Ca^parj  a  établi  des  relations  entre  les  éléments  d'un  système  orthogo- 
nal et  1rs  fonctions  Thêta  (  Complet  rendus  et  Journat  de  MeUhématiqHe*, 
1890;  Annales  de  l'Ècote  fl-'ormale,  1893),  et  en  a  déduit  un  noaiUD  pro- 
cédé pour  résoudre  des  problèmes  de  Mécanique  rationnelle. 

Il  exprime  d'abord  d'une   façon  générale,  au  moyen  des  toncliODS  Tbèta,  les 


jeriici 


,ï,3) 


à  déterminant  -t- 1 


I  expressions  dilTè- 


Pi.  —  —  {Onda,i-\-  n,,do,,-i-  a^da,,), 
i\  --        "nrf"!!  -i~o,,rfn|.+  a,jrfo,,. 

ott  les  indices  /i,  t,  l  désignent  respectivement  snii  Im  nombres  1,  n,  3,  soit 
les  nombres  t,  3,  i.  soit  les  nombres  3,  1,  ï;  puis,  tenant  rnnipte  des  équa- 
Lions  dilTércatielles  du  problème  de  Mécanique  envisagé,  il  dètcriniae  conve- 
nablement les  fonctions  arbitraires  figurant  dans  ces  expressions  et  les  argu- 
ments arbitraire!)  dont  dépendant  les  fonctions  Tbéts. 
M.  Caspary  a  appliqué  ce  prorédé  â  la  résolution  du  problème  de  la  roUtion 


Kw.nigsberger  {L.).  —  Sur  les  ^jrmcîpes  df  la  Mt'canitjiie.  Si- 
cond  article,  (i  173-1  i8a). 


e  la  roKIioD  doDDce  II  soil  de  la  forint 

Il  =u[x\  -t-J-î.  î,,    ...,  T\-lry\,  I„,  «'l'-f-J-'l'i  î 

-Hl[/,  R,.  n'i,...,  R',"',  R„  Ri,  ...,R'," 

'»  cl  a  désigitcDt  des  fonctions  quelconques  données  des  quantitcs  écrite» 
e  frochcls,  et  où  R,,  R,,  ...  rcpri>icntent  des  foncLions  de 


undia  que  R',^',  R't*\  . . .  désignenl  les  dérivée»  d'ordre  h  de  ces  fonctions  pir 
rapport  A  (.  Supposons  aussi  que  les  forces  exiérieum  et  Ict  équilions  de 
liaison  vérifient  les  relations 


Sons  ces  hypotliëses,  les  équations  analogues  â  celles  de  Lagrange  (et  qui 
l'j  réduisent  quand  l'ensemble  de  points  envisagés  est  un  ensemble  de  points 
malirieU  et  que  H  =  —  T—  U,  où  T  désigne  la  force  vive  et  U  la  fonction  des 
forces  intérieures  appliquées  aux  points  de  ce)  ensemble  de  points  matériels) 
admettent  comme  intégrale  l'équation  dilTérentïelle  d'ordre  3v~i, 


Si  u  est 
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et  si  les  relations  de  cunditioii  que 
celles  qui   s'en  diiiluisent  par  des  pirniutal 
logues  i   celles  de  Lagrange  admettent, 
iniégralcs  qui  s'en  déduisent  par  des  permu 
Quand  H  est  égal  à  -T-  U,  ces  Ihéorêi 

Si  les  fonclions/,1,  ç,,,  <|ift  sont  pour  (  =  i,  a,  ...,  m  et  k~i,  i.  ,. .,  n,  le* 
dérivées  partielles  par  rapport  à  x^,  ^i,  s^  d'une  méinc  fonction  F,  de  (  etdci 
différencet  des  coordonnées  de  même  nom  x,  —  *,,  y,  —  j-j,  s,  —  i,,  x,  —  x,, 

y,  —Xi,  -1  — -j x,_,  — x„,  y^,  —  y„,  x,^,—s„  de  sorte  que  l'on  puisse 

poser,  en  désignant  par^,  9,  r  des  quantités  infiniment  petites  arbitraires 

Sy,  =  Sy, 

Iz,  =  El, 

on  peut  mettre  les   équations  dilTérenticlles  di 
points  envisagé  sons  la  forme 


Z-  dj^,        d'i  Z^  àx'^'*''--^^     ''   dr  Zi_0x'^<  ^^. 

V  —  —  —  V  — 
Zd  ây^      dt  2^  àyl  "* 

y  dH        rf    ^  dH 
2d  ds.        de  Z^  ô:\   "* 


'   df  Zà  Ot<*i       ^ 


is  ai  la  fonction  donnée  H  1 


>t  de  la  forme 


.  n,,ii',,  ....  ny,  r„  n;.  .,.,  Rivi,  ...j, 


I 
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qni  pcuTcnl  eirc  cnvi^gées  comme  les  équations  analogues  à  cclle5  qni  eipri- 
ment  le  théorème  de  la  conservation  du  centre  de  masses  dans  le  eaa  ufi  l'en- 
«cmblc  de  points  envisagés  est  un  ensemble  de  |>uiiit»  matérieh.   Si  l'un  Tail, 


théorème  de  ta  consenatioD  du  centre  de  masses  d'un  ensemble  de  points  ma- 
léHcIs, 
M.  Kceuig^berger  démontre  enlln  i|ue  si  il  est  nne  fonclinn  algébrique  de  l, 

loguei  aux  équations  canoniques  du  mouvement  d'un  ensemble  de  points  ma- 
tériels admettent  une  intégrale  algébrique,  cette  dernière  ne  peut  Être  que,  on 
bien  une  foni^tioD  rationnelle  de  II,  de  l,  des  coordonnées  x,,  ...,=,  cl  deleun 
dérivées  d'ordres  i,  i,  ...,  11  —1.  prises  par  rapport  â  (,  ou  bien  l'une  des 
racines  d'une  équation  algébrique  ayant  pour  coefficients  de  telles  fonctions 
ntionnelles  de  H,  /,  x„  ...,  i'^^~'',  intégrales  des  équations  générales  envi- 
sagées analogues  aux  équations  canoniques  du  mouvement  d'un  ensemble  de 
pointa  matériels. 

JCohlrausck  (/''■)•  —  Sur  les  déplacements  éleclrolyliques  dans 
des  dissolulions  et  des  mélanges  de  dissolutions.  (i^33-i24i)- 

-^ickars  {F-)  et  Krigar-Menzel  {O.).  —  Sur  la  détermination 
de  la  constante  de  l'atlraclion  universelle  et  sur  celle  de  la 
densité  moyenne  de  la  Terre,  (i3o5-i3i8). 

Ce  Mémoire  contient  le  résultat  final  déduit  des  pesées  cITecluécs  Ak  18M4  A 
1896,  i  Spandau,  et  fait  suite  A  la  Communication  sur  le  même  sujet  qui  a  été 
analysée  dans  le  Bulletin  (1837,  p.  i^g). 

Une  première  suite  d'eipéiienccs  avait  permis  de  délLTininer  e\périmentale- 
ment  la  dilTérence  des  valeurs  de  g  dans  les  plateaux  inférieurs  et  supérieurs 
de  la  balance  dont  on  a  parlé.  Pour  déterminer  la  constante  de  1' 
Bull,  des  Science!  niathém-,  ]■  série,  t.  XXIII.  (Février  iH^.) 


34 


SECONDE  PABTIE, 


universelle,  dans  le  système  s 
ratement  par  la  leUre  f,  oo  s' 
et  inrérieur^  de  la  balaace  ' 
de  9°°  environ,  pesant  doc 


■lair. 


s,  oonstantc  qael'on  désigne gén^ 
si  arrangé  defaçim  qu'cnire  Irs  platraui  supérieurs 
c  trouve  une  miaf  rubi<[up  homogène  de  plomh 
:  plus  de  looooo'';  cette  masse  énorme  remplit 
presque  tout  l'intervalle  entre  tes  plateaux  et  est  liavcrsée,  en  son  milieu  envi- 
ron, par  les  deui  tiges  verticales  qui  relient  les  plateaux  supérieurs  aux  pla- 
teaux inrérieurs.  La  présence  de  la  nasse  de  plomb  a  puur  elTet  d'augnicoterla 
valeur  de  g  dans  les  plateaux  supérieurs  et  de  diminuer  d'autant  la  v^cor 
de  g  dans  les  plateaux  inférieurs. 

Si  l'on  effeclue  maintenant  à  nouveau  les  pesées  déjà  faites  avant  la  prisenee 
de  la  masse  de  plomb  {Bulletin,  1697,  p.  i5oj.  ou  obtient,  au  lieu  de  la  diffé- 
rence de  Ja  valeur  de  ^  dans  les  plateaux  inférieurs  et  supérieurs,  cette  diffé- 
rence diminuée  du  double  de  l'attraction  du  plomb  rapportée  i  l'unité  de 
masse.  Puisque  la  première  suite  d'expériences,  effectuée  sans  la  masM  de 
plomb,  a  permis  de  dcierminer  la  différence  de  la  valeur  ie  g  daas  le*  plateias 
n  peut  donc  déduire  des  résultats  obtenus  «péri- 


ls la  ' 


de  plomb.  1 


t  les  din 


;   de   I 


et  la  densité  de  la 
diffén 


.e  de  pli 


a  pous 


sse  de  plomb  A  une 
f,  puisque   I'od  con- 

b  homogène. 

'  dans  tes  plateaux  snpé- 

en  partie  compensée  eo  mcLunl 
ipés  par  les  sphères  pleines  mt- 
peu  prés  égales),  a  été  eCtecluée 


rieurs  rt   inférieurs  de  la   balani 
des  sphères  creuses  dans  les  plateaux  noi 
vanl  aux  pesées  (ces  sphères  ont  des  air 
avec  soin  et  il  en  a  été  tenu  compte  dans 

Il  a  été  également  tenu  compte  de  la  différence  8,-8,  de  la  tempéralnre  de 
l'air  dans  les  plateaux  supérieurs  et  inférieurs.  Cette  différence  toujours  poti- 
tive  en  été,  a  atteint  jusqu'à  ±o',-}\  il  en  résultait  un  courant  d'air  Tcrlical 
sensible  quand  ou  transportait  les  sphères  d'un  plateau  A  l'autre. 

Enfin,  on  a  naturelleinenl  tenu  compte  des  différences  de  tcmpératare  M 
prudulsïiil  nu  même  endroit  dans  les  diverses  séries  d'observations. 

Il  convient  de  signaler  comme  cause  possible  d'erreur  dans  l'application  de 
cette  méthode  les  défauts,  toujours  possibles,  de  construction  dans  le  méca- 
nisme permettant  de  changer  la  sphère  de  place. 


PUBLICATIONS 


st  m  d6si6Qent  respcitivempnt  le  rayon  [lolaire  de  la  Terre,  l'apluti»- 
G  la  Teïre  et  le  rapport  lie  l'inlensilù  do  la  force  cpnirifugc  équato- 
nleasUf  de  ta  pesaaicur  â  ['équatcar,  on  a  une  tgalité  qui,  derant 
L  quel  qttir  soit  7,  entraîne  la  relation 


N 


dan»  laquelle  tout  est  connu,  sau 
En  prenant  pour  R^,  a  et  m   le 
Traité  de  Céodeiie,  dt^jii  cité, 


=  (J356o8cM)o. 
=  o,ao334i(l, 


;s)' 


Le»  meilkurfs  mesures  eflecluécs  jusqu'ici  avaient  donac  pour  i  des  valeurs 
comprises  entre  5,'|6  et  5,5y.  MM.  Hicharz  ei  Krigar-Meniel  rangent  parmi  ces 
mesures  celles  de  MM,  WiUing,  Pnjatiag  et  Boys.  Les  mesures  cKcclutes  par 
HM.  Cornu  et  Baille  (0  =  5,50  et  S^5,5u)  et  celles  elTec tuées  par  M.  von  Jollif 
(;  =  5.6gi)  semblent  i  MM.  iticlian  et  Krigar-Meniel  éirc  cutacbécs  île  nom- 
breuses causes  d'erreur. 

J^robemui  (G.)  —  Sur  Jl-s  fadeurs  iiTt-iJuclIlj!t;i  du  détermi liant 
d'ua  groupe  quelcooqtie  donne.  (i343-i38a). 

Dans  le  Mémoire  de  M.  Frobenius,  analysé  un  peu  plus  liaui,  sur  les  carac- 
tiret  d'an  groupe  quelconque  donné  H  d'ordre  k,  on  a  délini  le  détcrmi- 
oant  e 


de  ce  groupe;  sio,,a„  ...,0^  désignent  Icsélémenls  du 

groupe  envisagé,  6  est 

tonné  au  moyen  des  variables  Sn„  s» ,  Za^;  comme 

!  on  avait  égalé  entre 

elles  celles  des  «arialiles  z,,,.  z„ z.,^  dont  l'indice 

correspond  aux   élé- 

mcDts  d'une  même  classe  de  9Ul>sLitutions  du  groupe  env 

isagé,  la  fonction  6  ne 

dépendait  que  des  A'  variables  z^,  s,,  . . .,  .:,_,  correspon 

danl  aux  k  classes  de 

iabstilutioDS  de  ce  groupe. 

Dans  le  Mémoire  actuel,  M.  Frobenius  commence  par  < 

ïiivi^agcr  ;,,,;,,  .  ..., 

.idiC^mme  des  variables  indépendantes  et 

B  =  1  ;,.y.,  1 

comme  une  fonction  de  oes  varial.lc'.  Il  démooue  d'.lK 

ird  qnc  le  nombre  dos 
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facteurs  irréductibles  inégaui  de  6  est  égal  au  nombre  t  de  classes  du  groape 
envisagé.  Si  it,  désigne  l'un  de  ces  facteurs  irréducLibles,  tooctîon  homoiCnc 
entière  de  i,i,,  j»,,  ....  s^k.  on  a  donc 

où  e^,  e,,  . .  .|  e,  désignent  des  nombres  enlicr».  Si  /,  c^i  le  degré  de  la  foniv 
tion  0,  entière  homogène  en  Sa„  Za,,  ...,  £.;,,,  il  est  remarquable  que  e,  =/,- 
La  démonstration  de  cette  proposition  fondamentale  est  difficile;  avantde  l'éta- 
blir dans  toute  sa  généralité,  M.  Frobcnius  l'établit  successivement  ponr 
/=  I,  1,  3.  Chacune  des  fonctions  4>,  peut  d'ailleurs  être  transformée,  par  ane 
substitution  linéaire  convenablement  choisie,  en  une  fonction  de  fi  variables 
et  De  peut  l'être  en  une  fonction  d'un  nombre  moindre  de  variables;  si  l'on 

transforme  ainsi  les  divers  facteurs  inégaui  •!>,,  *,,  ....  *,  de  8,  Icsft  =  y/l 

nouvelles   variables  dont  dépendent  les  fonctions  transformées   sont  indépen> 
dantes  les  unes  des  autres. 
Si  l'on  égale  maintenant, 
dont  les  indices  désignent  l< 
lions  *^  se  réduit  A  la  /,)''"*  puissance  d'une  fonction  linéaire^,  des  A  variable* 
indépendantes  s„,  s,.   ....  :,_„  et  les  k  fonctions  linéaires  i„  %„  .-.,  (^  lont 
linfaircmcni  iniifpi'nrtanlfi  li-s  iinrs  dîs  auVrcs,  Si  |,  Mt  de  la  fnTme 


"j-;^ '■'►"' 


représentent  on  des  raracléres  du  groupe  envisagé.  Les  coefricientade  la  foBC> 
lion  >!■,  s'esprimcni  donc  Bu  moyen  du  v""  caractère  de  ce  groupe. 
On  peut  ramener  l'étude  du  déterminant  d'un  groupe  donné,  dans  tei|uel  on 
celle  du 


La  iiédaction.  —  Le  nouveau  prograr 
Polytechnique.  (4o-45). 


I)«lltfxiu 


LAmeray  {E.-M.).    —    Sur    les    racines    de    l'Oqualion   , 
(54-61). 


L'élude  de» 


1    fail   roiijpt   d'unr.'    Sole    préciidïn 


lihévilie   {II.    de).   —  Sur  une  représentation  géomélrique  du 
cléveloppemcnt  en  fraction  continue  ordinaire,  ((ii-62). 


(')  Voir  fliiKetin,   Wil,.  p.  'i>i  ;  \1\,,  p,  117;  \\,.  p.  !,-  el  î 
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Remarque  au  sujet  d'une  Commiinii-aiinii  an.-ilDgiir  île  M.  Kl«iâ,  piru  n 

Volume  de  i8g6  (p.  317). 

Antomari{X.).  —  Sur  les  conditions  iitii  csprîmcnt  qu'une  équa- 
tioD  algébrique  de  degré  m  n\\  que  p  raeioes  distinctes  {[>  <im). 
(63-75). 

Apres  avoir  traité  la  question  f;i^n<irale  et  indiqui!  le  moypii  de  lever  ladiffi- 
culli;  qu'elle  présente,  l'auteur  appliqua  son  analyse  k  lu  fechcr«he  de»  condi- 
tions que  doivent  remplir  les  oui:rikienl9  de  l'tquatinn  du  quatrième  dcgr< 
pour  que  cette  équation  n'ait  que  deux  racines  distioeies,  etc. 

Stucke({P.)  (Traduction  L.  Lnngcl).  —  I.e  llu'orèmc  d'addition 
de  la  fonction  p{u).  (75-7G). 
Démonstration  simple,  extraite  des  Malliemalische  Annalen,  XLVII,  p.  6a4; 


Mangeot  (S.).  —  Sur  l'application  de  deux  covariants  à  la  con- 
struction de  quelques  espt'ces  de  courbes,  ('jf^-'j^). 

i'.ei  covariants  ri<urni«sent  un  moj'en  de  reconuahre  si  In  courlie  donnée,  ilu 
troisième  ou  du  ijuatriènic  ordre,  est  une  cissolde,    une  slropholde  drultc,  ou 


Farjon  [F.).  —  Tliéorèmcs  de  Pascal  et  de  Biianclion  (78-7y). 


Dém. 


de  ces  théorèmes  déduite  de  la  conliguraiîun  de  »ix  g^ni'j-it' 
d'une  qiiiilrique  ({auclje  allrmaliteiiient  du  (iremier  t\  du 


(lauxièaie  ayst< 
ConBEspQNnA>CR.  —  M,  M.  (Paris).  (Extrait  d'une  Lettre). 

n  H%  1 


IIRVUK   l)IÎS  PUBLICATIONS. 
SurLe  à  l'eiposÉ  paru  au  pri^ciMEnl  Volume  (iSg*!,  p.  S^h)  : 
Gniupcs  de  substitutions.  —  Gmupe  orlhflgunal.  —  Groupv  symiîlrique.  — 
Groupe  cjciique.  —  Groupe  des  puisaanees  d'unt  substilution,  —  Groupe  des 
ïobstiluiioDs  a  coFflickoU  enlicrs.  —  Essiii  de  généra  M  s»  lion.  —  Sur  les  pro- 
gressions des  dirers  urdrei. 

liioche  (C).  —  Sur  les  surfaces  qui   nnl  pour  généralrices  les 
curdes  d'une  cubique  gauche.  (168-169). 

Remarques  diverses*  et  ctiihlisscment  de  l'dqualion  ^éaéralc  des  surfaces 
réglées  dont  les  génératrices  sont  les  cordes  d'une  cubique  gauche. 

Sondât.  —  Théorèmes  sur  les  équations  algébriques  (169-171). 
Propriété  de  l'équation  de  degré  pair,  â  cnemcients  binomiaux,  qui  ti  -  -i-i 
racines  égales. 

Boulanger  {A.).  —  Sur  le  biais  passé  gauche.  (17  1-176), 

Déiermioation  du  volume  limité  par  le  biais,  par  les  murs  de  tilc  et  par  le 
plan  des  naissances.  —  Déterminatiaa  graphique  de  l'indicBCrice  en  un  point  P 
de  la  surface  du  biais. 

Deuxième  Concours  des  NouvcUes  Annah-s  pour  1897.  (197- 
aoo). 


Scktvars  (H.-A.)  (Traduction  L.  Laugel)-  —  Sur  certains  pro- 
blèmes de  représentation  conforme.  (aoo-aSi). 

Ce  Travail,  déjà  ancien,  remonte â  iKiSg.  C'est  l'ciiraitd'une  Commuoicalton 
i  M.  Richetot,  de  Kœnigsberg,  parue  au  Journal  de  Crelle,  t.  7(1  (io5-iao), 
février  iSSg. 

!s  se  trouve  celui  de  la  représenta  Lion  conforme 


Sarliaux  {F.).  —  Composition  mathémaliquc  pour  l'admission  à 
l'École  Polytechnique  en  i863.  (a32-235). 

Exposé  d'une  solution  ciclusivcmeni  i^éométcique  de  celle  question  dont  ta 
solution  analytique  a  été  publiée  dans  ce  journal  en  i»(.'^  (p.  2GS). 

O>Biiesp0NDAHcE.  —  Extrails  de  Icllrcs.  (aSj-aSS). 

Saint-Germain  (.A.  de).  —  Construction  (jrapliiquc  de  \/r,  d'après  M.  11.  Cuil- 
lot  :  l'bypolénuse  d'un  triangle  rectangle  liant  3,  et  l'un  des  eûtes  une  fois  et 
demie  le  cAté  du  décagone  régulier  inscrit  dans  le  cercle  de  rayon  t,  l'autre 


<|ucïU<)ii  1713. 
l'arUcle  de  M.  Fitjon, 
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Ocagne  {M.  d').  —  Remarque  au  aujei  de  la  solution 
Lemoine  (E,),  —  Remarque  au  sujet  de  la  solulion  de 

Schur  (f-)-  —   Hemarquc  bibliographique  au  jujcl  ( 
inséré  p.  78. 

Saltykolv  (A'.).    —    Sur  les    intégrales    coininiincs    à    plusieurs 
problèmes  sur  l'équilibre  d'un  fil  flexible  el  inextensible.  (^45- 


Dén» 


1   théorie 


dans  lesquels  le  problèn 
Maniilieim  (A.).  —  Sur  la  dcvi 

'  \   propos  d'un  : 


e  sujet  (iSml,  370  . 


53i). 


ioD  dans  l'ellipse.  (aj^aSa). 
ic[e  déjà  ancien  de  M.  d'Ocagne  tar  le 


Ocagne  [M.  d').  —  Sur  les  coniques  qui  ont,  avec  une  courbe 
donnée  en  un  de  ses  points,  un  contact  d'ordre  supérieur  (à 
propos  de  la  question  1737).  (aSa-aGa). 
sont  des  paraboli 


liypocyclolde  A  trois 
est  du  secoDil  ordre 


l'enTeloppe  de  leurs  axes  est  une 
tact  de  la  parabole  el  de  la  coarbe 


n  lorsque  te  c 


supposf  du  troisième 


Gino-Loria.  —  Identité  de  la  strophoïde  avec  la  focale  à  nœud. 
Son  application  à  l'Optique  géométrique.  (262-265). 


Note  historique  sur  la  stropliotde  oblique 
d'abord  par  Tnrrîcclli.  fluitii't'  ensuite  par  Gu 
lis:  puis  rplmuïiie  par  Ouelclel  en   it^ig  et  él 


focale  de  Quelclet,  signalée 
Grandi  et  par  Grégoire  Caïa- 
:e  A  Douveau  par  Uamtclin  cl 
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Application  i  df  ux  |iaral>oles  hixnollit'Iïque;  et  k  deux  liyperholcs  1  y 

liquM. 

Jaggi  {E.).  —  Sur  une  formule  de  la  lliéorle  générale  des  fonc- 
tions de  plusieurs  variables  el  de  l'inlégration  des  dilTrrcnliclles 
totales.  (a9^-3o6). 

Eilraii  d'un  Mûmoire  sur  la  tliéuric  g6n<!riilG  d»  Tonclions  pri^Mntf  par 
l'autenr  A  l'Académie  de;  Sciences,  en  189]. 

La  Tormule  proposée  e«t  destinée  â  pi-cndre,  daeia  la  théorie  des  foDClioni  de 
plusieurs  variables,  la  place  que  prend  la  formule 


'"-r 


dans  la  théorie  des  fcjii liions  d'une  seule  voriabic. 

Lémeray  {E.-M.).  —  Sur  la  convergence  des  substitutions  uni- 
Torines.  (3oG-3i9). 

Sî/dësîgne  une  fonclron  holoiuorplie  on  métomorplip,  ta  «ubslilutîon  xfl 
répétée  indéGnimenl  fournit  une  suite  de  fonctions /x, /'x,  ...  qui,  pour  une 
valeur  donnée  de  x,  preuaent  des  valeurs  pouvant  présenter  trois  cas  : 


L'auteur  se  propose  d'étudier  le  cas  où  modf  -/— )«  =  ■,  a  étant  un  point 
racine  de  l'équation  du  n*  3. 

Saint-Germain  {A.  de).  —  Note  sur  les  di' placements  d'une 
figure  invariable.  (Sig-Saa). 

Indication  d'une  métliode  simple  et  uniforme  pour  démontrer  le  théorème 
fondamental  sur  les  déplacements  finis  d'une  ligure  dans  un  plan  (rotation], 
ou  d'un  solide  dans  l'cspatc  (mouvement  liélicoïdal  ), 

Klein  (F.)  (Traduction  L.  Laugel).   —  Sur  la  stabilité  d'une 
toupie  qui  dort  (sleepiiig).  (.îaS-SaS). 

Eiamcn  d'une  difficulté  qui  se  présente  dans  la  discussion  approfondie  delà 
stabilité  d'une  toupie  cmiméc  d'un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe 

ConcouBS  DE   1897.   —   Ecole   Polj^techniquc  (Sag-SSo);   École 
Normale  supérieure  (33u-33i);  Concours  généra!  (332-33ii}; 


SECONDE  t'ARTlE. 


Agrégalîon  des  Sciences  mathéoialiques  (43i-435);  Bourses d« 
Licence  (435-436);  École  centrale  des  Ans  et  Manufactures 
(5,5-5,6). 


Pages  {A.).  —  Premier  concours  des  A'ohi 
189,. (34,-365). 


Iles  Annales  pour 
fondions 


Baviil  (/■■)■  —  Extension  du  théorème  de  Cauchj 
d'une  variable  complexe  de  la  forme  pe'""".  (365-367), 


Afaillard.  —  Représcnlation  géométrique  de  la  fonction  arc  tangs. 

(368-369). 


Iiourlel{C.).  - 


réfcriinC  cn^i 

à  clicrelicr  d' 


n  délcrmtnanl  remarquable.  (369-373). 

équation  (lifTiJrcnliclle  linéaire  homogèii?,  d'ordre  m,  od  prend 
rillimiquc  de  la  ronolion  coiriiiiR  nouvelle  inconnue,  on  obtient 
équation  dirTi-rcntielic  d'ordre  (m  — 1),  mais  qui  D'est  plus 
ur  a  pu  mettre  celte  équation  sous  forme  de  déterminant.  Se 
?  à  un  résultai  an.-itogue  obtenu  par  M.  Lai;ant,  il  a  été  amené 
11^  façon  générale  tous  les  délcrminanls  leU  que  leur  développe- 
1  facteur  constant  prés,  indépendant  des  coefricients  a,,  a„  ..., 
upoljnome 


['équilibre    indifférent    d'une    chaîne 


UEVUE   DES  PUBLICATIONS. 
Monnkeim  {A.).  —  Sur  le  tracé  de  l'anse  tic  psnîcr.  ( 
Eiposil  de  divcne»  prapridlii  utiles  lu  trac^  de  l'anic  de  pi 

Mangeot  {S-).  —  Des  condilions  nécessaires  et  stiffist 
qu'une  surface  d'ordre  queIcon(|ite  soit  de  rcvolulion. 

L'auteur  »  déji  réaulu  ce  pr»ti]«in«  liaat  le  numéro  de  mai  181)7  îles  Annatet 
de  l'Ècote  Normale  lupérieure:  il  en  eupose  ici  une  nouvelle  ariluiiun. 

Autonne  (/..).  —  Sur  les  symboles  -  â  plusieurs  varia, 

|iendiinles.  (4ao-4'^*i)- 

Gtiniiriiliwlion  basée  sur  les  rncliercli  .V 

ï  plusiciira  vgriablei.  Applicaiioai  A  qiiu<[ue«  eii...^-. 

Bourtel  (C).  —  Sur  l'équilibre  de  la  vis.  (436-^19). 

Expost  d'une  dtmoDSI ration  aCTrancliif  de  certaine»  restriction»  înlroduites 
dans  la  d  <:  m  i>  astral  ion  babituvllc  des  conditions  d'équilibre  de  la  vis. 

Vicaire  (A.).  —  Dcmoiistration  géomélrîque  d'une  propriété  de 
ta  cyctoïde.  {43o-43i). 

11  s'sgit  lie  celle  propusilion  :  la  cuurbe  telle  que  Ij  distance  de  chncuti  de 
■es  points  lu  centre  de  courbure  correspondant  de  la  développée  soit  constante 
est  une  cjcloide. 

J^ontené  {G.).  —  Sur  ta  correspondance  biforme;  extension  des 
polygones  de  Poncelel.  (437-463). 
Parmi  plusieurs  résultats  importants  démontrés  dans  ce  Travail,  nous  men- 
Deui  correspondances  bifurmcs  ijuiélriqucs 


V 

{^, 

J-)  =  ". 

,         !■"( 

>. 

z)  = 

dunneat  entre  x 
dances  b  if  ormes 

Clîl 

F- 

(X. 

rcspond; 

anccqu 
1'" 

{X. 

dcc 

Z): 

lorsqu'elles  ont 
obtenues  admet 

z; 

mém 
mùni 
Égal 

les 

valeurs 
valeurs 

cm  sjui. 

criliqu 
[■iriquei 

les. 

Cha 

d'uft 

Ziunwnt.  —  Note  sur  la  svniclrie  dans  les  surfaces  algébriques, 

(403-4-^). 


SECONDE  PAUTfE. 


L'bdUdt  donne  su  mot  axe  de  tymétrie  un  sens  plus  g^ninl  j| 
qu'on  lui  attribue  ordinairement,  et  il  ajoute  qu'une  droite  sera  d» 
symétrie  binaire,  ternaire,  quaternaire,  quiiuUreiténaired'aat»UTl^ 
que  la  surface  pourra  coïncider  avec  elle-mtme,  après  une  rotfltioaw 
110",  de  i|0°,  de  71°,  de  So°.  Un  axe  de  ■jmïtrie  quaternaire  on  lH 
évidemment  en  méiiie  temps  axe  binaire.  j 

Application  au\  surfaces  du  troisième  ordre  et  aux  surrace*  da  à 
ordre.  ^ 


Caronnet  (T.).  -Surk- joint 
Coalribution  â  la  Ibèoric  de  ce  mé< 


î  Cardan.  (472-474)- 


Ocagne  {Af.  d').  —  Sur  le  déplacemenl  d'uD  triangle  V 
semblable  à  un  triangle  donné.  (474-476)- 


-atinn  nouvelle  du  théar£mc  s 
tels  a  et  A  du  triangle  abc.  si 
:s  parallèles  aa'  et  bb',  l'ordre 
a  classe  de  la  coarlie  envelop 


■vaDt,  déjà  obtenu  par  M.  0 
nblable  i  un  triangle  liie,  d 
de  la  courbe  décrite  par  le  ■ 


Richard.  —  Solution  de  ta  qt 
de  Matiiémaliques  spéeiale 

Étude  du  di^ph 
arêtes  rcctangi 


■stion  proposée  au  CoDCOursj 
en  ,89,.  (4-6-48a). 

ain  tétraèdre  trircctaogle  cl  doat 
curs  égales. 


Premier  Concours  des  Nouvelles  Annales  pour  18 


Étude  résnméc  des  diverses  théories  successivement  proposées  pour 
lité  de  l'équilibre  des  corps  Hottanls.  Bibliographie  du  sujet. 


KEVUE   DES  PUBLICATIONS. 

A  recheichcr  les  formes  degenéi-éei,  c'est-A-dirc  les  (ormes  âe  < 

éïBnoailMnl,  purs  de  celles-ci  i  remanier  aux  SoTmei  généralti, 

aux  formes  de  détermiaanl  dod  évuDouissant.  Ce  principe  se  m 

grande  féconililé;  non  seuIcmenL  il  coadaîL  au  but  très  aUémenl, 

ici  trnitâ  des  forioes  binaires  ï  coeriîcieoLs  rfcis,  mais  î!  est  cacor 

ausïi  aux  formes   i   nombre  quelconque  d'indÉlermïnéea,  que  les  u.^ 

loicnt  supposés  râels  ou  complexes. 

Blondloi{/t.).  —  Nouvelle démoaslrtilion  du  iln'or.'ine  de  Sli>kes. 

(5oi-5o4). 

On  ■  donné  le  nom  de  Iheoréme  de  Slokei  i  la  proposition  qui  In 

lr»nsformation  d'une  intégrale  prise  le  long  d'un  lui. 
^rate  prise  sur  une  surface  limitiic  i  ce  contour.  M,  -- 
remarquer  avec  raison  que  celte  proposition  était  i 
moins  dons  de»  cas  particuliers. 

L'Bulcur  propose  une  démonstration  particulièrement  simple  c  ..u  .  on  vnii 
l'intégrale  superficielle  naître,  pour  ainsi  dire,  de  l'intégrale  curviligne. 

CoKCOURs  HE  1895.   —  Agrégalion  des  Sciences  malhéninliqiies. 

(520-524). 

Un  Correspondant.  —  Coocours  d'Agrégation  de  1895.  Soliiliun 
de  In  questioD  de  MaLhémaliiiues  spéciales.  (5a4'^^o)- 

Cahen  (£"■).  —  Théorie  des  régions.  (SSS-ôSg). 

Lémeray  {E.-3f.).  —  Racines  de  quelques  équations  transcen- 
dantes. Intégration  d'une  équation  aux  différences  mêlées. 
(540-546). 

Les  équations  Iraiiéca  sont  des  types  ^^0^=  4,  (^ -i-K)"a'"i=  l/.  . ,.,  et 
l'équation  aux  différences  mêlées  est  .t''""*^''' — oy'^'P  —  0,  où  a  et  1  sont  deux 
constantes,  y_;  élanl  lu  valeur  de  la  fonction  quand  la  variable  a  pour  valeur 


-Mricard  (/?■).  —  Sur  le  caracti're  quadratique  du  nombre  3  par 
rapport  à  un  nombre  premier  quelconque.  (546-549). 


1>[CEKCE    F.s  SciE.\cEs  MATHÉMATIQUES.  —  Le  Journal  a  contînui 
l'annonce,  inaugurée  en  iS~G,  des  questions  d'AnaIjac,  de  Me- 


*i  SECONDE  PAUTIE. 

caniqiic  et  d'Astronomie  proposiics  aux  examens  de  Lîcenci! 
es  Sciences  mathématiques  à  Paris  et  dans  la  plupart  des  Uni- 
versités françaises.  Voir  p.  i8-3i,  80-90,  IB9-143,  176-184» 
268-289,  379-381,  5o5-52o  et  55o-,i74. 


S01.IJTIOHS    DE   QueSTIONS- 

Atidibert.  —  Ellipse  Heu  du  centre  de  courbure  de  l'éptcjcloïdc 
roulant  sur  une  droite. 

Lieu  géométrique  déduit  d'une  série  d'hyperboles  équihléres  liomathéliqaci. 
Enveloppe  des  aïes  ries  parabntes  ajranl  un  contact  du  second  ordre  av« 
une  courbe  plane  donnée,  en  un  même  point  de  cette  courbe. 


Brocard  (^11.).  — Note  bibliographiqi 
été  proposée  et  résolue  sous  le  n"  \ 


Canon.  - 


Dro:-Farny  (yt-) 
nodale. 


cette  question  qui  a 
Note  sur  deux  propositions  de  Géométrie  cinéma- 
Généraiion  d'une  certaine  quartique  tri- 


IDlogiqut 


Propriété  d'un  triangle  et  d'un  n 

Propriété   des   rajons   de  courbu 

issues  d'un  poinl  non   gitué  sur  la  i 


Langle 


■i  i  l'ellipse 

oie  au\  pieds  dea  normales 
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par  les  points  de  conlactdu  cercle  inscrit  et  des  cercles  cxinscrils 
se  coupent  au  centre  du  cercle  circonscrit. 

Gilbert  (Tî.).  —  Propriété  de  triangles  hoinologiques  et  de  co- 
niques associées. 

Leinekugel  (G.).  —  Degré  d'une  certaine  courbe  en  relation 
donnée  avec  deux  faisceaux  d'ordres  m  et  n. 

Lemoine  {E.).  —  Remarque  sur  la  définition  des  cercles  de  Neu- 
berg. 

Lez  (ff-).  —  Relation  dans  le  triangle. 

Rayon  du  cercle  passant  par  trois  points  dont  les  coordonnées  trilincaircM 
sont  (—a,  b,  c)(a,  —  b,  c)(a,  b,  —  c). 

Mannheini  {A.),  —  Construction  d'une  certaine  quartique  lieu 
des  milieux  des  cordes  d'un  cercle  ayant  une  projection  donnée 
sur  un  diamètre  fixe. 

Circonférence  lieu  des   pôles  des  spirales  logarithmiques  osculatriccs  aux 
diverses  sections  ayant  même  tangente  en  un  point  d'une  surface. 

Ocagnc  {M,  tV).  —  Note  sur  la  solution  donnée  p.  187. 

Sur  li*s  coni(|ucs  qui  ont  avec  une  courbe  donnée  en   un  de  ses  points  un 
contact  d'ordre  supérieur. 

liédaction  {Lo)-  —  Note  sur  deux  questions  résolues  au  Journal 
de  Maihrmatirjurs  élt'men (aires  en  i88^. 

lietali  {J\),  —  Identité  algébrique  résultant  d'un  certain  dt'tcr- 
niinant. 

Tropriélé  du  ocntro  de  courbure  d'une  conique. 
TaratU'  {E-)-  —  Propriété  dos  racines  de  ré(|uation  binôme. 

TluWenet  {A  .).  —  Il  vperboloïde  à  deux  nappes,  lieu  géométri(|ue 
(lu  point  commun  à  certaines  spliùres. 

Tzitzvica  {(m.).  —   Limites  d'une  coitaine    fraction    al^éb^i(|(l(^ 


,8  SECONDE  PARTIE, 

Questions  lie  divisibiliii}. 

Une  trentaine  de  solutions  publiées,  3a  ([ue»lions  nouvelles  proposées,  et 
cnGn  une  liste  des  questions  non  résolues  «u  Si  décembre  1^7,  donnent  la 
preuve  que  la  Itédaelîon  des  Nouvelles  Annalti  tïenL  absolument  i  liquider 
l'arriéré  et  à  rétablir  dans  son   intégrité  le  régime  habituel  des  questions  et 

La  liste  précitée  comprend  i5i  numéros,  mais  il  est  bien  certain  que  c'est  là 
un  maximum  et  qu'en  réalité  le  stock  de  questions  non  résolurs  est  inférieur 
de  10  à  [5  unités  pour  le  moins.  C'est  ce  qut  j'ai  reconnu  immédiatement  par 
la  comparaison  avec  le  répertoire  spécial  que  j'ai  depuis  longtemps  dressé  pour 
mon  usage  personnel. 

Je  me  réserve  d'ailleurs  de  communiquer  ulli 
Nouvelles  Annales  tes  rectifications  qu'il  conv 
indépendamment  de  celles  que  d'autres  collaborateurs  pourronl  y  Tiiirc  de  Icar 
c6lé. 

Pour  le  moment,  il  y  a  li  une  tentative  des  plus  utiles  et  dont  il  faut  savoir 
gré  aux  savants  rédacteurs  d'un  journal  qui  peut  compter  parmi  les  do^eoi  de 
la  presse  qui  s'adresse  au  public  matbématiquc. 

H.  B. 


ANNALES  SCIENTIFIOUES  DE  L'ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE,  publiés 

iiOtJS  LES  ,\LSPICES  DU  MlNtSTRE  W.  L'INSTRUCTION  PUBLIQUE,  PAK  UN  CONITà 

DE  KÉDkCTio^  COMPOSÉ  DE  MM.  LES  Mmtres  de  Conférences  dk  l'Ëcoic. 


Mangeol  (S.).  —  Sur  la  dclerminalion  des  cenlres,  axes  et  plans 
de  sjmétrJL'  diins  les  ligLires  al}; ^-briques.  (9-19). 


REVUE  DES   PUBLICATIONS.  4î) 

par  réqnalioD 

Ax'-h  B^  désignant  le  plus  ficrand  commun  diviseur  des  cocfficienis 

des  diverses  puissances  de  xy  dans  le  polynôme 

Quand  ces  cocfficienis  sont  tous  constants,  la  courbe  est  formée  de  rercics 
concentriques  au  précédent. 

Pour  une  surface /(j:,j-,  z)  •=  o  d'i)rdre  m,  tout  axe  ou  tout  plan  de  symé- 
trie doit  être  axe  ou  plan  de  symétrie  de  chacune  des  surfaces  définies  par  les 
équations 

à\f^^^L[l^^^LfjL^-.        (A-,,î  f-f) 

V  -AL.  /    *>Vr    y  ^  ^      /  r  =  o,  1.  o, . .  .\ 

et  en  particulier  de  la  quadrique  qui  correspond  à  r  =  Oy  h  =  m  —  i. 

«  Ces  procédés  pratiques  aboutissent  toujours  dans  le  cas  des  figures  d'ordre 
inférieur  à  6;  et  c'est  là  un  résultat  important  pour  Tétude  de  ces  figures,  si 
Ton  remarque  que  la  construction  par  points  d'une  courbe  plane  ou  surface  du 
troisième,  quatrième  ou  cinquième  ordre  qui  possède  un  centre,  ou  un  axe  ou 
un  plan  de  symétrie,  peut  èire  ramenée,  au  moyen  d'une  transformation  de 
coordonnées  évidente,  à  la  construction  des  racines  d'une  é(|ualion  du  second 
degré  ou  d'une  équation  bicarrée.  » 

Délassas.  —  Sur  les  sjslèmes  algébriques  el  leurs  rehilions  avec 
certains  svslcnies  dVqualious  aux  dérivées  partielles,  (.ii-^i). 

La  méthode  <]ue  l'auteur  a  iiidiqui'c  diins  le  \oluine  précctlctU  des  Annules 
pour  la  réduction  <les  systèmes  dilVérenliels  les  plus  généraux  à  une  forme 
canonique  peut,  sans  modifications  iniportanlc<s,  s'ap|)li(|ucr  aux  syslcines 
d'équations  algébri(|uos. 

C'est  ce  t|ue  M.  Delassus  montre  dans  le  premier  Clia|)itre  du  présent 
Mémoire,  en  elfectuanl  la  réduction  générale  d'un  système  algèbri(|ue  lioiiiogène 
S  à  m  variables  à  une  foriiie  canoiii(|ue,  <|ui  dépend  iini(|ueii)ent  de  m  -  i 
indices  p,,  Jl,»  •••»  ?.n-\  ^^  *'  ""  entier  n.  On  peut  d'ailleurs  délcrminer  t<ius 
ces  nombres  sans  èlie  obligé  de  fdire  le  cliangenient  linéaire  à  coeflicienls 
indéterminés  qui  conduit  à  do  calculs  très  pénibles. 

L'élude  de  la  forme  canoni(|iie  .'i  la(]uelle  est  consacré  le  second  Chapitre 
p«)rte  d'abord  sur  la  forme  des  identités  d'intégrabilité  cl  cnnlicnl  la  démtms- 
tiation  «le  l'exislence  iles  soliilions  tl'un  système  canonique,  ramenée  à  «lépendre 
du  théorème  classi(|ue  de  D'VIcmberl.  (iiomparant  ensuite  avec  la  méthode 
donnée  par  Kronecker  (Journal  de  CrelU%  t.  'J2  ),  on  reconnaitque  les  indices 
fi,  sont  précisément  les  degrés  des  fadeurs  de  rétpialion  que  Kroiierk<T  appelh' 

//m//,  des  Scicnres  m'tllum..   <•  >t  rie.  l.   WllI.   (  Miiis  iSij<j.)  |{.', 


SIXONUl!  l'Airi  lE. 


Si,  dans  l 'espace  à  m  —  i  dimemtont,  tei  mrfaeet  forment  un  lytiime 
lyaiil  ?|,  ?„  ....  p„_,  pour  iadicet,  leur  l'iilerteclion  romplfte  I  teeampo*» 


imiHiplieit<i  \„_,  à  n 
I,.-.  ri  " 


inrcnuDt  Je  Jl's 


ï  dimenâion*  et  de  degré  ^, 


HT  par  muUiptidtë  à  •>  dimenthn  et  de  d«gré  m  — 
un  sysic^mc  de  [!._,  points.  Le*  raiionncmcnl*  par  IcsqueU  nn  Rrrir 
canduiion  munirent  que  la  mélliodc  de  M.  DelMsus  n'cat  aiitri?  que  celle  rfe 
Kronecker,  iluiiï  laquelle  on  s'assujettirait  û  cITccluer  Itiutc;  les  diniînationi 
pur  le  procédé  de  Sylvesier, 

Mail  l'intérfl  de  cette  mélhnde  lient  aux  rap  proche  me  nls  qu'elle  établit 
entre  les  systèmes  algébriques  et  cerlalni  sjslèrnes  difTi^reaticIs  dcioi  traite  le 
troisième  et  dernier  CLapitre  du  Mémoire.  Suit  £  un  sfilème  d'éqaitiiois  ans 
dërivées  partielle!  à  une  seule  inconnue  s,  aux  m  variables  z,.  x„  ....  ;e«  et 
dont  chaque  équalioa  a  pour  premier  membre  uue  fonction  linéaire  homogène 
et  il  coefficienLa  constants  des  dérivées  d'ua  mâme  ordre  de  i.  Si,  dtint  Unilet 
les  éijuïlions  ilu  système  1,  un  remplace  cloque  dérivée 


Dn  furniu  un  système  algébrique  S  homoçrne  t  "i  inuonnnes,  qui  i 
transformé  al gébHque  de  S.  On  suit  depuis  lon|;lumps  que,  ti 


/n  a  étant  tlei  i 


llBVUE  Dl-S  PUUIJCAilONS. 
milanlu  arbilrairea  et  lu  V  des  polynàm 


la  ainHîlion  néeessaire  et  luffisanu  pour  que  Vintègvalt  générale  d'uii 
t/»irnie  S  diipcitilc  de 


le  la  tululion  générale 


l'illi/idcitr  !„,,  de  degré  fl, 


TfiyhaiH.  —  Sur  la  dérorm;iliijti  du  para  ho  loi  île  eL  sur  ijuclqtics 
proLlétni'S  (|iii  s'^  i-atiachcnt.  (45-98). 

M,  WeingHrleii  ■  r>iit  cniinalirc  danï  les  Complet  rendui  de  l'Académie  dei 
Seiencet  (<ii«rs  iSi)))  "■>  Ihéuri'ine  qui  raiiténe  la  recherche  do  surfacce  appli- 
cables sur  une  surrai'c  donnée  A  celle  des  surfaces  dont  les  rayon»  de  courbure 
vérifient  une  cerlainc  rclaLion  ïnioluiiic  i  cuctiicionts  variables.  Dans  1*  prr- 
miire  Partie  de  son  Mémuire.  M.  Tbybaut  rattache  ce  résultat  curieui,  dont 
M.  Weingiirlca  n'avuil  pas  indicgué  l'origine,  i  la  thilorie  des  congruettcvs  rec- 
liligors,  de  la  raçon  suivante  : 

Oeux  painti  A  et  \,  ayant  respectivement  pour  coordonnée!  i-eclangu- 
lairet.  l'un  x,  y,  s,  l'autre  x,,  y,,  s,/onelioni  de  deux  paramétre!  u  et  v, 
un  joint  cet  point!  à  l 'origine  des  coordonnée!  0 1  on  pote 

ÔÂ'  =  G,        1>A,'=K,        cosAOA,=  -^; 
vtG 

tin  comidere  la  congruence  (C)  formée  par  la  droite  AB  parallèle  àO\,  et 
Ira  point!  Jocaax  F,  V  litaéi  sur  AB. 
Si  le!  dévclopp'ible»  de  la  congruence  (C)  font  définies  par  les  relatiant 


du  _ 


\K 


A  et  k'  étant  liés  par  l'équation 

d\  =  X  df  4-  X,  du, 
di,  ^  y  dv  -r  y,  du, 
d',=  :dv  f-  t,du 


|.-  -1-    +   F    —    rr  o, 


SK(1I)M»H    l'AHilli. 
le»  exaeict  ti  la  tur/ace  lieu  du  /• 
(/»'=  Edu^-hiVdudv 


l»  siirfïce  (  A, }  Jieu  ilu  point  (s:,,}',,  s,  )  i^tant  ane  spliire  de  niyoD  r,  cbaqnt 
droite  AB  de  la  cungrueiicu  (Cj  ti  pour  cosinus  i,,  j-,,  i,  et  csl  nurmatr  i  tl 
turfaec  (  A  ),  puis(|uc  le  rayon  par^illvle  OA.,  usl  normal  i  la  spli#r«  (A,)  et 
que  les  deux  surtiico  (  A)  el  (  A,)  ont  leurs  plan«  tangcnl«  parallèles  aux  poinu 
currRapondants.  Les  rayons  de  courbure  de  la  surranr  (A)  sotil  alors  *  et  *'; 
1b  relation  involutive  qui  le!>  lie  et  IV'Jénicnt  liticïaire  de  la  surface  (A) 
prennent  rcapcctivcmeat  les  roniies 


J=5 


**'  + 


ds'  -  ili 


e  de  M.  WeinBHTlen,  l'auteur  «{iptiqne 
iuns  E,  F,  G  k's  quatre  coodilions 


REVUK  nKs  Puni.iCA  iinxs  si 

de  façon  que  la  sw/are  (A)  toU   la   iiir/aC*  moyenne  de  ta  congruenve 
de*  droite*  AH  paralliles  aux  droite*  OA,. 

C«ue  propusili"»  pcrnici  ci'*ulilir  un  lien  entre  U  Jctorniiilion  du  pataho- 
loTde  el  U  Uiitorle  des  lignes  de  enurliurc.  M.  TbybauL  iliimuntrc  en  eifel  que 
ti  l'on  connaît  un  couple  de  tur/aee*  (A)  lieu  du  point  [^.  y-,  i)  et  (A,) 
tieu  da  point  lx„y„:,)  répondant  à  la  ^ueilion  précédente, le*  formules 


repréientenl  deux  * 
courbure  u  —  rnusl.  i 
diracLeur  isairope,  l'u 
Burfiiee  a|iptinient  *  . 
qu'il  détermine  cDiiipli;t 


Kti  iiathermique*  rapportée*  à  leurs  lignes  île 
—  ciiaM.  Dans  Ir  cm  oU  le  paraboluriJe  »  un  plan 
iti  sucraec*  italberniiqaea  e»i  une  sphi>re  et  l'nuti'Q 
nouvelle  famille  que  l'uutcur  r  nias)  ddeouverie  el 
neiit  i  la  Rii  de  U  troiïijnir  Partie. 


Dnos  la  deuxième  Purlie,  M.  Tliybaut  montre  itabiTil  que  les  surfnees  (B) 
et  (II,)quicuri-pspondenL  respecli»enient  à  f  A)  et  (A,)  aitf.  orlhogunaliiidea 
dldmenls  sonl  ilca  iiirFaues  miniina,  Tocales  d'une  mime  cnniiruence  de  drotlca 
et  que  les  s  lym  plu  tiques  se  corresp'indent  sur  nés  deux  surSaees.  Hécipruque- 
meDt  chaque  couple  de  iurfaces  minima  tur  lesquelle»  le*  atymplolique*  *e 
eorrtipondent  et  qui  loat  focale*  d'une  mime  congruence  rectiligne  fait 
eonnallre  deux  turfacu  (A)  et  (A,  ],  c'ett-à-dire  une  lurfate  applicable 
iur  le  parabaloïde  de  révolution.  En  appliquant  ce  Lhëorème,  an  retrouve  les 
formules  par  lesquelles  M.  Darboux  a  rcpnisenlé  reosemble  des  surracei  appli- 
cables sur  le  parabotnrde  de  révolution,  et  la  considération  des  deux  lurfaCCS 
ntininia  (B)  rt  (B,)  conduit  ft  l'cD'>ncé  suivant  :  Onsait  déterminer  toute* le» 
congruence*  dont  le*  lurface*  focale*  *oni  de*  *urface*  minima  tur  let- 
guelte*  les  asymptotigue*  *e  correspondent . 

Aux  congroencei  (C)  d^ji  définies  on  peut  associer  les  congruences  (C,) 
formées  par  les  droites  A|B,  parallèles  A  OA  ;  aux  surfaces  (A)  et  (AJ  les 
surfaces  (M)  et  (M,),  que  l'un  oliiient  en  portant  sur  AB,  en  sens  inverse 
de  OA,  uuE  longueur  AM  é^^lc  A  OA  et  sur  V,ll,  en  seni  invenc  de  0.\  une  - 
longueur  A, M,  é^iale  A  OA,;  ces  deux  surfiires  (M)  et  (M,J  sont  inverses 
l'une  de  l'autre  par  rapport  A  l'origine.  Les  divrluppubles  des  cnn^ruenccs  (Cj 
et  (C|)  eorrespundeni  sur  la  sphère  de  rayon  i  é  un  réseau  urihugonul  et  iso- 
therme, qui  est  lu  repri!sentation  sphérique  des  lignes  de  cuurbure  des  surfaces 
inverses  (M)  et  (M,).  Parsuite,  on  tait  déterminer  toute*  les  congruence» 
dont  le»  développable*  découpent  *ur  une  sphère  un  réseau  orthogonal  et 
isotherme.  Uc  plus,  la  mêlliudc  de  M.  Thibaut  TaiL  connaître  tota  le*  couple* 
de  surface*  inver*e*  à  reprétentalioa  iptiérique  isotherme.  Ces  divers  résul- 
tats et  plusieurs  de  ceux  de  la  troisii-nie  Partie  se  raltaeliciit  au)  TrHVaux 
récenti  de  M.  Darboux  et  en  particulii<r  à  su  Tbt-orie  des  douze  surfaces 
(  Leçons  *ur  la  Théorie  des  surface*,  t.  IV  ). 

Dans  la  troisième  et  dernière  Partie  de  son  Mémoire,  l'auteur  applique  su 
ntthodc  an  parabolofde  qui  fl  un  plan  directeur  isotrope.  Pour  trouver  une 
surface  applicable  sur  ce  parabololdc,  il  suFlit  de  ilétcrmincF  une  surface  (  A  ) 
eurrespoudanl  i  une  surtnci:  inlnimii  (  II  ]  avec  uciliogonalité  des  éléments   de 


L. 


H  SliC.ONDE  PAHTIK. 

fiiçon  que  la  surface  M,  normale  aux  dr«il«s  de  la  eoDgrucnce  { C)  suit  paUire 
réciproque  de  la  lurrace  (A,);  d'où  le  prnblémc  snivuat  :  Une  turf  ace  mi- 
aima  (  B  )  élanl  prise  pour  sur/ace  fondamentaU,  formtr  un  groupe  dt 
douze  tar/acei  leltet  que  les  tur/acti  [M)  et  (A,i  toient  polaire»  rt'ei- 
proguet,  problème  dont  la  solution  dépend  d'une  équation  bien  oonniiv.  inl^|;r4« 
par  Liouvllle.  Onolitient  d'abord  les  coordonnées  de  lu  !tur(a<'c  (M  )  puis  telles 
des  surfaces  (A)  et  (A,)  et  par  suite  celles  des  surlaecs  ippiicibin  sur  lu  p«- 
rabtilolde  i  un  plan  directeur  isotrope. 

En  examinant  lee  propriiii^e  dus  surfaces  M  qui  toutes  ont  leur  repNtMilB- 
liOD  sphériquc  isuthennc,  M.  Tliybaut  csl  runduit  i  Ti^Lude  des  ^tuatioii*  (E^  ) 
de  Laplacc  de  la  forme 


pmip  lc„|,,dlr.  I. 
et  si  l'on  pose 


simioii!  des  carrés  de  p  solutions  particulières  tt,,  6,.  .... 
■  que  >i  l'un  connaît  une  (p  -+- 1)''~'  tolulioit  qiielconijai 

.■-'Vai, 


est  une  nouvelle  lolullon  de  l'équation  propotée.  Longue  p  =  3  l'ëquatlOH  E, 
eit  immédiatement  intégrabte:  lorsque  p  ^  .'i  l'équation  est  harmonique. 
Lorsque  p  =  b  Ira  B  aont  /ei  coordonnées  penlasphériques  d'une  surface 
isolhermique  rapportée  à  tes  lignes  de  courbure. 

La  solulirin  \a  clanl  dite  solution  spéciale  de  l'équation  (E.)  quand  h'  ne 
dilTére  de  u  que  par  un  facteur  cunstaul,  si  l'on  applii/ue  à  une  équation  CE.} 
la  transformation  da  M.  Moutard  relative  à  une  solution  spéciale  la,  011 
obtient  une  équation  E^,,.  L'application  de  ce  thtur^uie  aux  équations  liir~ 
moniques  (E,)  montre  que  toute  équation  harmonique  a  des  leluliont  êp^- 
ciales.  An  recfierrhe  des  totutioni  spéciales  dt  toutes  les  rguationt  harmti- 
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paramètres;  A   une  fonction  arbitraire  de  a,  \\  une  fonction  arbitraire  de  6, 
A'  cl  B'  les  dérivées  de  A  et  B.  Si  l'on  pose 

on  trouve  pour  \,  Y,Z,  exprimcnen  fonction  de  a  et  b  qui  sont  les  paramétres 
des  lignes  de  longueur  nulle  de  la  surface 

A\    -    (<?  H-*)  -r-  ,T  -      r     --ri- 
da Oh  tm  no 

^  '  <kM  Ob  ôa  ab      -^ 

Pc  plus,  on  obtient  toutes  les  surfaces  algébriques  de  la  classe  en  rem- 
plaçant dans  ces  formules  les  fonctions  arbitraires  A  et  B  par  des  fonctions 
algébriques  quelconques. 

La  découverte  de  cette  nouvelle  classe  de  surfaces  isothermiques  dépendant 
de  deux  fonctions  arbitraires  présente  un  grand  intérêt,  car  on  ne  connaissait 
que  deux  classes  de  surfaces  isothermiques  dépendant  de  deux  fonctions  arbi- 
traires :  1"  les  surfaces  minima  avec  leurs  inverses;  2°  une  classe  de  surfaces 
obtenues  par  Ossian  Bonnet,  qui  admettent  une  série  de  déformations  ct»nser- 
vant  leurs  courbures  principales,  et  dont  l'isothermie  a  été  signalée  par  M.  Rafl*}'. 

liiquier.  —   Stir    les    systèmes   différentiels  les   pltis  génératix. 
(99-108;. 

Réponse  à  quel(|ues  assertions  oonlenucs  dans  un  ré<enl  Mémoire  de  M.  l>e- 
lassus  {Annales  de  V Ecole  !>tormale,  noveml)re  et  décembre  iSî)<)).  Quatre 
exemples,  traités  avec  (b'tails,  montrent  rominent  on  peut,  étant  donné  un 
système  dilTérentiel  (|ueU'onque,  <léterminer,  au  moyen  des  principes  po>és  par 
xM.  Hiquier,  le  nombre  et  la  nature  des  éléments  arbitraires,  ron>tantes  ou 
fonctions,  dont  dépendent  ses  intégrales  ^^énérale^. 

Delassus.  —  Sur  les  syslcines  des  éc|iiatlons  aux  dérivées  parlielles 
du  premier  ordre  à  une  scide  fonetion  inconnue.  (109-1,^^4). 

Dans  un  Mémoire  in.séré  nu  Tome  f)réeé(lenl  des  Annales  de  l'Kcole  Mor- 
niale,  l'auteur  a  exposé  une  théorie  Rénérale  des  >\>tèmes  d'équations  aux 
dérivées  partielles.  Il  en  fait  ici  Tapplicalion  aux  s\<^téines  du  premier  ordre  a 
une  seule  fonction  inconnue,  pour  montrer  (|ue  les  méthodes  ficnérales  de 
réduction  des  systèmes  diirérentiels  k  une  l'orme  canonique  conduisent  précisé- 
ment aux  s\ sternes  en  in\olution  et  (|ue  les  théorèmes  génèr.iiix  comprennent 
comme  cas  très  particuliers  les  di\erse>  propo>itit»ns  >ur  lc>(|ueiles  sont  f<Midèes 
les  primipalo  iiiélhode<i  d'intégration. 

Vf)rès  avoir   monin''.   p.ii-   re\(*m|di'   do   "N-tème-  d<Ti»mp«»>.iidrs.  qu*'  dans 
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rdwe»        M 


t'v'Iatte  dtt  ayttémet  dij^èrentleti  il  y  a  nécMtiU  abiolut,  nauf  dont 
très  parliealiera.  de  ne  coiutdtrer  que  dtt  équaliotu  r^ioltm,  M.  Iidai 
«b'irik  U  rdduciiuD  A  In  latmr.  oaaiial([ur.  Comme  la  /orme  fnHonti/u€  d'un 
tyaténie  du  premier  ordre  A  unt  ineoaniw  tit  toujaum  du  preniUr  ùrdrt, 
et  [|ui-,  (le  plus,  loue  entembte  de  dérivée»  du  pi-éniier  ordre  d'une  /onction 
«Il  citHonique  quand  l'on  range  let  variable»  tlanit  un  ordre  eonvenaUt,  It 
«si  inutile,  poar  réduire  un  iiysLËiiic  dit  firnmier  Ordre  i  lu  rorini:  (--aoAaiqne, 
d'y  faire  le  r.lisagemcnt  liiiéiiire  de  variiM»  le  plus  e^nAnt.  On  |wut  «jusMr 
qu'un  tyHtm*  où  ne  figure  ptu  l'ineonnuB  a  eti  forciment  en  iavolutlon 
i/uand  il  e»l  mi»  iou»  /orme  canonique:  un  tyttème  ne  eonlenail  pas  s  et 
qui  eit  linéaire  ei  /iomagéne  par  rapport  auix  dérivée»  de  s,  ett  /oree'moat 
jaeobien  quand  il  ett  mi»  tout  /orme  canonique. 

Vicnni-nl  ensuite  l«s  théurium  gi.'ni!raux  et  miHbodei  d'inttef'tinn.  U  e>t 
d'iihnrd  établi  que  i'intrgralion  d'ua  lynt^mt  canonique  de  )>  cquationi  du 
premier  ordre,  à  une  inconnue  et  à  n  titriables,  m  ramène  à  l'ialegralion 
tueeeuive  de  }>  équation»  du  premier  ordre  ri  à  n  —  \i,  -i- 1  varîablef.  ïluiion 
peut  «iiii|>lilî(r  encure  ;  l'intégration  d'un  tyttime  canonique  de  ^  équation» 
du  premier  ordre,  à  une  inconnue  et  à  n  variable»,  le  ramène  â  l'intégra- 
lion  d'une  leult  équation  du  pivmier  ordre  et  à  h  —  ^-i- 1  variable»,  iliéo- 
rémc  qui  u  été  donn^  pnr  M.  Lie  ^our  lo  équations  où  t  ne  Dgvn  {ki«. 

Un  ap|iliq<iiint  ce  tliéori^me  aux  lyttimet  jaeobienji  on  retrouve  la  m^tbode 
CL  le  l'i^Jiiltnt  lit  Miifcr.  Pïsaant  aux  lyitêmti  non  linéaire»,  M.  Odawius 
rotri'iive,  d'aprca  ski  principri,  la  mi!llindc  de  Jarnlil  et  Mijcr  Rinsi  que  celle 
du  t.iu  qui,  ainsi  qu'il  In  prAwnlc,  s'ufipliqiiG  indilTércitiment  sut  6]uations 
contenant  <iu  ne  conlunitni  p«K  rior:nniiue.  Il  expose  cimuite  \'inUgri»tbm  da» 
syiteme»  linéaire»  par  la  méthode  de»  caracléri»ilquet,  et  finit  par  ViMé- 
gralion  de»  systéinet  d'équation»  linéaire»  aux  différentielle»  totale»  (llitu- 

H.  DclaMU)  et  qui  a  pour  )mint  de  dfpirt 
nicnl  g^u^TalitiS  pour  mojcn  remploi  do 
'uoiliS  et  de  «ïuiplicité  A  la  théorie  dea  aja- 
lutii  il  ratlaohc  les  priH:M^«  qui  [Knnetletil 
s  purticulien  i  une  théurie  iténéraU  dont  U  partie 
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loiiic  fonction  u  de  In  variable  x  on  fera  correspondre  la  fonction  /{UyX)  de 
la  même  variable.  Une  transmutation  fonctionnelle  est  continue  quand  la 
fonction  /{z^x),  qui  lui  sert  de  base,  est  une  fonction  continue  de  z;  régulière 
quand  la  fonction  de  base  /{ZyX)  est  une  fonction  régulière  des  deux  variables  z 
et  X.  M.  Bourlet  ne  traite  dans  son  Mémoire  que  des  transmutations  co/t/i/ii/e« 
ei  régulières.  Il  dit  qu'une  transmutation  est  uniforme  lorsqu'elle  ne  fait 
correspondre  à  toute  fonction  ré};u Itère  u  qu^une  seule  fonction  transmuée; 
elle  est  multiforme  dans  le  cas  contraire. 

II.  Trouver  une  transmutation  fonctionnelle  continue  vérifiant  la  relation 

où,  U  et  V  sont  deux  fonctions  arbitraires  de  la  même  variable  et  ç  une 
fonction  donnée  de  deux  variables.  Pour  que  le  problème  soit  possible  il  faut 
que  la  fonction  ç(x,  y  )  soit  indéfiniment  symétrique,  c'esl-à-dire  qu'elle  soit 
symétrique  par  rapport  à  a:  et  ^  f t  que  la  fonction  «[a:,  9(^,  s)]  soit  symé- 
trique par  rapport  à  x.,  y  ci  z.  A  bel  a  donné  le  moyen  de  former  toutes  les 
fcmctions  de  deux  variables  indéfiniment  symétriques.  Son  Mémoire  sur  cette 
question  contient  tous  les  éléments  nécessaires  à  la  solution  du  problème  actuel. 

III.  Transmutations  additives.  —  M.  Bourlet  désigne  ainsi  les  transmuta- 
tions qui  vérifient  la  relation 

^{U-h  V)  rirÇlH-Gv, 

quelles  que  soient  les  deux  fonctions  {/  et  v  de  la  même  variable  x.  Le  r<Me 
important  de  ces  transmutations  particulières  résulte  du  théorème  suivant:  5i 
Tix^y)  est  une  fonction  indéfiniment  .ty  métrique,  la  recherche  de  toutes  les 
transmutations  (T  qui  vérifient,  quelles  que  soient  le^  deux  fonctions  u  et  v, 

la  relation 

C^[T.{UyV)]  =  9(Cw,(rv), 

OM  ^{UfV)  est  une  fonction  donnée,  se  ramène  à  la  recherche  des  transmu- 
tations additives.  Il  y  a  donc  lieu  de  chercher  la  forme  i^cnérale  d'une 
transformation  additivc. 

IV.  V.  Propriétés  et  détermination  des  transmutations  additii^es.  —  Après 
avoir  établi  qnel(|ucs  propriétés  do  ces  transmutations,  rnuteiir  établit  cette 
proposition  fondamentale  :  Toute  transmutation  additive,  uniforme,  continue 
et  régulière,  est  donnée  par  la  formule 

où  «rt»  >f  •••'  31., désignent  des  fonctions  rcgulirres  et  u',  u",  ...,  u''"K  ... 

les  dérivées  successives  de  la  fonrtion  réguiit'rc  u.  Il  osl  f;»it  de  ce  théorème 
diverses  appiicaliouN,  notamment  iiux  déiivccs  à  indices  fi actionnaires  et 
négatifs. 

VI.  L'nc  autre  forme  des  transmutations  additives.  souvent  utile,  résulte 
de  ce  théorème  :  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  transmu- 
tation 

n ,     ,       a      „                 a        . 
(■  u  —  fi  u   i-  --  u    i    —,  u   -•  . .    -, ~  u"'  -    . . . 


de  rayon  p 


SECONDE  PARTIE. 
;  transmuée  pour  toute  fonction  ii 
utour  du  point  x:  eit  que  la  sêi-ie 


regulirre  daax  Un  tilintaint 


c  i-aleur  de  :  telle  que  If  module  de  s  —  x  toit 


Alors  la  Lransmiitition  Gu  «sL  dile  complète  Aam  \e  donuinc  de  rayon  f 
«ulnur  du  puint  x.  L«s  Irinsniutali»n9  eam/ilitei  Bcront  seules  éludJéet  dnu 
la  ^uii.:. 

VU.  Le  symbole  /Ix.-j-)  et  tei  propriftêt.  —  L'iilK-nillimu  rie  1»  [mniiiiu- 


l,  "        1    du        ■-■!  rfj-'  n\  dx- 


/[j:.  ;)=«.+ 


n\' 


Il  J  a  grand  avanta^f  A  inlruduirr  le  lymbole  opérai//  /(x,--j~  h  dédoît  dp 
la  fonction  opéraliva  /(x,:)  dont  M.  Bourlel  [ait  eonaallrc  une  propriM 
capiiaJe  :  La  fonction  opëratîve  d'itnv  trantmutation  adUitivt,  uniforme, 
continue  et  régitliére.  qui  eit  cunipli-le  dant  un  certain  domaine  autour  dtt 
point  X.  tsl.  pour  celle  valeur  de  x,  une  foiictùin  transcendante,  entière  de 
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différentielle  linéaire  et  homogène 


A^'-diV^"' 


dont  le  polynôme  opératif  /{x^  z)  est  un  polynôme  entier  en  z-¥kx  à 
coefficients  constants ^  et  qui,  par  suite,  est  de  la  forme 

m!        dx"^         (m  — i)!     c/x"*-»  i        dx  '-^ 

P  étant  un  polynôme  entier  de  degré m^  dont  P',  P',  . . .,  P  "•>  sont  les  déri- 
vées, il  suffit  de  poser 

k.r* 

y  =  ue     * 

pour  transformer  cette  équation  différentielle  en  une  équation  à  coefficients 
constants, 

IX,  X.  Transmutations  inverses  des  transmutations  additives.  —  Les  trans- 
mutations additives  formant  un  groupe,  au  sens  le  plus  général  du  mot,  on  est 
conduit  à  rechercher  si  Ton  peut  appliquer  à  ces  opérations  les  théories  de 
M.  Lie  sur  les  groupes  de  transformations. 

Pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  que  chaque  transmutation  additive  admette 
une  transmutation  inverse,  appartenant  au  groupe.  Eiïectivemenl, /a  transmu- 
tation inverse  d'une  transmutation  additive  est  également  additive. 

Mais  Tinversion  d'une  transmutation  additive  n'est  pas  toujours  possible, 
c'est-à-dire  que  la  transmutation  inverse  n'est  pas  toujours  complète,  ainsi 
qu'on  le  voit  sur  des  exemples.  Pour  que  l'inversion  d'une  transmutation 
additive  soit,  en  général,  possible,  il  faut  et  il  suffit  que  toutes  les  puissances 
entières,  positives  ou  nulles  de  x,  admettent  des  fonctions  inverses. 

XL  Équations  différentielles  linéaires  d'ordre  infini.  —  Une  transmutation 
additive  uniforme  ayant  pour  fonetion  opéralivc  f{x,z),  faire  l'inversion  de 
celte  transmutation,  c'est  intégrer  l'équalion  dllfércnticlle  linéaire 

qui  est  tVordre  infini  lors(|ue/nc  se  réduit  pas  à  un  polynôme  l'n  z.  De  telle'* 
équations  linéa»i-cs  jouissent  des  mêmes  prn|)riétés  que  les  é<|uulioiis  d'ordre 
fini.  On  peut  donc,  pour>u  que  l'on  en  c<Minais>c  une  stilution  parlieulière, 
n'avoir  éj^ard  qu'à  l'équation  auus  seeoml  membre 


(.)  f(^,^.ju^„. 


Les  transmutations  à  inversion  complète  se  rangent  en  trois  caléjjories  : 

!•  Celles  pour  lesquelles  ré«|uation  (i)  admet  Vuniquc  solution  u  —  o\  ee 
sont  celles  dont  la  tnin>mutation  in\ erse  est  également  uniforme  (danscetxpe 
rentrent  le»»  changements  «Ir  \ariable««)  : 

1"  Les  transmutation^  lello-s  quf  r««|iiulion  (i)  ait  un  nombre  /i/N//f<le  solu- 


SUCONni'    l'AK  IIP-, 
indépcodaates;   \a    triiti<>mulali 


.  indcpendanlFs.  C'esl  le 


e  infinité  de  Mlutiou 


qui  a  visiblemeal  pour  intégrale  une  foncLloa 
lici-e,  de  période  a. 

Itien  que  la  question  de  savoir  à  queUe  caliîgt 
talion  addilive.  uniforme,  complète,  adniettani 
pléte,  ne  soit  pas  n-9uliie,  on  a  les  liiéoréoics  sul 


arbitraire  peiiodiqut,  régur 


Ixirsque  la  /ni 

,m  multiplicateur  près,  une  sul^ili 
uniforme. 

Lorsque  la  fonction  operati\-e 
uniforme,  complète,  admet,  quel  qi 
la  transmutation  n'est  autre  chose 
substitution.  La  Iransniuliilion  invei 
arbitraires,  égal  au  nombre  des  ;ei 


m  opérative  d'une  transmutation  additive,   ulii/orlH^ 
zéro  (en  :}  à  dislance  finie,  la  tntnsmuta liait  u(,  A 


Ml.  Transm. 


à  plusieurs  . 
l  stii-desr»noti<>nsde  plu-^ 
•l  beaucoup  plus  t:<>inplii|u< 


addilive, 

:  soit  X,  un  nombre  fini  de  tèros  tn  e, 
u'une  transmutation  finie,  suivie  d'un* 
e  contient  un  nombre  fini  de  conttanitt 
is  de  la  fonction  opérative. 

variables.  —  La  théorie  des  transmaU- 
ieurs  variables,  parlicullèremcnt  de  leur 
^e  que  dans  tu  cas  d'une  seule  variable. 
:  Toute  transmutation  additive  à  n 
éguliére  est  donnée  par  la  formuU 


des  fonctions  régulières  des  a  variable»  «toà 
les  valeurs  entières  {positive»  ou  nulUl) 


^^^^  III^VUB   DKS   l'UULICATIDNS.  (Il 

■  Je  tnc  ptopme,  Jjns  ee  Mémoire,  d'élundrf  lu  iiiôiria  noUun  aux  .lyitËmR» 
dlUC'rpniids  ifocJoiniineSv  II  est  possible  d'y  urrivar  d'iinti (ii;iin  précise  en  uli- 
liMnt  les  résultais  <|ae  j'ai  donnât,  dans  un  Miliiioire  «marieur,  lur  la  tonne 
CHnoniqiie  );<Snérule  ila  Lcis  lyslime*  el  le  Uiifnr^oac  général  d'eiislcncr  dus 
intéfrile*. 

1  [.0  ihéoifnic  de  Caiichy  nénéralisé,  en  faisant  connaître  d'unr  taçnn  pré- 
r-iM  1«  numbre  et  1»  nature  dci  nibitniii'us  dont  dépend  l'intrKratc  Ki''tii:i«li; 
d'nn  «ysIéniC)  permet  en  quelque  s<irie  de  meturtr  le  de^ré  de  dldieuUé  de 
l'inl^rktimi,  cv  qui  conduit  t  U  niitiun  de  système  plut  nimple  qu'un  autre. 
•  Bn  partant  de  ces  idées,  on  est  tout  nalurctlemcnt  conduit,  pour  tenter 
l'intégriilioii  d'ua  système  S.  t  elierelicr  des  système*  Inlertnédiaircs  X',  r'aA- 

St-rfire  dei  systèmes  plus  aimplei  que  £  cl  dont  t»iitii9  les  intégraJus  suictil  des 
faté^rales  de  £.  SI  l'on  L-onnall  des  sjsltine»  £'  dont  les  équatiuiiï  cun 
tiennent  des  arytrairci  eii  nomliie  ïullisani,  l'huégraliua  de  S  sera  ramenée 


Pour  former  un  9]'«téiiic  intvrinûdialri',  il  téui  ajouirr  II  £  des  équations 
complémvnlaire»,  et  un  \bixt  impusem  la  cunditïon  d«  former  avec  £  un  sys' 
lènie  £'  cumpaiiblc  et  ayant  une  iiiléj<ralo  générale  dé|tijnd«nl  d'arbitraire» 
tkint  on  QaerH  a  priori  le  nombre  et  lu  uutui'a.  Les  preiuierï  iiienibrca  des 
éi|u«lioDs  coin  pi  ém  en  ta  ires  seront  alors  assujettis  i  viSrillcr  un  système  dilTé- 
nntiU  £*,  que  l'on  saura  curtaiuemenl  formt-r. 

Si  £*  est  compatible  et  a  d»  intégralci  dépendant  d'arbitraires  en  nombre 
^flisant,  l'intégration  de  S  sera  dérumposéc  en  dcun  parties  qui  seront  l'inté- 
^fnlion  de  S*,  puis  cclU-  de  £'. 

Il  est  naturel  de  cberclter  A  obtenir  un  système  £'  qu'on  snclie  ceruincmcni 
'Islégrer;  dans  ce  cas,  on  peut  dire  que  lonle  la  difficulté  de  l'intégration  de  £ 
,M  troure  reportée  sur  £*,  et  nous  appellerons  £^  le  tranifarmé  Aa  £. 

faisant  varier  ti  forme  imposée  A   £',  un  arrive  i  déduire  d'un  mi^me 
'^int  da  vue  un  grand  nombre  de  résultats  dont  certains  sont  nouveaux  ut 
dont  les  autres  constituent,  â  peu  de  cbose  priis,  tout  ce  que  l'un  suit  actucl- 
l  sur  tes  systèmes  dilTérentiels  d'uni:  forme  présentant  quelque  généra* 
\\U. 

•  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  l'on  impose  à  £'  la  condition  d'élrc  de 
première  espèce,  c'esL-à-dire  d'avoir  une  intégrale  généruli:  dopendanl  d'un 
nombre  limité  de  constantes  arbitraires. 

•  Appliqué  aux  systèmes  de  première  espèce  eu vmémes,  il  conduit  a  leur  inté- 
gration par  des  équulions  dirrérenticlles  ordinaires. 

■  Appliqué  aui  systèmes  dont  l'intégrale  générale  ne  dépend  que  d'une  seule 
fonction  arbitraire,  laquelle  ne  dépend  que  d'un  seul  ar^'umcnt,  il  conduit 
immédiatement  i  leur  intégration  par  des  équations  dilTércnti elles  ordinaires. 

■  Appliqué  i  des  systèmes  quelconques,  il  conduit  A  faire  correspondre  i 
tout  système  £  une  infinité  multiple  de  systèmes  de  plus  vn  plus  compliqués, 
el  à  un  nombre  de  variables  de  plus  en  plus  grand,  dont  l'intégrale  générale 
te  déduit  de  celle  de  £  par  des  calculs  algébriques  cl  lels  que,  si  l'on  sait 
intégrer  l'un  quelconque  d'cotie  eui,  on  eu  déduit  l'intégration  de  tous  le» 
autres  par  des  équations  dilTérentiellcs  ordinaires  et  des  calculs  algébriques. 

■  Chacun  de  ces  systèmes  possède,  en  outre,  la  propriété  de  pouvoir  s'inté- 
grer par  des  équations  diiïércnticlles  ordinaires  dés  qu'on  en  connaît  une 
intégrale   particulière   dépendant   de   certaines  constantes   el   fonctions  arbi- 


th  SKCONDIi  l'AUTIE, 

*  Enlin,  le  mime  e.ai,  upplîqui^  aux  «f  BrÊmes  iIp  promftr  orJr*  t  MM  I' 
nue.  cunduit  tnut  naturel Icncot  â  la  inélliudi!'  île  Jaf.ubi  «l  Mtyer,  qui  m 
trouve  ain!ii  étslilic  d'une  f»i;'>n  simple,  uns  to'nf  i)p  diMJncU'in  rnir*  te  ta* 
oii  rincoDoue  Rfart  et  celui  où  elle  ne  Ufiurif  pas,  et  NUii  6tre  abligé  de  (kire 
appel  aux  propriiilùs  partirulii^rM  de«  eipmsîons  [P.4i)  d>-  ruiiwin. 

n  Parmi  tes  aysiâmes  qu'on  «nit  inUgrer  P^''  <lo>  ^qtiatians  difTérenliellM 
ordinaire»,  ceux  qui  ont  la  forme  Ia  moins  parliculitre  tant  ceux  dont  Tint^ 
grale  générale  dépend  d'une  seule  fonction  arbitraire  d'une  variable. 

B  Si  l'on  cherclie  des  équations  ciimptéraeniaire*  conduisant  A  de  tel*  >;>• 
témes,  et  si  l'on  cherclic  i  se  placer  ilana  les  conditions  le*  plu*  (ivnraWr* 
piiur  que  l'on  puisse  ainsi  arriver  à  trouver  toutes  les  ialégralM  du  sjMfmf 
prupuië  £,  on  est  fatalement  conduit  i  rutrourer  la  uii^tbixk  de  M.  Darbom 
{Annalei  de  l'École  KormtUe,  1S70)  liicn  préciser  dan^  le  cas  Ae>  sysléot* 

■  En  dernier  lieu,  une  transforma  (ion  parliruliére,  que  j'uppetio  (rona/'or- 
mation  par  r.hangemtnt  d'inconnue*,  fournit  un  résultat  Inl^ressanl reUttf 
â  l'applicatiiin  de  la  méthode  de  M.  Darboui  aax  systéran  linéaire*.  S'il  esîste 
une  équation  linéaire  qui,  ajoutée  à  £,  donne  un  syilfme  S*  doat  l'inlignlc 
rontient  au  mulns  une  fonction  arbitraire,  £  pourra  eerlainement  «'rntCgrer 
par  la  méthode  de  M.  Daiboui.  <i 

JieUtssus.  —  Noie  sur  les  systèmes  dlITtïr 

Discussion  avec  M.  Hiquicr,  Héjionsc  â  la  Note  de  celui-ci,  insérée  plus  luut 
(p.  gg-108). 

Mangeot  (S.).  —  Sur  un  mode  de  d(^vetop|ipmcnl  en  série  (les 
faaclioTis  algébriques  explicites,  (ai^j-u.ôii). 
Méthode  pour  calculer  les  dérivées  successives  de  la  fonction 
"  =  t/,l«)l"'t/,(*)l"' [/.(*)!"■. -.1/,  (-r)!--. 


miels.  (■i4;i-c..ï'i}. 


îiposfl 


ont  des  constantes  quelconques.  On  connaît  ainsi  l«  6é- 
entiére  de  la  fonction  u;  et  l'applleation  de  celte  m^ 
I  lieu,  conduit  au  développement  dr  toute  [tinctian  ait'- 
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Ces  limites  unt  fuis  iroun-t»,  il  propiisp  île  Iroavtr  une /oncltoa  v{x,y,*) 

talitfaltant  à  i'inirrieur  de   la   aiirfaet  à  l'ilquatioa  de  Laplaee  et  te  it- 

daitanl.iur  cette  trir/are.à  une /onction  ilannèe /{x',y',  s')de  la  poiition 

du  point  V[x'.  y\  ;').  On  est  condaii.,  pm  la  lluforiu  de  la  fonction  rfe  Grcen, 


a  pn'ï. 


'  'l"' 


où  di  <a\  l'éli^ment  (Ip  sur(.i 
t  UiutB  la  «urrncc  (S). 

M.  ZvrFnibu  pnittvi!  qu'il 
sMUruit  «u«  cunditions  sui 


Kii  rrprésentii  parla  formule 
=  J  tnx.y.s:  x\y\a-)f{z\y, 
(S)  THmirau  poinL  P  cl 


ii(i-gr»ljnn  sVU'ini 


1-  Civile  fonction  ne  devi 
tracées  sur  lu  surface  (S],  i 
desqurlles  rllf  varie  liru*>c|iif 


l-ing  (Je  certaines  lignes 
^terminii!,  et  an  passage 


s  l'nulcur  i^tablil 


Si  v  dé~iigne  la  pliu  comte  distaacir  du  point  (x, y,  -)  à  In  turface  ( 5 ) 
tl  F  la  distance  de  ce  point  à  un  point  variable  de  la  tur/ace 


,---i 

J-- 

-X- 

)'-*-(y- 

-/)'*( 

la/. 

mcli 

<»,, 

1'  dc/ini. 

t  ci-dt^,^ 

ÇIHL 

■y.-y^H. 

en  léi-o.  En  d'auli 
trrtepond  un  nomb 


urface,  tend  uni/ormément  ver)  : 
•»  terme»,  à  tout  nombre  positif  c 
e  positif  ^  tel  que,  sous  la  seule  coni 


Y-W 


L'analyse  de  M.  Zarcmba  fournil  en  mi^rne  temps  une  solution  trâi  simple 
de  ce  problême  :  Uiu:  fonction  v(x,  y,î)  satiifaisanl  à  l'intérieur  de  la  tur- 
face  à  l'équation  de  Laplace  et  se  réduisant  aiii  celte  surface  à  une  /onction 
présentant  des  lignes  de  discontinuité,  quelle  sera  la  limite  vers  laquelle 
tendra  la  /onction  v{x,  y,^}  i]uaiid  on  fera  tendre,  suivant  un  arc  donné, 
le  point  {x,  y,  s)  vers  un  point  situé  sur  l'une  de  ces  lignes  de  discontinuité. 


liif/uier.   —   Sur   la   rëdiiction  des  systèmes    diffère 
conques  à  une  forme  canonique.  (25c>-a85). 
Voici,  d'après  l'auteur  lui-mâmc,  le  lint  de  rc  Travail  : 


•  Dans  diverses  Notes  cum 
Mémoire  in  extenso  dont  elle  i 
de  Mémoires  ilci  Sacimls  e 


uniqniii's  â  l'AradémiB  des  Scienci 
a  Fait  l'honneur  d'ordonner  l'ïnscrt 
ingert,  j'ai  établi  que  tout  sy^lèt 


-  la  thcoric  des  sai^crv  «  des  conrlies. 


l'cJtp.t.  —  Mém 

Au  mr,<i»  dM  tri  fwrficient*  E,  F,  G.  D.  D-,  D'  Aa.  d«i  fam 
l|i]Uï«  (oodamPTitalr-i  i|ui  rrpr^wal«at  In  |»rliei  priDCipilts  d«  rarti  dt  b 
diflinu  de  dvHi  point*  tnfinimrtit  loisia*  tnr  une  Hiriacc  cl  de  la  di<iU«(«  ée 
l'on  de  ce*  p/iint*  «a  plin  langent  i  l'aDlre,  I'ibLcut  ratralr  les  tenacs  thi 
iriiifieme  onlte  de  l'équalinn  d'une  potilian  ïafinineat  |>Clilr  de  I2  iarltcc.  Il 
Hudie  ce*  terme*  du  tmiii^ine  ordre  non  jeulemeai  pour  In  sarltecs,  ma» 
pour  le*  cuttrbet  et  lei  fonrlinn*  de  troU  «ariablrs.  La  mèlliodc  d'ïdcntilicaUDa 
qu'il  empluii-  fnurnit  mie  inlinïlri  d'équation»  diffirenltetles  entre  les  six  fuse- 
ticint  K,  F,  11.  I>,  l>',  If'.  Ile*  trente  première*  wo  peut,  par  rHiunaation  de 
vlnKl-lriJi4  [■uriimclrcs.  déduire  sept  équations  qui  si-  rcduiseni  aux  Irtiis  fc>t- 
■i.ulrt  r'inditmcntiilo*  de  la  Tlii^uric  du  surfaces. 
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PiiKHiiltE  TAiiTiE  1  Sur  la  distribulion  rfw  zéros  des  fonrliom  uni/ormvs 
—  Comme  ce  lilre  l'indique,  M.  Dpsaial  ne  s'est  poinL  proposé  le  problriuc 
inabordable  qui  consiitcraii  it  délrrniini^r  point  pat  point  les  racines  des  ^ijua- 
lion»  tnnscendantci,  maïs  sculcmcnl  de  limiter  les  régioni  du  plan  dans  lus- 
quell»  peut  ï'annulcr  me  ttinclioD  de  variable  conjiteie. 

Le  Chapitre  I  s'ouvre  par  l'exposilioii  de  la  im^tbode  géométrique  emplo)'^ 
pir  t'iuleur.  Celle  métbode  est  fondée  sur  ta  remarque  «uivaate  :  Si  un  tn- 
temble  de  tegmenli  ittus  d'un  mime  point  sont  tout  sitiiét  au-deiiiu  d'une 
droite  (D),  leur  résultante  e»l  eisentiellement  diffèi-enle  de  tèro  et  située 
aU'detaut  de  (D).  qui  équivaut  A  cel  énoncé  général  ; 

Une  fonction  /{z)  de  la  variable  complexe  eit  déjinie  par  la  série 

la  lérit  de»  modules  étant  conver/jente.  Si  R  eatune  région  du  plan  des  s  où 
la  variation  de  l'argument  de  ^.(s)  est  tn/érïeure  ù  x  lorsque  n  varie,  la 
fonction  f(:)ne  peut  l'annuler  qu'en  dehors  de  celte  région. 

Le»  fonctions  p,(  ;)  sont  d'abord  supposées  ralionnclles,  et  l'auteur  démontre 
te  iliéoréme  fondamental  que  voici  : 

Soit  fis)  ime  fonction  définie  par  ta  série 

/(.-)=   y  *.■■"-■■.'-■■"-■■■', 


où  A,i'i  a„  Q, a^,  b,,  6, A,-  sont  de»  quantités  variables  avec  tes 

ealieri  m,  n,  . ..,  jt;  \^^■  est  réel  et  garde  un  signe  constant  quand  m.  n,  ■ . .,  s 
prennent  toutes  les  valeurs  de  la  série,  la  différence  k  —  k'  étant  la  même 
pour  toutes  les  fonctions  rationnelles:  de  plus,  tous  les  points  o„  a.,  . . .,  o,, 
6|,  b„  ...,  6,  sont  â  distance  finie.  Considérons  le  cenle  C  {de  rayon  R)  rfr 
turface  minima  entourant  tous  les  pôles  et  les  seras  des  termes  de  la 
térie  f(t);  les  téros  de  f{s)  sont  ù  l'intérieur  d'un  cercle  concentrique  au 
cercle  C,  de  rayon 


ou  li-t-k'  est  la  plus  forte  somm 
râleur*  respectifs  des  fractions  r 


La  fonction  u  des  variables  x,y,  ..,,  s  est  définie  par  l  équation 
U-  +  ... +  G/ a:,  j-,  ...,;)«--/• -t-...4-G„(x,j-,  :)  =  "- 
où  C,,  Gj,  ....  G,  sont  des  fonctions  uniformes  des  r  variables  x,  y,  ....  ; 
^utmd  le  point  x,  y,  ....  s  décrit  dans  l'espace  à  ir  dimensions  un  conti 
naum  C  ne  rencontrant  aucune  discontinuité  des  fonctions  G,,  le  radical 


C'|0.(x 


SECONDE   PARTIE, 


atteint  sa  plut  grande  valeur  pour  x  - 
airet  ou  let  circuits  décrits  par  ta  foi 
rieur  d'un  cercle  concentrique  à  l'orig; 


=  j;.  ....  :  =  s,«l  k  =  p;lfw 
n  u  dans  son  plan  Kinl  A  l'inte~ 
■I  de  rayon  égal  à 


f'(n-t--)|G,(x.,j-.,  . 


)s  dcB  fondions  unirarmrt.  M.  Deiaint  s'occupe  dci  (oBctïont 
9 'singuliers  qu'à  dislanre  Unie  et  qui  ne  peuveol  idnMtIre 
liïrs  essentiels  que  les  limilci  de»  pâles.  (uactiDns  reprt- 


.  V   V     *■"    . 


olj  a„  est  un  pôle  de  degrv  m,,  la  série  £|  A],'"  |  dlant  supposée  convergente.  L>cJ 
résultats  obtenus  on  déduit  ce  corollaire  reldlif  su  cas  des  piMes  simples  :  Si 
une  série  à  termes  réels  de  signe  constant,  SA,,  est  ronvergenlt.  la  fonction 


!■■(  =  ) 


■I.^ 


a  scu  zéros  à  l'iiilèrieitr  de  tout  contour  convexe  entourant  les  points  a,.  Ce 
carallsirc  a  des  conséquences  intéressa  nies  pour  les  séries  étudiées  par  M.  Poio- 
caré  et  par  M,  lloméri. 

L'Buleur  traite  ensuite  des  fonctions  uniformei  n'ayant  à  distance  Cuic  et  i 
rinlîni  que  des  discoolinuilés  polaires,  l'infini  D'étant  pas  limite  de  discooli- 
nuités;  puis  il  aborde  i  leur  tour  les  fonctions  F(z}  déllnies  par  lu  série  de 
fonctions  rationnel  les 


i'(=i-2;..<= 


fouT  lesquelles 
la  m^nie  quel  qi 


ice  lies  degrés  du  numérateur  cl  du  dcnomioaleur  est 
le  rapport  des  coefiicients  des  termes  de  degré  le  plus 


tigTiie  Eulcriennedr 
rt  ft  égal  à  la  consUii 


REVUE  DES  PUBLICATIONS. 

dr  secoDiJe  espèce  r(9)  satisrail  A  ces  en 

t  d'Euler  C;  donc  l'équation 


dz 


=  -c4.y 


^(„+, )(,+„)  - 


a  fofife*  tet  raeinti  rètllet. 

Le*  fonctiùnt  entièrra  d«  genre  t,  dont  le  multiplicateur  exponentiel  eii 
dt  la  /orme\e*'*f,  où  leit  une  quantité  re'elte  potitive  oa  nulle,  et  let  fonc- 
tion de  genre  î  de  miilHpUealeur  \e""*  joaUient  de  celle  propriété  ']iie. 
êi  leart  xérot  tant  réel»,  les  zeroi  de  leur  drrivée  sont  loui  aussi  reela. 

La  fonctiom  entièrei  de  genre  pair  a,  dont  le  midtiplicateur  exponentiel 
ett  de  ta  forme  Kti*>-'^''f'"''^,où  \  esl  une  cotutante.i  et  ^  rérlt  et  i  né- 
gatif, jûuliient  de  la  même  propriété. 

Si  une  fonction  entière  de  genre  impair  u  a  toutes  m  racine»  a,  rvrll'-.t 
le  multiplicateur  e:cponentiel  étant  de  ta  forme  d-dessiii,  %  et  p  récif,  «i ri' 


Tlîb- 


tetr. 


t  de  sa  dérivée  lont  toutes  réelles- 


<\'0TtWc  p,  d'oi 


Le  Cbapïlrc  m  Urmine  par  un  théorème  reiutir  à 
d'une  tODCIïon  polaire  quetconque,  l'inlinî  étant  supposé  prtie 
résultent  quelques  prnpriélés  de  types  très  élrndus  de  ronctlons 

Au  Chapitre  II,  M.  Deaaint  s'occupe  des  intégrales  dériniea  étudiées  par 
M.  HenDitCi  en  vue  d'arriver  aui  lliéDrémes  sur  les  raDClions  uiiirormes  quH- 
couquct,  qui  perracttent  d'étudier  la  distribution  des  points  où  ces  (onr.tiuns 
acquièrent  une  valeur  donnée.  Les  intégrales  en  question  sont  de  la  fornii- 

''.',,    .'„,     ■  X,    0(1, „ »,.) 

uii  toutes  les  limites  u,.  »,.  . . .,  \\\,  n-,  sont  Unies,  Il  et  G  des  polynûmes  en  ; 
ft  coeflicicots  holoraarpbcs  en  (,  u,  ...,  h>.  Les  fonclinns  V{s)  jouissent  dc 
c<tt«  propriété  que  l'ensemble  de  Irurs  léros  (sauf  l'infini)  esl  ft  l'intérieur  de 
tout  contour  conTcxe  entourant  l'ensemble  de  leurs  discontinuités. 

Le*  rsisonnements  relatifs  ft  ces  fonetinns  permettent  i  M.  Desaint  d'étendre 
aux  intégrales  multiples  les  théorèmes  de  Weiecslrass  et  do  M,  l>arboux  sur 
le»  Intégrales  simples  et  dijludier  les  léros  des  fonctions  non  umfarmei  qui. 
en  deb«rs  de  leurs  cuupures,  sont  représenta  blés  par  des  iulé^ralcs  dérinirs  du 
type  d-deisus.  Tel  est  le  cas  de  rinlégrale  elliptique 


"^r 


di 


«') 


pour  laquelle  on  a  ec  théorème  :  lorsi/ue  s  ifécrit  de»  circaiti  qui  ne  /■en- 
contrent  pat  l'axe  réel  entre  les  pointa  — j  et  -t-t,  l'iiiltgnile  u  ne  peut 
l'a/utaler  {sauf  pour  3  =  0)  ifu'à  l'intérieur  du  carré  de  tommrii  opposés 
-*-i  «  -  1. 

Le  Chapitre  ac  lerininc  par  l'élude  do  fonctions  qui   se  jirésenlent  cimiiiip 
périodes  d'inlégr«le«  abéliennet  ou  comme  inlésrales  h,vpergéo  m  étriqués. 


6S  SECdMiE  PAIITIK. 

Dans  la  première  Partie  de  »jn  iravail.  l'auteur  a 
classes  de  (onctions  discontinues  ou   muliirormes  pai 
léros,  qui,  leur  élant  commune,  permetlail 
ment  sa  méthode  géométrique  De  pouvait  al 
restreint  de  classes  de  [onctions.  Aussi  dam 
théorèmes  de  Caucliy  pour  étendre  les  résultats  de  la  premiéi 
uniTormes  quelconques,  el  généraliser  le  problème  qu'il  y  Lrai 


caractériser  cerlvines 

oc  propri^ié  de  leon 

itlacher  entre  elles;  seule- 

|u'uD  nombre  relaliTement 

ide  Partie  fait-il  usage  du 


de  ta  variable  i/ui /ont 
s'agit,  une  Tonction  étant 


Seconde  Partie  :  Sur  la  dûtribiition  des  vateu 
prendre  à  une  fùiiction  une  valeur  donnée  u.  —  lî  s'a 
donnée  par  le?  valeurs  qu'elle  prend  \c.  long  d'un  contour 
du  plan  où  elle  peut   acquérir  lu   valeur  donnée  u.  Parmi  1rs  divers  résultais 
obtenus  par  l'auteur,  nous  signalerons  spécialement  ce  Ibéorèine  : 

Soit  V{  z  )  une  fonction  uniforme  pour  laquelle  le  point  à  l'infini  eal  un 
point  ordinaire;  traçons  un  cercle  C  entourant  toutes  les  diKOrtlinuiléa  de 
K{s)  e(  d'ailleurs  aussi  rapproché  qu'on  le  veut  du  contour  convexe  minimum 
entourant  les  discontinuités;  appelons  il  le  module  maximum  deV{t)iurC 
et  I)  le  rayon  de  ee  cercle.  Les  valeurs  de  ce  cercle,  pour  lesquelles  F(s) 
prend  une  valeur  u.  sont  à  l'intérieur  d'un  cercle  concentrique  à  C  et  de 


"4*nc^> 


valeur  de   V{z)  à  I 


De  celle 

prn 

position  ur 

1  peut  dédui 

ire  une  réciproqi 

je  qui   permet,  cri   p«rli- 

eulier,  d'él 

abli 

e  distinction  enlr. 

c  les  fonctions  u 

iniformes  el  1»  ronctioM 

non  unifor 

.,  ain 

si  qu-i 

jn   ihéoriJm. 

e  général  sur  la 

cootinuilé  de«  fonction* 

unirorniM. 

VienlenF 

luitl 

:une 

étude 

des  fonctions  entières  el  des 

intégrales  des  équations 

dilTéreniielles, 

faili 

;  au   f 

.oint  de   vu 

e  de  leurs  valeurs  d'exclusion   (  vateun 

qu'elles   ni 

■   pi-uveii 

,t  acq 

uérir).    Moi; 

is   en   détacberoi 

■s  ce  Ibéorème  :    Étant 

donnée  fe 

qua 

■lion 

rf//AT 

rntie//c 

ItKVtlK    ril' 

Le  liaj'.  —  Sur 

465"). 

l'inlésrnlion 

PramiËre  Partiu 
dans  le  Volume  si 
V'iljme. 

il'im  crisciiilitc 
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Oltichard.   —    Sur    les    systtmL'S    arllio^'onaux    tl    li^s    systèmes 
cycliques.  (4G--5i()). 

llanscc  M*  mu  ire,  Cou  s»  cri'  anx  pro|)riiSWs  ginéi'alcs  des  syalimcmirtliOBOiiauv 
cl  des  sjsti'riie»  Cïciiquvir  l'uultiur,  tuut  en  uyaat  en  vue  dci  propriéliSB  rela- 
tives ï  l'cspiice  ordinairif,  ii  introduit  d^s  lu  début  des  C(in«îd# rations  rd«liv«s 
i  l'espace  i  n  di  m  en  «ions.  •  J'uptre.  dil-il,  que  ceux  qui  nis  liront  pensoranl. 
avec  moi,  qne  le  détour  n'a  pas  ilt.  inutile;  qu'il  n'y  a  pm  lA  seulement  un  \en 
d'caprit,  mais  que  rcs  considératlnni  etptiqueni  et  Tclirnl  eniro  elles,  d'une 
façon  logique,  rerinlnGs  propriétés  de  notre  espace.  » 

Le  Cliapilre I, de  beaucoup  le  plu»  étendu,  irailc ilt's  réseaux  et  eoiigiaencei 
dam  t'eupare  à  n  diineiulon».  Il  s'ouvn?  par  la  délinitiun  des  point»,  droites 
et  plans  de  riiypempacr,  arrc  leurs  ciinditîunB  dp  parallélisme  e(  d'orthogo- 


Vient  ensuite  la  di^rioilion  des  réseaux.  Si  les  CDOrdonniies  (x,,  j„  ...,  ; 
d'no  point  M  9<int  fonctions  de  deux  |)«ramitrcs  u  et  c  on  dit  que  le  point 
décrit  une  tar/aee;  l'ensemble  des  eombes  u  ■—  conit.  cl  v  =  ronst.  est  ap[ 
tytUmK  de  courbes,  et  l'autrur  dit  qu'un  système  de  eourbeacnt  un  rtteau 
les  n  conrdonni^nt  x  sont  snlntions  d'une  éqnalton  de  1»  forme 


jfl  - 


àa 


P  et  Q  étant  des  fonctions  di!  u  et  de  v.  Ueut  systimes  correspondants  étant 
dits  parallèles  si  leurs  tangentes  correspondantes  sont  parallàtet.  tes  3euls 
systèmes  de  courbes  gui  admettent  des  parallèles  sont  les  reseaux,  et  tout 
réseau  est  parallèle  à  une  infinité  d'autres. 


développable  au  système  doublement  infini  des  poiiit~  -. -  -"i    :<  -  t.mi 

h  une  courbe,  riicrvaai  celui  de  congruenee  buk  e->-><  i.  

de  droites  qui,  louchuni  deux  séries  de  cnurlies,  peuvi  n'  .   1 . . 

Eiériesdedéveloppubles.  Les  paramètres  u  et  i;  qui  dclirn-.-..  1,1  i..  |.... 

droite  de  la  congruence  élanl  ceux  qui  restent  Tivea,  quatul  U  ilrmir 
l'une  on  l'aolre  développable,  il  faut  »n  — 'j  conditions  pour  qu'une 
dfcriic  une  congruence.  La  trace  de  la  droite  de  la  congruence  sur  1 
perplan  quelconque  décrit  un  réseau.  Les  paramètres  direrteurt  X,,  1 
X,  d'une  droite  d'une  congruence  satisfont  à  une  èr/untioii  tt^  la  /un 


,-facc 


('T 


rf'O 


-  +  |{'). 


Bull,  des  Scieni. 


SliCUNDU   l'AUriK. 


décrit  u 


„   p.r,n.41, 

-es  (tinctiturt 

mnt  \ 

\,.   . 

tiHtiv 

lies  par 

le 

i  rcli 

È-s'' 

+  BX^ 

s»':'?' 

+  D\, 

vaUèl 


grnence  (C)  on  obtient  un  sysléoïc  île  droites,  qui  est  appelé  la  repreientation 
ipherigue  de  (C).  Ce  syslème  (C)  n'est  pas  un  système  driublement  infini 
quelconque  de  droite»  concourante»,  rar  lur  fe>  droîlet  de  la  reprêttntation 
tphrêique,  il  existe  une  in/inilé  de  points  qui  décrivent  des  reseaui.  lovcrK- 
ment,  lesyslêrae  des  droitei  gui  joignent  l'origine  au^  points  d'un  nlttau 
est  la  représenialion  spheriçue  d'une  infinité  de  congruences.  Deux  eon- 
grucnces  fiant  dites  parallèles  lorsque  les  déveluppablcs  se  correapandcnt  cl 
que  les  droites  sont  parallèles,  deux  congruences  parallèles  ont  même  repré- 
sentation sphcrique.  La  recherche  des  congruences  parallèles  A  une  eongnience 
donnée  revient  donc  >>  celles  des  tongvueiices  qui  ont  une  reprcïsenlalïoo  sphi- 
rîque  donnée.  Si  l'on  prend  pour  système  inconnu  (P)  le  système  central 
[système  dtcrit  parle  point  milieu  Aci  dcuï  foyers),  on  devra  se  donner  les  \ 


n  d:)  e 


l'itn  quelconque  ilet  réseaux  de  la  repréientation  ip/ierîgtiti 
1'  Cet  rtieaux  tonl  Un  leiilt  reieaux  eùnjuguf»  à  la  congru 
3*  Lei  droilea  qui  Joignent  deux  ré»eau^  paraltèlrt  iWrrii 

gruence conjuguée  par  rapport  à  ce»  reteaiij-. 


Ile  lA  r»ull«nl   ilivei'Sfî  cunMquPiiRirs,  ctiliT  iiiilii-; 
(•bicnur  pour  rei|iiifn  .u'diiiuirf,  par  Hihaucour  : 

Pour  ijite  le  lytitme  central  toit  un  reseau,  il /nul  e 
tion    II   laquelle   latUfant    lei   paramélret   dirteteiii 
"gaux,  tjei  eoardannrei,   rfc  re  rittan  ialinfont  au»ii  i 
•.-luianuégnu^. 

"I" 

(  (7  lutfit  ijmt'èquti 
-a   toit    a    invariaii, 

Hihamaur. 

lin  rénciii  dune  Knngciieiictt  «ont  i        hii 

riHurufiicc  'oni  «iir  les  langenw»  du  n  «ii.  M.  .. 
df  iliUrmiiirr  l"Ul»a  les  cungruencM  ba....nnif|iicA  i 
dèttrminer  loutet  tet  congruencen  harmoniijuet  . 
point  \\  iloHi  In  rnnrdnnnéer  x^  Ktithfimt  â  t'fqiii 


I  i/uelconqiie  0  rf<*  cette  eqimlinn  :  let  eoordaniiret  dei 


c.eWe  des  cniterucnres  parallclei  a  tu  prnprisi^i',  df  surir  ijue.  li  ilfu.-ccon- 
grueneet  sont  paraltètet,  tout  menu  /inrmoui'/ue  à  l'uni-  e^i  prirnllële  l'i 
un  retenu  liarmonique  a  l'autre. 

Lei  réicauK  dérivant*  sonT  rk-linis  i:ummc  l'enrrliippr  dr  pUrii  pas«at>l  par 
les  points  du  rrsean  dérivé,  cet  pliins  élanl  clioisi<i  de  lcll«  snric  ((u'ila  i-nvp- 
loppent  un  réseau.  Toix  les  n-spaux  dëriTé<i  d'un  rr-scuu  iliiun<!  <  iioticunfnt 
par  i'appliraiion  du  tb^orïme  suivant  :  Si  deux  cangrueneet  {O  )  et  IG,) 
*oal  harmonique!  à  un  même  réseau  (AI),  le  point  de  rencontre  fi  det 
droites  G  et  G,  décrit  an  réseau  dérivé  dt  (M).  Inversement  :  .V({G}ri(G,  ) 
tant  deux  eongruanee»  conjugudet  par  rnppnri  nu  réipnii  (  ^i  <  le  plan  île» 
droite!  G  et  Ci,  enveloppe  un  rarn'i     V  ■  ./i.l  •  -.i  .,  ■;  n  m  .n  .:.  ,  :.jni  (  (i). 

Une  rongruenrc  (G)  sri'u  dilr  dt  :  i.        i  ■  il      i  .  li  j  r»i  i-iui- 

jaguie  k  l'un  qutlciint|UP  des  r^'*''.iii\  :  ■     ■  ■■■  n  -iTiieni,  (G) 

Ht  une  rongruence  dérivant  (  H  l,    l -      ■  ■  n- -  .!i  ui-:--  de  II  sunl 

déterminées  par  la  thiorémr  suiïnnt  :  h".  ■hi,iii:\  ,/iii  jnii;iierif  drux  rracaur 
(M)et  (N  ]  karmoniquet  ù  une  eangniem  r  III  \  fin  nient  uni-  rongriieii(e(G} 


dërivie  de  (  Il  ). 
fournies  par  celui 
eriience  (G),  fa 
gruence  (  Il  )  dti 

paner  d'un  etpsc 
le*  coonlunnées  t 

jeclions  Hei  fujei 
el  une  cngiucnc 
prnjeclions.  On  s 

Le  Chspilrc  I  s 


SECONUt  PAHTIK. 

Toute»  Ifï  [■■■ogrucncca  ilLrivanl  une  congruencc  <(;)  «OPt 
i-ci  :  5i  (  M  )  ef  {  M  )  «oui  deax  rëteaiu:  conjugué»  û  la  coo- 
droite  rl'iritei-ieclian  de  cet  deux  réseaux  décrit  une  t-tn- 
■ivant  (C), 

i  projeter  de?  tigures  sur   un  hyperplan,  ee  qui  permet  de 

l'un  poinl  H  d'un  espace  (E,  j,  si  rhvpcrpliin  de  projection 
I  x,  =  a,  le  point  m  qui,  ilans  l'espace  (E^,).  ■   pour  coor- 

-■-I  ■^f^i  e^t  nppclc  la  projection  de  M.  La  projection  d'ua 
■seau  ;  celle  d'une  coognienre  est  une  eongrucnce  cl  l«s  pro- 
:rs  sont  les  foyers  de  la  congru ence-projeeUon.  Si  un  r^s«au 
ce  sont  caajugD^s  ou  harmoniques,  il  en  est  de  mCme  de  leurs 
sait  cITccIuer  les  déterminations  inverses. 

se  termine  par  la  dt^m'inst ration  de  deux  propriétés  propres 
aires.  Un  résciiu  et  une  congruence  sont  dits  parallèles,  si  la 
;rUBni:e  est  perpendiculaire  au  plan  du  rcscBu.  Cela  posé  : 

u  et  une  rongruence  tant  parallèles,  toute  congruence  con- 
u  est  parallèle  à  un  réseau  ronjugué  à  la  congruence,  el 


.'  Si  unecoHgrnence 


eau  sont  parallèles^  toute  congruence  har- 
parallèle  à  un  réseau  harmonique  à  la  congruence. 


igruenceïdfriris  et 


/'.l  =  ~/>u- 


l'UBLICA  I  IDNS, 


L'iulttur  Iti  «ppdlc  les  rotation!  du  drîurtiiinïiit  A,  iiur  miniiielt^  u 
ijuantilËs  r D Irait ultBï  par  M.  lliirliuut  ilatis  le  cas  <li.'«  dûtFi'nii liants  i 
mcat*;  il  indique  le  moynti  de  loimer  les  éc|ualiuni  aui  diViviics  \>» 
qui  «ilsieni  entre  elt».  Cnt  dqualions  litunt  «uppn»^»  tériliiïes,  il  y  a 
cUsrutier  les  élémenls  de  1,  connaîSMiil  tes  rotaliuns.  Cctle  iuldgriilii 
requit  le  nom  A'opéralion  différentielle  d'ordra  a  ~  3,  l'aclifTu  pur  i| 
turc*  ijnand  »n  cimaalt  n  —  a  solutions  du  sysljiiii!  complet 


*Ct 
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dj,  _ 
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I/outeu 
ËKments 


fuit  que  U  solution  la  plu*  giiiiiiriile  du  prutili'trii 
nrlKiiillJre,  au  moyen  d'une  subililiillun  t.ir(lii'guii;i 
clTci'Iui}»  sur  tes  étdmenls  de  A. 

idiiït  «nsuiir  un  ddtermlnunl   i  ilo  furiiic  9jii^ci.>Ii-, 


.  .  s-    s--'    s— 


7....,"».. 


r  +  £*2"'»' 


Quand  ces  conditions  soni  rci 
substitution  orlliogonalc  priis, 
ments  des  lignirs.  Un  di^trnnina 
tUterminant  orthogonal  dans 


ilélci'iniiiaol  i  Im  lignes  cuntenaiiL 
inentB  des  colonnes  ijii  Tsblesu  rectangul 
liiin  iirtlioïntiali!  A  cucflii^ienls  cniisUnt^ 


U 


■  ,'»{i 


Ir  dvUTiiiiijnt  A'  lUitull  île  A  |iar  b  siibitiluliun  du  n'',  un%  ,ri  joint  <lr» 
iiiAiiies  propriéiés  que  A,  Le)  d^iFrniioants  ortbognntiui  ainsi  ul>li?niit  t>onl  titit 
r'quivalenls.  Tou*  ont  en  commun  les  roWlion»  m,  n;  le»  aulrei  rotiliun» 
s,.  6j  dilTèrpnt  di>  l'un  ii  l'uuire.  Uuis.  |inur  loui.  1»  iiuanliti^ï 


r  l'li)]icrsplifrt 


(.E'j--.-  {jc'i-- 
oiinëet  salisloiil 


lÉi'ril  doue  uii  réseau;  les  lan)teiite«  û  ce  nïseiti  ont  foitir  cusiniu  dircr- 
1rs  \  el  les  ij  el  sont,  par  suilc,  rectan)tulairr«-  L'auteur  appelle  c«  ré- 
un  leieau  OS.  1^  cunnuissanev  d'un  r^«eau  OS  détermine  les  quantités  ( 
ainti  qu'une  autre  ligne  d'un  déteriDinanl  <lquiva)e«là  Ai  uu  tel  reiUM 
et  d'obtenir  un  déterminant  nrtliogonal  par  une  <ip#ralJoi)  d'ordre  n  — 3. 
tude  prflimin»ire  des  déterminant»  orlliogonaux  e«t  complétée  par  la 
inalralion  du  Ihéorénie  suivant  : 

«r  que  II  i/uan/itéi,  ic,,  Xj x_  *oUnt  la  n  premieit  Itrnttt  ttuM 

\ne  d'un  detrrminnnt  orthogonal,  il  faut  et  il  'u/Jil  que  eu  fonclioia 

I  Miliiliuiis  il'iiiie  i-ijunlioii  de  la  forme 


l'UULICATlUNS. 
ïucunu  det  deux  quani 


-!(©■■  '^^im 


p  csl  ap(iplfr  ritngrui 


e  O.  On  a  fe  ih^Sort^iiic  : 

611/  0,  il  faut  tt   il  lU/fit  que 


;e  HO  li 


VU.)-- 


III  appctia  rongruei 

nnnilt  igiie  loia  les  réseaux  conjugués  à 
r  O  ot   que  la  projection  d'une  coiigri 
ijnelcorti]ue  est  une  eongritene-e  O. 


'itr  par  une  ifroilc  ïsatropp. 
le  congruence  110  lont  dei 
ce  110  »ur  lia   hyperptan 


t  projcctiiHi  itéi'éijRraphiqiK 


Il  currespnndrp  à  cliaqui 


u  O  di- 


l'ctpacc  A  a  dimension»  un  résMU  05  de  l'ciptice  i  h  -(- 1  dimensions  et  réci- 
proquement. Si  l'nii  cannait  deux  ràcsux  pamllÈlea  0  dans  l'espacr  (K.),  nn 
pourra  diïlerminer,  «n  outre,  dans  l'etptce  (E^,)  ud  nUiau  O  parallèle  au 
l'fseau  OS,  par  une  npitralion  dilT^rraliclle  d'ordre  'i^  j,  ce  qui  ronslllue  un 
e  drs  déterminants  orllio|:ODBui. 


COMPir.SIŒNnUS.ii;i 


a  CXXV:  1897  <')■ 


Jioussinest/ .  —  Dislribulioii  des  vitesses  «  travers  les  grandes  sec- 
lions,  dans  les  l'cotileinenls  graduellement  variés,  el  équation  dn 
mouvement  aux  degrés  d'approximation  supérieurs.  (6-12). 

Biocke.  —  Sur  les  surfaces  algébriques  qui  admelleni  comme 
asymptoliqiie  une  cubique  gauche.  (i5-i6). 

(')  V..ir  lliillrfdn.  WIT.,  p.   1  ■!, 


SiiCONDi;  TAilTlIÎ. 


lioussinesq .  —  Théorie  approchée  du  passage  d'un  riigime  gra- 
duellement varié  à  un  régime  permanent  el  vice  versa.  (Gg-'jSJ 

Marolle.  —   Sur  les  équations  différentielles  appnrtenaol  à  une 

même  classe  de  Uiemann.  (84-86). 


reltilif  à 


classe  de  liiemann. 


lions  lioÉaires  apparLcnanl  a  iinr  mCmc  cJiisâi^  dv  [tic 
(liviirse^  propriétés  que  routeur  rtliuuvt;  ou  (ibUoDt  C 

résoU-anfe  contidérée  par  M.  Picard  est  fa  mi/ne 
ni  d'une  claste.  En  particnlii^r.  le  groupe  de  méromorphie 
't  singulier  est   le  même  pour  toutes  ces  êtjuaiiont.   A' 
'>~iti>in  connue,  qoe,  dans  \e  voisinage  d'un  paîDl  singuli 

iririj^'rsles  méruinorplies,  des  intégrales  régulières,  dn  inté- 
'«'  los  mrhiies  pour  mules  les  équations  de  la  classe.  Slgal* 
~iiliai  :  On  peut,  par  un  nombre  fini  d'operaliont,  rccon- 
'/iialiotu  données  ijuelconquei  appartiennent  à  la  nUma 


M 


lioussinesg.  —  ÉtâliliRsement  du  régime  uniforme,  daos  un  tuyau 
à  section  rectangulaire  large.  (i4a-i47)- 

Painlevé.  —  Sur  les  intégrales  quadratiques  de  la  Djnamicjue. 
(.56). 


BEVUE  DES   PUBLICAT10N:>. 

à'u  )   d\r<fi\  au       .      _ 

âx  ày        -i      tix      ày  ~    ' 


I  Lecornu.  -—  Sur  le  Iraci:  pratique  des  engrenages.  (162-16^). 

Boussinesq.  —  Élahlissement  du  régime  uniforme  dona  un  tuyau 
à  section  circulaire.  (ao3-2og), 

Çotton.  —  Sur  une  généralisation  du  problètne  de  la  rcpréscQla- 
lion  conforme  aux  variétés  à  trois  dimensions.  (aa5-338). 

L'auteur  a  éié  eoniluil  .1  se  poicr  \»  ijucslion  suivante  ;  fterannaltre  ^il  est 
I   potiiàU  de  Iram/armer,  à  un  /aclear  prés,  une  forme  quadratique  donnée 
nia  différeatiellea  dx„  dx,,  dx^  en  une  forme  quadratique  également 
Udonnéede  dy,,  dy„  dy,;  ce  qui  revient  â  eflV^ctucE' lu  reprdscntiitiun  contotuin 
d'nnc  variété  a  Irois  dimensions  sur  une  aulrc.  Ayant  réussi  i  traiter  le  pro- 
blème pour  le  cas  où  l'une  des  varie'lés  est  l'espace  euclidien  ordinaire,  il 
coinmuniqne  te  principe  de  sa  solution,  susceptilile  de  diverses  appllcationï. 

Pellet.  —  Sur  les  surfaces  isotliermiijues.  (291-292). 

Andrade.  —  Sur  la  réduction  des  vecteurs  et  les  propriétés  mé- 
triques. (394-396)- 

En   s'appuyant  sur  te  tlii^uréme  d'Eulcr  relatif  aux  rulïliuns  rmics  (tlii^o- 
réinc  non  euclùlicn)  et  sur  riquation  fonctionnelle  de  Poisson 


éiubti 


,,uo  U  . 


=  (x~y)  =^v(x)^(y). 
n  des  forces  concourantes  ci 


uit  celle  composition,   «ont   indépendantes  du  p<i>tulatuni 
d'Kuelide. 

Si  l'on  reehcrcbc  ta  loi  de  compollllon  des  vecteurs  d'un  plan  perpendicu- 
laire 8  une  même  droite  et  dirigés  d'un  même  cAté  de  cette  droite,  on  esl 
encuni  conduit  b  l'équation  foncllonnellc  de  Poisson,  mais  avec  des  conditions 
initiales  difTérentes.  Suivani  qu'un  suppose  la  (onction  ?(^}  aupérienre,  égale 
ou  inférieure  i  l'unité,  on  est  conduit  i  la  Géométrie  de  Lubaichefsky,  i  celle 
d'Euclide  ou  A  celle  de  Iticmann. 


Serret{P.). 


riivpocvcloïde  dcSteincr.  (.■((i4-4o(i). 


Cielier.  —  Sur  les  fondions  hessclicnufs  0"(.c)  et  S"(j.-).  (  ^21- 

423). 


78  :SliCOM)i:   l'AUTIE. 

Serra  (P.).  —  Sui-  l'h.vpocjcloïclc  à  Ir 
4-i(i). 

Serrcl  {!'.).    -  Soi-  l'iijiiocjcloïde 
4-(8). 

SerreUP.).  -  Sur  I'I.ï|ii)c;jcIoïc1c 

Jalinke.  —  S^slèmes  orlliogonaux  pour  les  dérivées  des  fonctions 
lliâta  de  deux  urgumenU.  (.{86-4H()). 

M.  Caspary  a  découvert  1c  tyïlémc  orlhogonot  drs  srij^c  piuiluiU  ût%  (aot- 
tions  Ibeu  lie  ileut  ar);umciil>.  L'aulenr  faîL  iine  nouvelle  applii-itiuQ  de  la 
inëLliurle  duc  à  M.  Casparj  rt  communique  <tc  noiitcaui  sysicnirs  OTthagonaiii 
i-omprensnt  Ic^  relaLions  <liirr.'rentic)lps  qui  cii^lcnl  cnlir  le»  liini:liuns  IlitU 
île  deux  argiimcnls. 


s  illllïrenLicllc: 


.  (<8,^ 


liiiUlierg.  -  Sur  Jci  Clin 

!'.)»)■ 
fiiii'r/i'ii'l.  —   Sur  Il's  syslcints  oi-lhogoiiuiix  cl   [l's  ^jslèmc»  ev- 

ii;,|i,.-.  (ii!,-:i.i). 

ll'if/si:/i.  --    Sur    Ifs    li;;in's   ^^l'ciilésiques    t\c   certairit-!.    surface». 

Kl»nt  iliiiini!  un  Uiiceuu  sîmiileDimt  Infini  S  de  «iotl^siqucï  d'une  «ur- 
ruce  I<~.  la  lanRenLe  d'une  de  en  s^oàisiquc»  uu  point  a  esl  taosenlc  t  ane 
aiilrr  «urface  l-',  on  un  puint  a,.  Si  louiri  les  gilodi^siiiuei  de  I''  siint  gn/aftn 
en  une  iniintli'  di:  faisreaux  fi.  a  clinque  falireau  correspond  kinsi  un  pnini  a,; 
II''  |ii>iiii>^  II,   rori'eïimiiddni  A  Inus  Je<  S  fonncnl  une  Courbe  A.  I.'aatcur  <k- 


IlliVlJi;   IHiS  IHlBLICA'riO.Nîi, 

I 
Guichard.  —  Sur  lii  défonnalion  des  qiiadriqiics.  (5g(i-5g 

De  SCI  rcrhcrctiri  mit  lei  réseaux  ri  les  congruenccs.  l'aulcitr' 
lbitorllin«  siilranl  :  Si  l'on  ronnnU  une  surface  applicable  tur  J 
drique.  un  pùwra  tu  dëttuù'e  de  nouvelles  surfaces  applicable*  efa 
de  deux  constante*  arbitraire*.  C'est  rcxlïoaion  ati\  quadriqiira  d« 
liirnutïirn  Bïimcbi-Ribïucuur  puur  Ivs  surfaces  i  courbure  lotalc  caiM 

Il  rililc  un  premier  sj'*timf  d«  surfîmes  isulkiruiiques  qui  se  l'ail 

ilcrorniiiti»!!  des  i|uuilr>i|uvs  Ue  n'voluliun.  Il  existe  en  uuirc,  pour  l .<  -cs 

(|aiilric|u»  pussiM»,  un  deuxième  syaléme  de  surficcs  imllifrmiques  se  r»i- 
Uchant  A  leur  (léroriiiatinn  :  ce  s_\st6ma  coïncide,  ddns  le  eu  do  parabololde, 
a»ro  celui  que  M.  Tli'ybaiit  a  récemment  fait  tounulitL-. 

lirttch.  —  Sur  les  svsicmes  cum 
(lacc  à  /i  dimensions  cl  sur  la 
Itelfl  les  plus  gL'néraus.  (59H'(j<iij. 

L'aulcur  mntilrc  que  Ioh(  système  d 'ei/uations  aiix  dérivées  partielles  se 
ramine  à  un  système  du  second  ordre  à  une  teutc  fonction  inconnue  en 
augmentant  le  nombre  des  rariablti.  Ce  tbAur^me  partage  les  tri'jiK«nd»ot«i 
(|ui  vdrilîpnt  âei  équations  aux  dérivées  partielles  en  deux  tIasiM,  suiranl 
qu'elles  sont  nu  Don  Iri-et  A  leurs  dériviics  première!  par  une  iquation  au  moiiis, 
ratinnnrtle  pur  r.ipporl  A  tous  les  lïlcincnts  ijiii  y  figurent. 

l'ellel.  ~  Sur  les  surfaces  de  Weingarten.  (Goi-Goa). 

Zeutken.  —  Nouvelle  démonstraLiou  du  lltécrèmp  rondamcntnl 
de  la  Géométrie  projective.  (638-640). 

Jectives  eit  eDlièremcnt  ddtermiutîe  si  l'on  connaît  les  trois  éléments  de  l'une 
qui  doivent  correspondre  ù  trois  éléments  donnés  de  l'autre  est  une  consé- 
quence immédiate  de  la  rrinsrrvalioii  des  rapports  aiiliartnoniqurs.  Son  éla- 


btissement  présente,  au  con 

ilniiro,  de  grandes  difri.:ii 

lUés  quand 

on  veut,  avec 

von  Slaudl,  construire  1»  C< 

cunictrii'  j>rojcctiïe  exclu 

sitc'iuentsu 

ir  des  ]H.stulalï 

projeclifs.  On  n'a  guin-  réi 

issi  dans  celte   voie  qu'ci 

1  faisant  usi 

iific  du  mouve- 

ment  conlinu   des  éléments 

.  Il  V  aurait  grand  inléri 

>t  à  établir 

,  »«us  remploi 

d'aucun  artilicc.  le  llicorctn 

,c  fondamental  en  <|u,-sti. 

Mi.Ilan^ocl 

:  ordre  d'idées. 

M.  Zeuthcn  étalilit  le  Icmu. 

c  suivant  : 

Si  ciiii/  des  sommefi  d'i 

un   ifiiiidriltifère  plan   i-l 

■   .omp/el  * 

e  trouvent  sur 

des  droites  données  qui  iif 

SI-  ren--onH-enl  pas.  le  s 

,n»-t  se  IroiH-c 

auâsi  sur  une  droite. 

Il  résulte  de  là  que  si  lui 

Il  .ipprlle  jirojrrti<-es  dru 

^  „MiL.,  a.. 

point-,  situé- 

sur  deux  droites,  et  ilonl  l'i 

1   iiiojcn  d"i 

m  nombre  Uni 

es  projections  peut  élrn  r 

cduil  à  une 

.  i  l'cxceplinn 

fi  13) 


SECONDE  l'AHTIE. 
larlielles  par  ccrlnines  coodilions  initiales.  (64o- 


l'J  I 


n  u     éi]iiiilj»[is  d'orilre   quelconque   le   iWi 

men    {Compta  rendus,  t.  CXX,  p.  71a)  pour  ks  Ai|U*LiaM 
pi  du  second  ordre,  Cetw  proposllioii   permet  d'éUaM- 

d  d  upërieur  la  théorie  àrs  caracljri«ti(|ties.  En  ce  qilf 
:cond  ordre,  elle  montre  que  deux  Courbet  C  vt  C'  se  coaputcK' 
un  point  0  déterminent  une  surface  intégrale,  pouvu  que  l'une  des  deux  caurb«|l' 
soit  tangente  en  0  ft  l'une  des  deux  direclions  de  caractérislique»  deTélémeKt 
du  second  ordre  qu'elles  délermlncoL. 

Gaiclmnl.  —  Sur  le  ].roliii-me  de  M.  Bonnet.  (643-6^6). 

liaiie.   —    Sur   la    tliéorii;  générale   des  fondions   de    variables 

réelles-((i9i-Gc)4)- 

L'auteur  considère  une  fonction  d'une  variable  réelle  X-,  délinie  dans  un  eet^ 
tain  intervalle  et  ]>os9ëdHiit  la  pniprtétt  suivante  :  pour  chaque  valeur  x, 
Ae.  X  et  pour  tout  nombre  positif  i,  il  existe  un  nombre  i  tel  que  les  condi- 
tions X,  —  i<j<a-, -Ka  entraînent 

/(^)</(^.)  +  ". 

\pp  Idiii  maximum  in  i  Id  liniitc  du  maximum  de  11  (oocLian  din*  l'b^' 
trridll  J-^—i  T  -t- 1  Ijuijuc  i  tind  \  ci  s  zéro,  il  dit  que  l»  fonction  COOli- 
nximum  et  énonce  le  Ihéorime  saiTtnt  : 
:gale  a  son  maximum,  et  r/ut  a  tovjont* 
son  nuaimum  Eital  ri  sera  atteint  la  lalear  sera  pour  une  leJÛUti  él 
points  dam  tout  inleuallc  CLtte  proposition  Mrl  h  établir  ces  detlX'<i  ■'  Si 
une  fonction  de  tteuj:  variables,  delernimee  dans  une  certaine  rtgwniHl 
continue  par  rapport  a  chacune  d  elles,  d  existe  dans  toute  aire  tlei  piiiiti 
en  cliacun  dcxquils  ta  fonction  est  continue  par  rapport  a  I  entemUt  rf* 
deux  vart'iblcsi  dans  les  mêmes  rundithiiis,  la  succession  de-t  valeurs prva 


■Il   isl  toujours  euale  a  soi 
e  fonctiun    qui  est  litUjoui 


IIRVUE   DES   PUBLICATIONS. 
I ((»!(«  i/iicleoii//ue, 


£a  foneium  [i  étant  une  fonction  coi 
ttutltt  de  la  lur/aee  au  pùint  M,  ont  t 
/!««■  quand  les  poinli  I'  et  P'  tendent 
point,  on  a  la  relation  annoncée. 

la  condition  pre'eedentc  relative  ai 
point  pour  pôle  de  coordonnée»  polni 
tur/aev  <t  posons 


si  les  section»  nor- 
'S  finie)  et  délcrmU 
VI,  en  reitant  èquidiatania  de  ee 

\t  }i\,  élitnl  remplie,  prenùn»  te 
),  0)  dans  le  plan  tangent  à  la 


'-j: 


n  nombre  positif  a  tel  iju'on 


'(?),"'  (S). 


et  ces  limites  seront  égales. 
Le  Roy.  —  Sur  l'inli'graiiou  des  i-x 

Résumé  d'un  Mémoire  litondu  dans  Tpqucl  l'aulum 
qui  ont  un«  i^lroiic  analogie  avec  celui  de  Diriclilcî- 

La  première  Partie  est  consacrée  it  la  générnlisat 
eklet  pour  tes  équations  de  l'équilibre  tliermiqtie. 

Diin»  h  seconde,  l'auteur  di-llnit  certaines  fonctioi 
lions  harmoniques  fondamentales  attachées  à   un- 


.le  la  chaleur.  (7^- 

r  étudie  divers  probU^mcs 

n  du  principe  de  Diri- 

qu'il  appelle  fet/onc- 
surface  fermée  et  qui 


e  du  refroidisi 


Duporcq.  —  Sur  le  déplacement  le  plus  général  d'une  droite  dont 
lous  les  points  décrivent  des  trajectoires  spliériqties.  (7(1^- 
763). 

Schou  (Erik).  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  entières.  (763- 
764). 


Démonstration  di 
la  fonction  eviixii. 


lie  :  Si  une  fonction  entière  de  x  cmlt  ce 
n  désignant  par  p  ,  le  module  de  la  p"' 


V(ïp^)>lofi(ï-i)p, 
s  délignant  un  nombre  positif  plus  grand  i/uc  a. 
Broca  {André).    —    Sur  la  transmission  d'énergie 
Application  à  la  polarisation  rotatoire,  (765-7G7). 


8i  SKcoMii':  i-AnriK. 

ConJîliuns  ii^ce^suircs  et  lufllsantn  pour  que  itsns  iin  champ  tpii  In 
de  l'énergie  (liliérie  en  certiini  pntnit,  coiiïomniAe  en  il'aulrei)  le  vccUnrqw 
reprisenie  le  flim  d'énergie  en  chnque  piiiiil  soit  réïer*iblenu  irrCvFMiWf: 
poui-  qu'nnc  force  en  un  point  rii'rivp  nn  ne  d^rivr  pns  >riin  pulr-nllcl.  t 

Liapounoff.  —  Sur  cerlainos  qursiiims  se  nilhicliiiiil  un  |iriiljl<'iJii' 
deDiriclilcI.  (80S-81UI. 

L'auteur  dtublit  l»  possibilUè  itu  prulilitniR  (oniJiineulMl  iIr  l'ICtccirnUMifif 
(ilistribiilion  de  l'ihf.lricili  A  la  snrrnre  d'un  condiirieiir  g-iii<.|n<iC  i  tnaieio' 
llnence  extérieure)  sau«  les  conrlitioni  luivanln  : 

I"  La  surfane  S  est  Ponvesc  en  tous  scï  puiiil»; 

>■  En  li>ul  point  de  S  il  existe  un  pUo  Ungeut  détcrulinûl 

3'  y  étant  l'<tnglc  que  fuit  la  normale  m  un  point  queicunqui'  /•  île  S  ar^^ 
celle  d'un  autre  point  p'  de  celle  surface  et  i  la  dislanre  mutuelle  de  cesiha^  ' 
points,  on  poLil  assigner  deux  nouibrei  positifs  A  et  t  ind^pendanli  du  rlin  ■^" 
des  points  p  et  p'  el    tels  qu'on   nil  y  ■     \A',  quelles  que  soicnl  le*  poutioB^* 


de  CI 


du  potentiel  V  Ciislc  uécessaircnii'i 
t,  quand  le  poteaiiel  de  la 


meci(G.). 
tin  ps|tBri! 


.  pour  tons  les  piiinli  de  S  :  dao»  ce*  rx> 
iHcIte  double  rr'/iandue  uir  fi  ailmrt  m 
rface  S,  il  en  rit  de  mémr  de  \. 


—  Stil-  ies  sy.slèiiies  com| 
i|iiclrunqiip.  (Sto-Sii). 


..ril.o-ot».>.x  .bn> 


dan;  m 

Noli;  lo 


lieudon.  —  Sur  Im  théorie  tics  groupes  inlini<<  do  tran^ronnatinns 
Cl  l'intégration    des  éqitaliini's  aux  dt^rivi-fis  [mrlîcllfs.    (Rii- 


ItlîVUlC  DES  l'UllLlCVriDNS. 
Zeiithen.  —  Sur  le  ihi-oriiTie  rmutamcnlîil  Jf  la  Goomil; 
jectivc.  (858-«5r,). 

Stoitff.  —  Sur  réf|iia[iori  i.ii\  p^riocles.  (KSq-SCo). 

délier.  —  Sur  les  fonclioi.s  hesseli.-nnos  S"(.r)  el  0"(^, 
8fi3). 

Représen talion   nomellc  dr    leii   fonclionsi,   iifrmrUaiil  ili-  rJ('"n>nIn-r. 


Picard  {Uni.).  —  Sur  les  inl(:-gral' 
diins  la  ihéorie  des  surfaces  nlgëb 

Ayant  nionlriï  par  de«  travaux  snlifrieurs  l'imporliiiinr.ips  ini 
de  première  cspccc  dsnt  la  tliéoric  dp5  surfaces  alg*bric|uc! 
conduit  a  rechercher  «i  cprtaiai^i  intégrales  doubles  pcuvi^nt 
Ibtorie,  un  rOle  analognn  A  celui  qup  joueni  Igs  inMgralc:; 
condE  npccf  dam  l'^tudr  du  nnurbe;.  Cù  sont  cm  înli^eratcs  i|u'il  définit  ici, 
«OUI  le  nom  d'intégrales  doublet  de  tetùnde  eipirf. 

liamy   (JU.).  —  Sur  rapproxinmlioa   <i^.   fondions   ,ip    s'-'-^ds 
iinmbrcs.  (yafi-oay). 

!l4suRii^  des  rî-sultata  oliicnu&  par  l'aulcur.  qui  couipli^tent  ceux  de  M.  Uar- 
boiin  «t  de  M.  riamme,  ri  sont  snsriiptiblcs  d'applientiaDi  cvlrt^inemcot  nom- 
breuses. notanmuMii  au  développeinunt  approclii^  de  la  fnnnion  perturbatrice. 

Guichartf.  —  Sur  les  réseaux  O  associés.  ())a9-93i). 

Schoule.  —  Sur  les  focales  planes  d'une  courbe  plane  à  nn  ou 
plusieurs  axes  de  sjniélrie.  (()3r-ç)3ll). 


Une  courbe  étant  tracée  sur  un   pli 

in   tcrtical  V  et   .-kIuii' 

Liant   p. 

sjmélrie  l'intcrsectiou  de  re  plan  V  ii 

vcc   un   plan   liorizonl 

V:y\    II,  . 

une  focale  plane  (située  dans  II)  par 

le»  opération»  suivant 

i>  Mettre  debout  les  normalcii  de  la 

courbe  donnée  en  les 

faisant 

Çfo*  autour  de  li-urs  intersections  avec 

l'axe  de  syniéli'ic; 

î*  Multiplier  par  •J~  les  ordonn.'e 

ii   du    lieu  de'  exliéiT 

lili^s  de 

érigées; 

3-  Tourner  la  nouvelle  courbe  en  i 

i-Dlicr   d'un   angle  de  > 

|.."  aul. 

de  symétrie,  pour  l'amener  dans  le  pli 

\a  II. 

Riquicr.  --  Sur  l'existence  des  inli;grali;s  dans  cerlains  sjslèm 
différentiels.  (933-()35). 


$4  SlîCONlll!  l'AllTlIÎ. 

loppemcoU  de»  intégrales  répondant  A  ilesRonilUions  iiiiliiloi (Innnévi  d'Mt*«n- 
pouvant  £tre  construits  a  priori  anns  que  l'on  puisse,  en  gfndril,  sKirmet  Icnr 
convergence.  Ce»  syslcmei  comprennent  lei  sjMémea  orthenomet  p»ii&, 
auEquels  M.  Riquier  <i  pu  rnmcnrr  anti^rieureniirnt  let>  sysU'mcs  dilTércrilieJt 
les  plus  généraux. 

Poincaré.  —  Sur  les  ]jcrio(les  des  inltigrjtles  iloiibics.  (})<l3-((yj)- 
Il  s'jgit  lies  inti:;ralcs  doubles  de  la  Tonne 

Vdxdy 


~JJ     ^F^ 


l    I'     ! 


K  piAym 


I  fai 


les  pi^i'ioJiîS  O  di'peniliiHil  des 


Si  donc^esl  le  genre  de  la  coiirJic  K  =:  t  et  si  7  di^signi-  le  nomlire  itm  point* 
ïingulicrs  t,  de  l'équation  difTércntictle  'linéaire  à   lai|uellc  snlisfoai  1«  «,  le 

nombre  des  périodes  a  est  en  général  égal  i  tpq. 

Guichard.  —  Sur  le  problème  de  Rîbaiicour.  {ioi3-iai3). 

Le  Roux.  —  Sur  une  forme  analytique  des  iiitt'gr»lcs  des  ùqna- 
néaircs  ;ui\  dérivifes  [iiii'lielles  ti  deux  vuriabks  indépeO' 


niiVUli  DES  rUBIJCATlONS, 

lit  tyslèmta  ta  <|u»lion  sont  urux  nae.  M.  l(i>|uiFr  d  cm 
ilernii-re  Communication  [tystimet  o/lhotçuts).  L'auteur  mon 
par  des  etemples,  que  la  mtihode  des  fonctions  amjoraDtca  n 
loujoiir!!  i  ces  s^sl^iiics. 


e  tiujuunl'liui. 
s'iippliquF  pus 


l> 


•ssiot.  —  Sur  nue  cIouIjIc 
(ioi()-ioai). 


-ali$a(i.jn  do 


Sur  les  positions  d't^quilibre  instable,  (loai-ioa^)- 


EiDile  de  l'insitibirité  ilnni  le  « 
lïun  des  Forces  n'est  pas  mixiuin 
tino  iiolee  d'^uilibre  ir  =  o,  j*  = 


lisiaagc  d'uni 


position  d'i^quililire  où  la  fonc- 
i  des  forces  est  du  second  ordr^. 


ind  U  n'est  pas  m 


'iricnrd.  —  Sur  le  déplacement  d'un  plan  don 
d(5rivBnl  des  lignes  spltériques.  (ioa4-iO'26). 


nnt  lei  condilioai  Ui  plut  géncralet  dans  letquelles  le  dcplac 
plan  l'effectue  de  telle  manière  que  loua  iei  painlt  retient  ii 
r  dont  lei  centre»  appartiennent  à  un  mime  plan? 


Quelle, 
Ment  d-u 

La  solution  que  M.  Dricard  a 
lème  articulé  forrai^  de  dc:ux  [ 
pur  des  liges  rigides  : 

On  Diin^De  Jans  un  plan  P  d 


I 


lai 


r  P;  0 


<igal  i  OA.  UissanL  liie  le  prc 
nière  que  le  point  A'  reste  sur 
le  point  A  et  que  les  deu\  pla 
Dans  ces  conditions,  les  point. 
les  centres  appartiennent  au 

Stehloff.  —  Le  problème 
problème  de  G.  Ncuinut 

L'existence  de  la  densité  d'u 


du  plan 
<lan  P. 

de  la  ( 


I  disiriljitiir 

jiiG-ioay). 

'I)e  superficielle  si 
'■  d^ns  quelques  c 


Picard  (Ém.).    —   Sur    les  périodes    de; 
foncliuns  algéini(|ues.  (10(18-1070). 


intérieur  ■ 

ie  semLlaiii 

kloir  la  dëi 

nonlre  et  d< 

mann  poui 

-  les  sutiac. 

icrminées. 

9  O  et  A  et  l'on  ùlèïe  <Ja  pcrpendicu- 
ogne  (P',  A',  O'î')  tel  que  O'A'  soit 
me,  on  déplace  te  second  de  telle  ma* 

P'  restent  tous  sur  des  sphères  dont 

1  de  l'éloctricilc  él  le 

Nlts,  m.  Sle- 
u  du  prolilùnie  de  C.  ^cu- 
urs  courbures  liiiies  et  d.'- 

nKîgrales  doubles  de 


L'auteur  rappelle  k 
de  ces  intégrales  et 
Bull,  des  Sciences 


il  s'est  pliic, 
ijtcnu  leurs  | 
.  XXIII.  (A 


M  SKCONUE  PAIITIB. 

logi«  «stei  coropléle  cnire  les  périoilcs  de*  tDUgrdec  «impies  el  celf**  dm  («• 
légnilu  doutiln  ;  pour  celles-ci,  oc  sont  lei  cycle»  de  ceruinet  jqailiuB»  dit- 
fércDiidlM  lintaires  qui  remplacmt  I«  rvcles  dtM  foocliani  algébriques  d'uM 
Tahable.  Mais,  daat  l'clude  de«  numbrcï  iotaritnU  issocii^s  A  cri  tfaton'e*  il 
te  présenle  dc«  dilTérenccâ  scDMbl«  sur  Irsquellcs  il  y  aura  lîpu  de  rcTcnir. 


Painiefé.  — 
où  deux  de 
io8i)- 


Sur  I.-   pml.h'm 
corps  se  cliutiiie 


des  trois  corps   («l  de*  n  corps) 
it  au  boiil  d'un  temps  fini.  (1078- 


L'aulear  ^Ludic  hf,  Fondiliunï  pour  que,  diins  an  «ji(i>ine  de  n  poinlt  s'alli- 
rant  suivant  la  loi  nenloaiennc,  dcuK  corps  H  cboqucnt  au  bout  d'an  tempt 
lînï.  Dans  le  cas  de  deux  corps,  les  rnodilions  snnt  alfcbriqoes,  mais  dit  ^ue  a 
depatit  ■>,  let  conditions  de  ckor  »ont  tranucendanlei,  L'an«t)'sc  de  M.  l'ain- 
levé  pniuve  en  oulrc  que.  dans  le  roi  du  inauvement  plan,  la  condilioi*  du 
thoe  ne  taurail  se  traduire  par  une  relation  V  —  o,  où  P  toit  atgéttritfot 
par  rapport  aux  vileues  et  fonetian  uniforme  (ou  à  un  nombre  fiai  de 
branches)  des  coordonnées. 


3fnngeot{S.).  —  Sur 
surfaces  dérivées  des 


a  réseau  conjugué  (t.irticulier  de  certaine 
iurfaces  du  second  ordre.  {io83-io8G). 


Lea  sarfaces  de  ijmélrie  î  d'une  quadriqui^  S  siinl  paru»  1rs  surfaces  T  dont 
cliacuDC  esl  le  lieu  d  un  poiol  dont  la  disUacc  i  ch»qu«  plan  principal  de  S 
etl  propurlïunncllc  au  produit  dos  dïttancrs  de  ce  point  i  deui  painis  dterî- 
laat  deui  quelconques  des  courbes  C  dont  les  tangentes  sont  perpendiculaire* 
i  leurs  polaires  par  rapport  â   la   quadriquï.  Les  suibcr*  T  «ont  repr£iml<«i 


r  le*  (or 


r  du  r  dv 

t  admetlenl  pour  ri^«eaa  conjuçu^  les  deux  («miltcs  de  courïics  «  =  coiut.  «t 
■  =  conîl,  H.  MatiKi-'ot  i^Ublit  quelques  propriëUs  de  ces  surfaces,  d*j*  con*î- 


RIÎVUK  DES  PUBLICATIONS. 


»7 


Si  dant  lia  tytitmt  ortltoiqwe  pot»if.  la  cote  première  de  chaque  variable 
indèpeadanta  eil  r'gftle  à  i  (lei cote» premièrat  dei  diveriei /oaclians  ineoii' 
nttttélant  t/ueleonr/ua)  tei  inlègralet  itypot/ieiïquea  répondant  à  det  o/i* 
dition*  Irtitialei  arbitrairement  choîiiei  existent  effecliuement. 


PcUel.  ~  Sur  les  surfaces  a|.|i!ical)les  siii-  une  surface  d^  révolu- 
liaii.  (i  i5g-i  160). 
OviDunslralioD  de  ci'  Itiéor^niL-  ; 

•  Soit  A*  Ua-+  W  dv'  te   carri  ili>  l'clémenc  llnvatre  d'une  surface  :  su|i|iii- 
«ons  A  el  B  rnnctiuns  (11-  lu  cuurburi!  tulile  dr  l»  sarCtc;  ni  Is  rapport  r  ~  g 


csi  le  farré  de  l'élémenl  li 
fave  dannfc  est  applicable 
n'cït  pas  applicable  sur  m 
g  =  <f{au  +  bv).  a  tl  b  él'» 


\a>n  d'une  surface  i  cuurliare  constanie,  la  sur- 
ir une  surface  de  révuliilion;  sinon  la  surraec 
furface   de   rÉvolutiou,   A   moia^   que   l'on   nit 


Lé.me.ray. 


Sur 


cqual 


>  fonclionntlles  linéaires.  (ii(>ci- 


Lion  inconnue  .■5t/(j:)  et  où  l'on  a  par  lict 
/■~l^l=/[/-'-'(3:)|. 


1   solul 


cocfQcienls  a,  . . . ,  A- sr 
problème  de  Halibagr.. 


générale  de  ces  équnlionj 
qui  résout,  comn 


THB  MESSENGER  OF  SIATIIEMATICS,  L'diled  by  J.-W.-L.  Glaisheb. 

don  and  Cambrirl^P,  Hacmillan  and  C°  (M- 

Torna  XX;  iSgo-iSgt. 
Mannheim.  —  Sur  les  normales  aux  coniques  (i-a)> 


(')  \o\v  Uullflin,  I.  WIII,,  i 


8«  SECONDE  PARTIE.     . 

Une  coniciiic  el  sa  polaire  réciproque,  par  mpp»!-!  k  un  rcrrlc  rfp  rentre  O. 
oui  les  mi^mes  normales  issue*  de  O.  Conséqu.-iiefs. 

Ilammond.  —  Eiiciidc  et  la  loi  associaiive.  (3-4)- 

La  aéinonslralion  de  la  loi  a(6c)=  (afr  )c  se  rrouïc.  «>iis  unr  auU;-  lor , 

dans  les  Ètémenis  {livre  7,  prop.  \V1,  XVII,  XVIII). 

Greenhill.  —  Les  lignes  de  Sumner  Jaiis  le^  caries  di;  Merciilor 
et  sléréograpliiqucs.  (4-Ji)- 

Les  lignes  de  Sumner,  dans  une  Carie,  représunlenL  Ira  pi-lit»  cercles  de  )■ 
sphi-re,  eonsidérés  comme  lieuii  des  poinis  pour  jes^iisls  un  aslre  esl  k  un 
BiomenL  donné  à  la  même  Imiiieur.  L'observation  de  U  Imuleur  d'un  astre  «u 
moyen  du  seitlanl  et  la  lerture  du  rlironoirèlre  fournisseDt  aîusi  un  lieu  du 
point  011  l'on  se  trouvi.'.  Il'où  l'inlérfl  de  l'étude  de  ces  lignes. 

Pearson  (A'.).   —    Sur  les  (;x]iériences  de  Wiililer  rclalivi'*  iiii\ 
vibrations.  (ii-S-). 

Cunnlii imitant  {A.).  —  Sur  la  rechercdie  des  diviseurs.  (37-45). 

Mannheim.  —  Sur  une  parabole  liée  à  une  conique  par  certaines 
propriL'lés  remarquables.  (4J-4'^)- 


Enveloppe  di 


IlEVUE   UKS   l'UiU.ICA  TKINS. 
Cayley.    —  Noie  sur  l't^qiiiition   modiilnirc   de  Sclil; 
transformalîon  cubique.  (5(j-6'i). 

liurnsidc  {W.).  —  Sur  Tôqualion  diflV^renilelle  d'un 
coniques  sphériqucs  coiifocalcs.  (tio-63). 


Cayley.  —  Noie  sur  les  racines  neuvièmes  de  l'uniU'.  (03). 

:s  do  IViiualion  j'-t-  ,1  jr  +  ■  -  „, 

tiuinside  (H'.).    —    Sur  une  propriétr  i\a.    coiii-lir*   Isulliermcs 
planes.  (fi4-(i8). 

ItElïtioa  linéaire  wilrc  le  nmnbi-p  de  courbe*  liinilBnt  unt 
de  pgints   sur  en   courbrs  □(■   une  fonction   huroiani. 
t  \t  nombre  des  poinit  doubles. 

Cayley.  —  Sur  driix  Invnn'aiits  d'une  fonetion  qua(tri-(|Uïidiique, 
(68-70). 

Si  l'on  considère  une  [urmc  boiiin|;fne  ci  Aa  «ccunil  degrd  pur  rHpport  k  x-, 
y  d'une  pari,  par  rapport  A  u.  te  di-  i'iiuire,  les  deux  diïcrlaiinanl!!  leropl  des 
rornici  dii  quatrième  dcgr<>,  ayant  les  m^nica  intnrraiils  du  aeuuiid  «L  du 
I  roi  si  t  me  degré,  invariniila  que  l'illustre  auteur  Uirmr  eiplicilemeut. 


vI/hMp»-s(G.).  —  Délei 

(-0-74). 


■uWt 


■t  forr 


s-tii,,l^,.s 


Cayley.  —  Snr  un  i:as  particulier  de  réipjiiti.iM  ililll^rentiidle  il.i 
Lroisiénie  ordre  de  Kinnmer.  (75-79). 

Élude  d'une  îoluliori  pari  iculiérc  donnée  par  M.  (iout'iil  d.irii  ii'* //ee/ic'Tft-'i 
tur  l'éijualion  de  Kummer  {Aeta  Sot.  Sc-  Fenniete.  t.  ,\\,  p.  471). 

Dixan  (>(■).  —  Sur  la  somme  des  euhcs  des  coefficirnis  du  deve- 
ioppemenl  de  (1  —  x)™.  {79-*^o). 

Tanner  {L.).  —  \olc  stu'  la  méthode  de  diirivatîon  d' \rljogast. 
(«,-8î). 


tp  SECONDE   PAIITIE. 

Tanner  (/..)-  —  Sur  l'hisloire  de  la  règle  d'Arbogast.  (83-iOi3. 

Dëmonslration  de  celle  règle;  liste  des  Ménioirojt  aii  elle  esl  uUllï^ 
Johnston  (J.)-  —  Noie  sur  les  congrueDccs  de  lignes.  (io9-!oi). 

Mac-Mohon.  —  La  tlitWie  des  paiiilions  parfaites  «L  de  la  com- 
position des  nombres.  (io3-i  19), 

Une  partition  parfaite  d'(in  nombre  est  une  pi 
seulement  une  partition  de  tout  nombtt'  plus  | 
explique  une  loi  d'dprès  laquelle   les  partilinn;  [ 


Cayliy.    —   Correction   à  la  iNole   sur  r<;i|naliori    tiiodiiUii 
Schluili  potir  la  transformation  ciibitjiie.  (<ao). 


Glaisher.  —  Tliéorènic  sur  les  sommes  des  | 
nombres  de  la  stiiie  nahirelle.  (i-io-ijSj. 


s  puires  de; 


Uernuulli. 
G  la  t  s  lier. 


Itelalion^i   réetirrentes  contenant   les  somincâ    de: 
s  des  divisetirs  des  nombres.  (lag-iSô). 


lie  d'aduiijdii  aes  lonci 


tiûii  de  cerlaines  séries.  (  14^-1 


Biirnslde{ll'.).  —  Sur  un  cas  de 
145). 

Burnsidc  (  H'.).  —  Noie  sur  le  il.éi 
hyperI>oli<]ues,  (i4^-i4S). 
Uémuiistmtion  ^éuni^lrique. 
Burnside  ((('.),  —  Correction  k  une  Noie  pri^cédcnte.  (M^). 

Cayley.  —  Sur  la  notion  d'une  conrbe  plane  d'ordre  donné.  (i48- 
,5o). 

Cayley.  —  Sur  les  é[iiiroclioïdes.  (i5o-i58). 

Cercle  des  innexions;  ftuclp  du  iias  iiii  Is  roulelte  est  une  conique. 

Hammond,  —  Quelques  formules  d'Arithmétique.  (i58-i63). 

Diverses  propriétés   où    rigurcnl   le   sjmbole   [x:a)  qui  rcpréscnlc  1  ou  o 
suivant  que  —  est  eiiLier  nu  rracliunnaire,  le  nombre  dus  diviseurs  d'un  entier, 

Burnside  {W.).  —  Une  proprieli' des  sidistî  tu  lions  linéaires.  (1 G3- 
166). 

homogrlphique  portant  sur  uni!  viiriuble  c[ini|i]eic. 

Brill  {J.).  —  S.ir  l'appliciition  d<;  la  mélliodo  des  polaires  réei- 
proqucs  auK  lliéorèmes  de  Slalique.  (1(16-171). 

.application  de  la  niétlmdc  do  l'aiilcur  (  ,l/csieii,çci-,  i^^**;)  pour  rcprostnter  un 


!l-i  SECdNDE  PARTIE. 

Glaisker.    —    Noie    sur    les   sommes  dea  pui 
nombres  pairs  ou  impairs.  (i^a-i^O). 

Conijiliienre  de  la    fnrmc  du    ocfricient  de  x'   da 

Gtaisher.  —  HclalioDs  réciinonl 
puissances  des  diviseurs.  (177-181). 

Suite  d'un  Mémoire  signalé  plus  hial. 
Ilammond.  —  Quelques  formules  d'Aritliméliquc. 

Suite  d'un  Mémoire  signalé  plus  haul. 
Glaisher.  —  Sur  les  foncttous  elliptiques  de  ^-  (lyi-i  ()->). 

Valeurs  de  «n,  dnu,  de  Icun  invircses   H   de   leurs  ijuolieiil!!  tnuluels  p"Ui 

II  =  ^,  dMuites  de  rèsullalï  du*  i,  M.   l-"nrsyl1.  l't  k  M.  H111 

Tome  XXI;   iMy.-iKç,-:.. 

Sj-licslrr.  —  Sur  les  suites  arilLniëliques.  (i-iy). 

Si  (Iau5  le  (>roduil  des  numbrea  enlicri  consûculifs 

III  est  plua  graad  ijue  n  — 1,  ce  produit  cootieat  ua  nombre  piemler  non 
Uuudac»  h  suite  1,  i,  3,  ...,  n. 

Si  V  est  le  nombre  de   nombres  premier»  roateou  diius  lu  suite  1,  3,  , 


HKVUK    IIKS  HUHI.ICATIONS. 
Sur   révaluBlion    de    <f(ri-i~flr-i-iff)-i-...-*-f{n)  quand    l'o  ti 

if(o)-i-9(7)+?(ïç)  +  ...  +  p(n)  en   (onetion  de  n;  par  exemple,  u  ^      ■) 

*(")  +  ï(')  +  Ç(-'i)+...+  ?(/i)=4'(«). 
on  *ura 

9<>)+ 9 (^)+î(5)  +  .,.+  ç{H )  =  >!■(")-  ^'J'(")- 
liouse  Bail.  —  Nombres  de  Mcrsenne.  {'if\-f\o). 

I.iale  des  r^'^ullalH  cunniK  aiir  le  laractiri'  premier  uu  composa  des  nambres 
nr — I,  oa  p  cat  piemier,  aveu  IcJ  tércreiices  Quelques  résultnls  doivent  £lrc 
corrigés  dapreg  de«  iDdicaLioos  dunnues  plus  toln  (p.  lai),  iadications  oii  il 
convient,  de  relcter  la  rtftrenre  a  on  Mémoire  d'Euler  dans  le«  Commenta- 
lionet  Artthmtlicte  collecl/e,  t   1    p   î    NuinLres  parfait». 


Fujisawa    -    Noie  sur  uni  l.irniiile  îles  lia 

(4o-4i). 


onîtjupsspliérifiLics. 


Andurson.    —  Noie  sur  l'équilibre   d'une   surface    fermée   sous 
raction  de  forces  normales.  (4^-43), 
Lr  ihiorèrne  dû  \  M.  Bertrand  : 
■  Une  suiface  fermée  est  en  équilibre  quand  chaque  élément  u  est  soumis  A 

une  force  normale  proportionnelle  à  uj  —  -< ).  p,,  p,  fiant    les   rajuns  de 

courbures  principaux  ", 

ne  peut  pas  être  généralisé  en  remplaçant  —  H par  une  autre  funrllnn  de  p,,  p,. 

lîogers.  —  Note  sur  les  fonctions  propres  à  représenter  une  sub- 
slilution  d'un  nombre  premier  de  lettres.  (.{4--I7)- 


,   par   M. 


:  {Algèbre  de  Sen 


Glaisher.  —  Expression   de   la  somme  des  cubes  dos  diviseurs 
d'un  nombre  au  uio^cn  des  partitions  des  nombres  plus  petils. 

(47-48). 


Glaisher.   —    Uelalions   1 
puissance:»  des  diviseurs.  (4!)-'>J 


les   conlenanl  les  sommes  des 


94  SECONDE   P.UlïlE. 

Glaisker.  —  Expressions  pour  le^  Irmuiions  svin<5triqiics  de  I,  G, 
E  ail  moyen  de  q. 


=  E  —  K,       G  =  K- A'-K. 


l'uuteur  donne  des  expression»  des  pMmîfrps  fonciiiins  sïmélriqucs  (iii*i|u' 
cinquième  ordre)  de  i,  g-,  h;  par  exemple 


-,,V».(.I, 


jtnderson.  —  Sur  les  centres  de  pression.  (6g-^6). 


Jiichmund.  —  Lu  somme  des  cubes  des  coeflicienlsde  (i  — x)*". 

(77-78)- 

Campbell.    —   Noie  sur    la   iransfurmalion  simullanéo  de   deux 
formes  quadratiques.  (78-83). 

liurnside.  —  Deux  Noies  sur  la  ronclion  \>u  deWeierslrass.  (84- 
8j). 
L'une  (II!  CCS  élites  riiiitient  une  dùmonlraLion  très  simple  de  la  relation 


Il  n'y  a  pas  de  svsloriic  ilr  sc|>t  pnints  (vis  i|iic  l'iule  i!ul>i[|ui:  itui  | 
s  »|it  points  pa«se  pur  un  liuilîèinn  point  diiterniiaé. 

Cnyley.—  Sur  la  formule  deWaring  pour  la  somme  des  i 
Jouissances  des  racines  d'une  équalion.  (i33-i37]. 


lirill  (J.).  —  Une  proprléL:^  de  l'équalion  de  coiiducliljilité  c 
chaleur.  (i3^-i3t)). 
Si/(  j;,  y,  s,  l)  ni  une  solution  de  IVquulion 

'Il  ~  "  \'i)x^  ~'~  iiy-  "*~  tij-  r 

I    io      '"•*      /(j,   ^.  y  -   '-j  eu  aiis,i  une  s..lmion. 

Tanner,  —  Sur  quclijucs  racines  carrées  de  l'uiiile  [mur  un 
dulc  premier.  (i3y-i44)- 
Il  s'agit  lie  déterminer  les  euprCKsiims 


1   l'lt:)^=,(m...ip). 
.mior  p 


gfi  SECOMlH  l'AIlTlK. 

Segar,  —  Sur  la  sommation  de  cerlatnes  suites.  (i45-i.(7). 
klaAe  des  sommes 


y 


-  y.: 


.  forment  unt  suite  rfcurretiu,  avec  l'écheltc  de  ivItiiDi 


Segar.  —  Sur  un  ihéorème  de  la  théorie  des  délerrumanis  (lA  i 
Jacobî.  (148-157). 


Propriétés  de  dùlcrmii 
liomogi-ncs  de  r  lellres. 


■    pradutts 


Campbell.  —  Note  sur  le  nombre  maximum  de  points  arbitraires 
c)ui  peuvent  être  choisis  pour  points  doubles  d'une  courbe  ou 
d'une  surface  de  degré  quelconque  (i58-i64)- 

Donner  m  puinU  douhka  cl  «  poinls  simple*,  pour  déterminer  un*  courba  île 
degré  n  équivaut  â  3m -1-*  cunditiinii  liiit'airei  intlepcdanlei:  il  j  a  ejtceptinn 
pour  H  =  1.  n  =  i  (  une  droite  double,  une  conique  double  ).  mais  seulement 
pour  ce*  cas,  Tiicariïmc  nnalngue  puiir  l'espace. 

ûiirnside.  —  Sur  l'application  du  théorème  d'Abel  aux  îniograles 

elliptitjitei  de  première  espèce.  (164-170). 


l'ioiersceiioB  de  la 


AppliciiUon  Bux  formes  ne 
Seffar.  —  Surledélei 

SI  l'on  pn^e 


nalcs  de  Legcadre,  Weieratraas,  Iticmai 
inant  ninUinoniial.  (177-188). 


en  prenant  le»  dàriviti  lugariili iniques  ei.  ca  égalanl  k-a  coefllcienls  de» 
puissances  de  j,  on  obtient  aisément  A,  sous  la  forme  -j — ^—^  x  II,  D  étant 
un  iIiilRrm inant  du  r""*  ordre,  que  l'auteur  appeJle  mullinomtal.  et  dont 
l'èttiilc  le  conduit  à  plusieurs  propriéti^s  intéressantes. 

Cunning/iam.  —  Stn-  le  cercle  des  neuf  points  ci  l'iine  oillin- 
ceulraf  d'un  quaclrilntcre.  (188-191). 

Segar.  —  Noie  sur  une  remarqualtlo  suite  de  nombres,  (191). 


Toino  XXII;  jaoi-iS.jî. 


r  une  classe  de  fonclloni 


Kleiber{J.). 

intégrales  ellipliijues  complètes,  ou  qui  sont  liées  aux  fonctions 
de  Legendre.  (i-4'i). 


Considérons  l'éi 


n  dilTécenlielle  linéaire 


i(i  !;)■'•'•■ 


el  satisfera  aussi  ii  une  i'i|ual 
à  -h  comme  i)  i  j-. 

Les  deux   ronclions  hyper); 
issociérs  si  l'on  ;i  1  h-  1,  ±=  <i. 


SECONDE  PARTIE. 
La  looclMQï  (de  it)   K  Cl  G  =  E 
is  de  Wcier«lraM,  les  foi 


de  rintaiiiat  J  (.voir» 
L'>ateut  tDulllpXe  le 
Iriques  inUrevuiiiles. 


Traité  da  /onelionM  ellipliquet,  I-  t,  p.  Iift- 
iptes  et  donoe  quelques  interprètatima  féomt- 


Cayley.  —  Noie  sur  les  courbes  orthogonales  h,  an  sjfslèmc  de 
courbes  planes.  (45-46). 


Segar.  —  Sur  une  inégalité.  (47-5i). 

'ïiiliti)!  sïgnaJées  dan!!  \e  Tonir  pri'T^denl;  |>ar  cxenipir, 
o>i>e>...>/.         >n>n 


C,iair3\\f.a\ 


Oxlmrii.   —   Nnic    sLir   lo  niiniéraleur  J'unc  progression    Kai 

.e-(3'-5»'. 

Si  p  tsL  premier  le  oumërati'ur  de  -  -i-  -  +...-*-  — —  esL  divisible  par  f^- 

IHch.  —  Un  ihéorèine  sur  les  facteurs  numériques.  (52-55). 

Fucluur  di'  N  ^ixis  Tormu  d'un  continuant. 

Mnnsion.  —  Stir  la  loi  des  grands  nombres  tie  Poisson.  (56). 

Segor.  -^  Dt^duciion  de  cerLains  déterminants  d'autre-*  d^lermi- 
ii;ini?,  du  forme  indéterminée.  (,»--(>-). 


peut  Atre  rcpré!icnliïi 


j..i.)-(K^ 


le  carré  du  nioduk  pour  les 

runct 

égal    à    1^5.    Les  cas  ,= 

<■-  ' 

auieui 

Signalons  en  psrliculier  le^ 

*  ëgali 

SKCUNIH;  l'AllïlK. 

runctions  ellipliquo  de  la  dci 


■'f:f: 


^  À  =  i=-  ^-'S  ési 


^r("^)"' 


ni  l<;s  |iiiissances  ilu  A"^ —  A'''. 


ataislicr.  -  Dévelon]).? 
(■.,y-.5S). 

Ôiilre   les  résultats    que   nuufî   vpnntis  ùe   ini^ntionncr,  i'dtuilc  parliculièrc 
dma  premières  luteun  de  n  cl  d'uutrci  r^sullal»  aHalo^uts  concernant  des  iniè- 

grales  où  figurt 


p 

■ 

1 

■ 

II 

■VLlIi   III 

S   l'L'Ill.ll'.A'l'IDNS, 

■ 

n 

■  „. 

t>«  le  |.r« 

mir 

mcm 

,n-  ,1c  l.-.,|u 

cite  k  oarn'  du  mo.liik  ol  ^  — 

^^■«. 

■ 

I       a: 

a  M.  tJl 

llIXTIll'C 

.in  KMndii 

nnil.1T  d'iileniiii'*  iiii*vfs*aiiirs. 

■       C.hiUhvr. 

- 

Valeurs  d'intégrains  en  liniriion  i\v  /.-.  ( 

iv 

.-.«).    ^ 

1 

- 1 

„l 

sré^n 

Ut*  rnnien 

*  dans  ep  iinuvi'l  urlirle  rAnltcii 

dp  1 

rrlu- 

1 

("•"■ 

■■Hdn 

«</» 

.1 

■1' 

^H 

¥1; 

(ni  +  0</.-.),,. 

,{ffl  +  „^,) 

*-'-. 

-1- 

Xr 

ifslfr 

- 

Nnl, 

sur  un  p 

..blême  de  neuf  ^Coli^ies.( 

1 5()- 

j6,.l. 

S.-, 

rrilct. 

S 

s.lilr   (1.- 

,.ni„l,  ,lnM„r>  |H.r  des  s.n 

"•"■ 

■,.„r. 

A» 

>/".  - 

- 

.iiniu 

s  de  l'exp 

■udivu 

uc 

x.y. 

lianL  pqsilj 

i,  p  el  ç  rôi'lB,  cpllp  ri i"'— -1.111 

*,   r, 

..[.r.... 

„ 

7 

• 

.E, 

1  :  déuian» 

»lion  élL'mcnUin:. 

Scgar.  ~ 

s 

irles 

.«cines  d 

e  cerlaiiiK  roiiliriunnls.  (17 

-iR 

). 

On  sait  que  \a  malhénii 
|A,J  doni  la  éliïineoLssQn 


iinxlaï»  appoUenl  conff/tuaiif  un  délermiiiont 
rsqiic  ladifli-rcncc  colre  l'ety  rst  plus  grande 
jns  rn   i    nblenui-s  <-ii  li^iilHiil  h  n  1rs  rrxili- 


la  premiûre  rquatiun  a  toujours  ses 
récllu  et  pnsllives  si  a.,.,  et  a,.,  , 
nirines  réelles  ei  négatives  si  a, ,_,  ei 
en  tirer  des  conclusions  lorsque  l'ni-d 
qas  fuit  l'auieur,  en  pariiculier  pour  tu  fiinr 
ses  racines  réelles. 

Scgai:  —  Note  sur  In  lliéoriu  des  foi 


AppticBlion   aux    n'sulliils  précédais   idiitifs   !i   J_(.r 
Utgaerrt  (  Comptes  rendus,  i,  XC\ ,  p,  H»a). 
/laU.  lift  Sciencei  malfieni..  i*  -ùtir,  1.  WIN.  (  Mu,  iX, 


en  réelles;  la  seconde  a  ses  racine'- 

suDt  de  signes  coairairei.  On  peul 
cunLinuant  devient  infini  :  c'est  ce 
rtiiiii  J„(j-)  dp  net^el.iini  u  h.uips 


JOi  SKCUNOE  i'AIITIIi. 

Cay/ej-.  —  Sunin  cas  de  l'involnlion  \F  +  BG  +  Ï^H  =  0,  < 
A,  B,  C,  F,  G,  H  sont  des  forraes  quadratiques  lernaircs.  (183- 

186). 

Les  «eize  poinls  li'inIrrseclÎQn  di?s  rourbes  AK  =  r>,  BC  =  n  snnl  anr  la  cuurbe 
CH  t=  o;  supposons  qu'il  y  en  ait  huit  sur  C  H  liuil  sur  H  que  l'un  (l£Mfn«r* 
par  I,  I,  3,  4,  5,  6,  7,  8.  L'auleur  ctuilir  la  forme  de  l'idcntilL^  précédente  eu 

^•2^.  3678.  ■■j5'i,3l7H. 
Cayfpy-  ~~  S'""  '^  di^veloppenienl  de  (1  -f-«*jr)".  (18Û-190}. 


bip  la  fractiun  —  <  et  di^veloppenicnl  a  ses  coefGcJenli 
n  est  fuii  Jc!e  sur  ce  lEniorèinc  de  M.  Segar  (  Meittnger, 
nombres  enliers  positifs,  J' (  a,  p,  y,  ...) 
1),   [M.  Cajley  désigne  par   le   symbole 


p.  S9;.S9a):.Sia.  jï.  T.  . 
est  divisible'  par  ;^(n,  •.  ■>, 


/iiirnxii/p.  —  Noli;  sur  les  subslitiilions  linéaires.  (190-193). 


Â//'ni  Ciintnnsl 
(,-fi). 

Il  s'agit  de  diiti-i-ininer  le  nnmbri- 
ptitet  (e'csl-fi-dirc  daiii  lesquelles 


■I.    —    NoiiilM'f  des  n"' 


du  «'•"•  ordre  ineom- 
■9)  qui  sonl  proprtt. 


HEVUE  OliS  rUULlCATlONS. 
Cayley.  —  Sur  le  cercle  des  acnfiiointti  d'iiii  lrianf;lp  |il  | 

"7)- 
lifiHers.  —  Noie  sur  une  Iransformalion  dis  s.^ries  (Ir  ilei 

:si). 

Kn  (luiaot  (  Heine,  Kugel-Functioutn.  \.  I,  Chap.  II  ) 
II-  trmip  qui  ™rre'i|"fiiil  ii  r  -  ■>  (îliinl  i,  ta 


-«)(.-«)       Z<^     *      (.-cKi-<-7)...(  — C7n('-3;){i-j-?)...[i-;r9')    "     '^''' 

Cctic  identité  cod tient,  comme  cas  particulierï,  un  a'9Cf  pranci  iiomlire  d'iden- 
titis  de  1b  théorie  des  tondions  elliptiques. 

Segar.  —  Preuve  d'un  Uiéorèine  de  la  théorie  des  nombres.  {3i). 

Démonslralion  directe  du  théorème  d'Arillimi'iit|ue  sijrnnl''   i,  X\II.  p.  h>i. 
l'ai,   [>|U5  haut. 

Cayley.  -  Valeur  ntiméri(|ue  de  r(i  +  /).  {M-M)). 

Burnside.  ~-  Note  sur  la    théorie  des   fonctions  d'une  vaiiiJjle 
,     réelle.  (40-42). 


^^^^-m-'.T^^--. 


ai  est  continue  pour  toute  viilrur  itr  j:,  qui  \ 
e  peut  pas  i^tre  développée  en  une  série  cnii 


Cayley.  —    Sur  l'intégrale  de   Riclielot  do  l'équation    dilli'ren- 


duns  sim  Sk-nioirc  {Einigi;  neue  Inlegriilglcichungi-i 
f  PifferentialgleichiingeiiiCielle.  l.  •»)].  Iticlieli.i 


si:r.nNr)K  i-miiih. 


V'K*- jr 


arl)ilrairrs  rt   où  e  =  a  ~t- bt -f- ire:-T- (itH-»-**' 


.Srgar.  —  Llinilc*  de  l'expressioD  :^:j--^-  (^--içt). 

t.<'^  r.'siill<ns   d.'mnnlrés  par   M.   kaiglit  (  .Veuenger,  l.   VMI.  p,   itij-l^i) 
Mml  ruiitenua  dans  r<?iii  que  l'dultur  a  ijoiin.^  l.  \XI1.  p.  17.  On  oblirM  Ht» 

prnpositioii  plus  gcnùiiile  en  parlant  ili-  U    rtjjlc  rrlaliii-   nii    siRn--  ilu  drlcr- 


Hiirn^Uii'.  —  Note  sur  lu  lliéorîe  des  grou))cs.  ^  jo-ÎO). 


iiifilr'  de  lj  ii.éMiodc  evposi'e  par  M,  VycV.  l.Valli.  .Inn..  i.  X\),  Si  J',  ij 
cm  Mnil.olononiuiiitilutalirs.  lL-Uq"crnoaill"^i.ri'=i.(PQ)'^,, 


lucvuii  mes  l'uui.icA  hons,                     K.i 

■ 

/ioiise  Hall.  —  <:iirr.;s  iiiagiqHes  pairs.  (tiJ-Gg). 

Tiiyloi--  —  Hyperlioledqiiilatère  liée  à  un  triangle.  (69-70). 

Kilc  p»»i'  en  perliculior  fur  Jes  quatre  ceiilros  dos  tercles  Un«i:iiL!.. 

Irvinf;  Stringlmni.    —   La  rêsolvanle   cubique   de  Cajicj   cl  la 
cubique  i-iSduile.  (71-7-1). 

Hdalion  lioriwiirjfilaque  unlrc  If-  i-ji'ihï.-.  ilu  L.  irsi.luinlc  (C^jlc>  ) 

Û'-M(0-i)  =  .i 

.■1  (if  l'iiNiualion  1  ;■-;■,=    -  S,=<i,  nUtives  ^  une'  Ûqii.iLion  «lu  .|iiiilii.-mc  .li'S<^- 

MirhII.  —   lliK-  curie  pour  Ih  fonctipn  Z;  un  pvol.lt'^mc  de  con- 

df.oaifi.rs.   173-7X1. 

llppWM'iitalion  r,"nftirriiP  :^  /.(  ii- -i- rk),  .>u  /-  p*i  U  r.Midi'.n   dp  Jaobi; 

Cfiylpy.  —  Sur  lu  surrucc  d'ordre  /i  qui  passo  jxir  une  cubique 
donnée.  (79-80). 

Lu  ciibi.iiic  csl  siippi.si-t  ilii'iiiùf  i'iiin   \.>  U'iw 

x:.v;i:>^-=i:e:(i':0- 

V     D     C   1 

y     :     \y\ 

■  •«   \.  1!,  i;  ■(iiiil  k'.  (..riciion»  ^ai!rul«9  d'ordre  „  -  , 

fiiiltiip.  —  Sur  le  pniul  caudiuu)  d'un  insli'uuu'ul  d'oiitiiiui.',  |<Si- 
88). 

Kxp<wli.m  .■J.-<nenl«irp  dc^   i>r.)prn>t,;-  fuiidnniuiil^.k  -  du  |.ui,.l  crirdiiidl  diins 

t)i.r>,ii.  —  \oip  sur  le  problème  do  Kirkman.  (yS  «(i)). 

Htirmi'lr.  —  Sur   lii  rourlie  d'iiiliTsntlon   .lu   iI.'mk  i|ii;]dri.|ui-s. 

(8,,-9,). 

intpr!.relt«n.  p,.i.r  dtiii  riu;idriitUM  ((*n«riiles. 

!«■■  SKCOM'ii  l'AHilE. 

ElUolt.  —  S[ir  le  fail  (jiie  les  semi-in variants  d'un  quanlic  binaire 
sont  des  invariants  de  ce  quanlic  el  de  ses  dérivées,  (tjcijf  )■ 

DËmonstratinn  île  cr  fait,  établi  |iur  M.  Kcmpe  uu  moyea  de  consid^ntioM 

srapliiques  {Proc.  Lond.  Malh.  Soc  iSçjS)' 

Di'jron.  —  Sur  la  relation  i-nire  une  cubique  el  la  Irnnsformatign 
du  troisième  de^ré  de  la  tht'-orii^  des  fonctions  elliptiques.  (f|,( 


À 


(ilaishcr.  —  Note  siii'  lu  loi  de  IVéqueiice  des  nombres  premiers. 

{97-o:)- 


Par  de«  r-isoODtnients  (ilémenlaircs  Irés  curie 
i  signïkr  lu  défaut  de  rigueur,  M.  GIsisher  an 
«1  f  (x)  diUigae  k  nombre  de  nombres  prcm' 
iiiiu  cx|ir(.'45ion  asymptotiqui.-  <lc  ce  nombre)  et 


m»H  diint  il  «»t  \t  pKBicr 
i  lu  ciinduiiun   «dIthic  ■■ 

intcrieurs  à  x  {oo  plat« 


MliiT  pour  -/{x)  =  logr.  Daii 


* 

w 


UliVUli    DES    l'UUUCA  IIUNS. 
liurnside.  —  Sur  une  propriété  de  cerlains  délermint 
114). 


SI  ilans  an  rlcileruiinanl  du  n"—  onlrc  les  ligni^  succesâin; 
permulatinna  d'un  groupe  aliélien  d'urHre  n,  ce  délcruiinant  est  l< 
Ihi-Irun  lioéiircs. 


^Hobfon.  —  Sur  un  théorème  du  Calcul  dlir.^renli.l.  {ii5-i 

Sur  ropcrali.in  avmlmliiiiii' 

^■(s;-é j^,)"i'"i',.'. ',11. 

\  oii /,  «L  une  fonction  himogâne  eaticTË  _ 
op^ralcurs. 

//m.  ~  Sur  te  tieu  des  poinls  d'inné;  \tn  ^i     r>n.=  .. 

fT  planes  dont  Téquatioti  esL  une  fonction  entière  aeacooiuui: 

^^^1     et  d'un  paramètre  arbitraire,  (lau-iji)). 

^^H      SI  l':t:ar!^Ueré!tulULclel'<:'liminali<>ii  <lu  ilaniiiivtrc  »  vntie /(^,  .>,  «  ) 
^^■<tl  le  licsiicn  H  =  o  de  /. 

P. 


u  des  points  doubks  C  r- 


Cantphell.  —  Sur  la  ligne  brisée  la  plus  courte  allant  d'un  point 
à  un  autre  sur  une  quatfi-iqiie  réglée.  ([.'lo-i3()). 

Crtlp  ^mdc  eu  faite  *iir  l'h}pcrl)ol<.ld« 

a:  =  nKsni(stii'       =    *  dn     <\nv    -  -  """^  en  «  rn.' 
Le  chemin  est  suppose  rnrmê  de  n  segriienls. 
Burnside.  —  Snr  une  application  de  la  lliéoric  des  groupes  au 
problème  de  Kirkman.  (137-14.'}). 

Campbell.  —  Sur  le  mouvement  d'un  corps  solide  ipii  n'est  sou- 
mis à  aucune  force  extérieure.  (i44). 

Glaisher.   —  Sur  certains  produits  numérirpics  dans  lesquels  1rs 
exposants  dépendent  des  facleirrs.  (1  J.'j-i^ô). 
Expression  asymploliqui'  de 


lot)  SBCONDB  l'AItTlK. 

Glaisher.  —  Sur  des  séries  conlenanL  les  inverses  de  puîssancfs 
paires  de  nombres  sous-pairs  ou  sur-pairs.  (17G-184). 
La  plupart  des  icsullals  ublenus  pur  l'iiulcur  se  déduisent  de  l'ideUJlA 

'»4{^)(Hr|)-(S)]  =  -^''-^-"-^"-*- 

Cl  lie  celles  qu'on  eii  déduit  par  diiïiireotiiiliun.  en  donnant  it  x  des  valeurs  par- 
(ieulières. 

lirilt.  —  Seconde  Noie  sur  iine  exiciision  de  la  théorie  des  fonc- 
tions d'une  variable  complexe.  (iH,"j-i()^), 

Yiiir  plus   haut.   Cas  où  l'équation  dont  un  part  i>t  du  serood  degré.  Intcr- 


(il<iisl„-i:   —    Sur  b    constante  ( 
i'.(-.:î' /,".(i-i(>V 


cur  niiiLiérii[ue  de   \  =  i,jMj;i7i3<i.  . .;  le  logariUlme  de  A  est 

d'Knlcr  f  et  aii\  snmnies  S,  des  séries  i  H — _.  "*"  t;  "*- >  pW 


ries  où  ligure  A  ;  cites 


Uli\  llli    llliS  ryULICATlUNS. 


I 


?(".)--="/(;'.«),         <p(n)=ll/(/»,P), 

un  lUppusi:'  li'«  numl>rt"i  ni,  Il  ml;  soU'S  lu  forme 

m  =  n/j',        n  =  np>. 

f(p,  »)  est  arbitraire,  iSuf  la  opdiiiiin  qu'elle  se  réduise  i  i  pour  3=  a;  de 
uiéuic  la  Tonulion  !''(/).  a],  sauf  la  coadllioii  qu'elle  se  réduise  i  0  pour  a  =  0. 

Tsiiitita.  —  (^onstniclion  du  tylindroïde,  (ao). 
liryan.  —  Note  sui-  un  théorème  de  Dynamique  {31-a^i). 

S»ient  qi,  g,,   ...,  i/„  les  cODrdonnéei  générales   ifun  système   dynaiiiii|iie, 

Pi'Pi-  ■  ■   1  P.'*^'  ïilesîos  eorre*poadanles:  soient  6,,  6,,  . . ,,  6^;  o,,  a, «, 

les  <]iianliits  analnj;iics  dans  un  autre  systruie  de  ciiordnnni'es.  paitr  lu  niCme 
VHleur  de  t:  le  dL'K'rrninanl  foDcUonnel 

d(h„&, ft.-n,.«) fl,) 

Cq>-7p)'.  —  Ni>le  sur  l.-s  ciitjalions  de  Plik-ker.  (a3). 

Glaisher.  —  Note  sur  une  lelalion  entre  des<:onsUinles  niialogues 
à  la  constante  d'ICulcr.  {•i.'\--A'/). 


(ty.  SfijiLUMiMu,  Zeiiichrift fiir  Mutli.  u.  Phy:i.,  l.  X\lll,  p.  i3.>|. 

fjinisher.  —  Expressions  de  valeurs  de  lu  fonclioii  V  mi  iji()j<c] 
(rintégrrdes  elliptiques  complètes,  (a;-^:)- 

3'  3'    ?i'  f,'    h'  ii'    8'  s'  s'  N'    "■  ./  7;'  ~,V 


iio  SECONDE  PAKTIE. 

M.  GlaUlier  rcvicoi,  eo   outre,  sur  \t»  iiriei  reprisenlant  /      «ii-ii(/«,   etc. 
qu'il  a  considérées  dans  le  Tome  XXII  du  Metsenger. 

Cayley.  —  Ideiiltlé  trigonomélrique.  (49-5i)- 

Hurnside.  —  Sur  un  système  de  congrueDces  linéaires.  (51-38)- 


Mannlieim.  —  Pio|; 


IctirniinriU  jn  du  «vslèmt!.  farme  de  la  sula- 
I    entre  Ips  a  pour  (|ii'il  y  «il  une  solution. 

iivelle  de  1  indicatrice.  (5(j-6o). 

Il-  c  uriiiir.  en  un  point  O  di,  la  --urhce  (S)  de*  fiiiirljcs  de  ron- 
de (ïi)  obtenues  ftiir  des  pUn^  menés  par  la  normale  en  O,  «■ 
iiiojrn  de  projelaiile<  ii  •.pcitiicmcnt  pirpcndirulaires  à  Ces  plans,  sont  propor- 
tionnels aun  raiii-i  dc<  didaiices  de  Ci  aux  tangentes  de  l'indicatrice  de  S  en 
ce  point,  tanucntes  qui  sont  parallelLs  k  ces  projetantes. 

l-'ifrrers.  —  Pieiivc  du  llieor^me  de  Miqiiel    (60-66). 

]Viirl;iiuinn.  —  Nule  sur  les  facteurs  de  certains  nombres.  (67). 

/tcuv.soit.  —  Le  lliéurènie  de  M.  l'errers  sur  les  nombres  premiers. 

(liR-fio). 


IIEVUE  DES  PUBLICATIONS. 
t  les  symboks  dea  n  iipërations  d'un  groupe  aNIicn,  les  p*  qi 

o-h6S-*-cT+,..+  rfU. 


où  lc5  entiers  a,b,  .. .,  d  sont  réduit*  suivant  le  luadulc  premi 
un  syslémc  lini  qui  se   rc|iroduit  par  odditiai 
Toatcfois,  te  produit  de  dcai  (acteurs  ppui  £lre  nul  s 

Il  (Kimine  en  ditnil  le  ca»  0(1  le  groupe  Blt^ltcn  se  réduit  t  de       n  ions 

I,  S,  telles  que  S'=  1,  elen  conclut  la  fomnaliun  d'un  groupe  d'm'occ 

»=;,■(,,.-,)• 

lïec  un  îou»-groupe  d'ordre -/i'   "- 1"   '"  "  --■•■—-'--  '-  ---  mpéra- 

lions  du  groupe  nbélien  sont  i  -"' 

un  nombre  premier,  eiigr  la  io 
bu  ut  danï  le  prissent  Valumc  du  ... 

Mathews.  —  Note  relative  au  dernier  ihêorème  de  Fermât.  (97- 

99)- 
Laurence.  —  Dfïconiposilioodcs  nombres  en  facteurs.  (100-109). 
L'autenr  montre  comment  on  peut  se  servir  d'une  ThLIc  de  quarts  de  carr£s 
pour  Iroarer  deux  facteurs  d'un   nombre  N  dont  le  rapport  soit  voisin  de  — • 
l  tt  m  étant  des  nombres  donnée. 

tiutnside.  —  Noie  sur  une  substitution  ternaire  de  détermitiatil 
un  à  coefficients  entiers.  (109-1 1:^). 

Une  IcUo  substitution  peut  Être  engendrée  par  Ja  répétition  il  la  coniposilioa 
de>  substitutions 

X'^X-^y,        j:'  =  j:, 


Brilt.  —  Sur  une  certaine  transl'orinatioii  ponctuelle  dans  le  plan. 
(ii3-ia3). 

l.a  transformation  ponctuelle  ùtudiéc  par  l'auteur,  qui  onlicnl  comme  cas 
particulier  une  transformation  qu'il  n  considérée  dans  le  Toniv  prci-édent,  est 
déflnic  par  deux  fonctions  X,  \  Ae  x^  y  qui   téritient  des  équations   de   la 


gcntesauK  tlcui  courbes  X 

snicnt  liés  [>ar  une  rcJaLîon  de  ta  roniii 


(liais/ter.  —  Sotiimalion  de  séries  dans  lesquelles  le  r''"'  terme 
est  t'inverse  du  produitdes  termes  du  ;•'■'"'  système  de  n  termes 
cun^ccutifs  d'une  progression  aritliiiiéti(|ue.  (lai-ijo). 


«"  =  -^57'       ■"'■'>  =  '' 


I 


n  <|ui  ligure   dans  le 


„'   V -        -    '---      — 


oeriicieiiLi  du  dcvcloppeincnl  de  (1  -+■  x)'-'  ; 


UlîVUli  IMCS  l'UULICA'nONS. 
Lloyd  Tafiner.  —  Moles  sur  les  subslititlions 


formes  qitHdi-uLiijdcs  liiiiuirc^.  (i8u-it 


L'auteur  Imite  dent  |)4>ints  d' 
«litutbiis  nutumorphcs  iiroprr»  i 
par  ce  fuit  qu'une  jiuissancF  ik  I 
•téfinition.  qui  t(|iiivaflt  d'alllcui 
Ulion  gi>uffl^tri(}iicr  simple.  Kn  si 
Orlle  df  \a  tliéorie  des  subsiituLi 


nibrea  ^éndruliséa.  I^  l'Aie  de  IVqui 


cctle  tlidnrie  :  d'Kbord  l>  ilfliiiilion  de»  sub- 
.  impropres.  Ce*  dcrnldres  <!Uiil  caractÉris^es 

matrice  correipfindarile  est  égale  â  un  :  cette 
I  i  celle  de  Uirïcliiet,  conduil  1  une  înlerpnt- 
;ond  lieu,  M.  Tnnner  montre  i'idcntità  estcn- 
<ns  autoiiiorphcs  avec  celle  des  unîtes  diin»  lu 


n  de  Pel 


Aforuiheir, 
/luriisi'lc. 


-  Sur  le  cercle  dr  coLiibiiic  de  l'ellîjisf,  (iijo), 
Cdirt'clion  â  un  Mt^moire  imlcrleLir.  Hi(i)- 


.i,|nesde^"-i.(i-i,i). 


L'auti'ur  a  réuni  dans  cp  iiavail  d'ensemble  les  dinTsespioposilinns  d'Algèbre 
el  d'Arilbm^iiiiue  qui  ont  servi  â  déterminer  ees  farteurs  :  il  a  min  i  la  lîn 
une  Table  qui  donne  Im  firteur»  premien  de  a"  —  i  de  n  =  i  jusqu'à  n  =  w 
puur  a  ^  1.  i,  '>,&.  -j.  III,  I),  13.  C.cnc-  Table  tomporlp  naturclli'mrnt  quelques 


Osbo/n.    ~~    Quelques    |jri»pri('-lés    des    resles    ijumli^iliques   de- 
iidinhres.  (.(3-47). 


Mansian.  -  Sur  une  formule  de  \cwloii.  (48 

S„r  la  rormule  appiod.ée 


lîrill.  -  Note  sur  ra[.[.licHlli.n  de  l'Analyse  et  de  la  (M'omélrie. 

Sur  les  prnpri<^Ws  de  la  icprésenlaliun  par  un  poipl  t.  y  de  Ij  quanlili^ 
tuniplexe  j'-t-ij-,  oii  a  est  une  racine  d'une  i'qudli..n  du  n-"-  dcBrè.  Casd'iiHL- 
i^qnalion  du  «^eond  cl  du  troisième  degrd, 

Jtforgan  Jenkiiu.  —  Sur  une  règle  simple  pour  déterminer  le 
signe  d'un  lerme  donné  d'un  délerminanl  et  sur  quelques  pro- 
Itlèmes  oii  intervient  celle  règle.  (60-68). 


u.\  SliCUNDK   l'AHTIE, 

Osborn.  —  Vne  pro|iriéti^'  des  noinlircs  premiers.  (68-6g). 

Matlicns.   —  Sur  In   re^r^senLalion   des  entiers  comniK  s»mincs 
de  piiissaDces.  (69-71)' 
Pour  n  tris  grand  k  nombre  ilc  çnliitions  cnticrr;  'le  ri'iiu*ii<'ii 


?  de   V'andermondï.  {71- 


Lloyd  Taïun-r.  -  Noie  sur  le  l 
73). 

Httrtnide.  —  Sur  deux  lliéorémes   de  Ciiiémaliqiie  (Icmentairc. 

U'aUier.  —  Quelques  rorniiiles  pour  le  ctiiingemeiil  de  l'ori^tic 
dans  les  fonctions  de  Besscl.  (^â-SoV 

Forsyth.  —  Géodésiques  sur  un  sphéroïde  aplali.  (81-134)* 

Élude  (le  la  iriponoméiric  sur  un  sphémEdc  apUit,  l^ti  fûrmain  «uetes, 
ei>nlcn«nl  îles  roacliuns  cilipliqncs,  foincidcnt  aa  (ond  avn  Criln  q»'a  io». 
ntr*  J;iriilii  dans  no  Mémoire  po^hame.  L'anlrur  vn  drduil  des  fonnalcs 
■ppnKhto,  atipliciblcs  aasi  prublctun  de  Gcndésic,  où  il  oaBwnc  la  *ecoaét 
))uissanïe  île  rap)atis«cmenU  Stf  nalaoï.  par  crnnplf.  l'eiprenioa 


I 


r 

niivur.  iiiis  I'Uhi.icatio.ns. 

1 

1 

^" 

■  où  A  =  (;.s>.:'ï,+T)(p-s#c'ç.-0 

,i.,'i(/,4-/,)                     cos' 

'-{Ij-yl.) 

''           cos/.cs/,      '          '*            c 

ii'coi.Tr  ' 

!■!    où    l'i 

pi  r,.  ç;,  çj  çi.nl  donnés  r^r  1''*  relalioiis 
r..ïç;  =  langi.  lang/,.        fi>s=i^l 

■osa, 
ong,,Uf,e 

M.  Porsyih  dunnc  une  nppUciilJaa  numérique. 

Bahr. 

—  Note  sur  la  fonction  F.  fia5-ia 

)■ 

Démon 

Namon 

—  Conditions  pour  le  masimnm 

on  le  m 

nim 

m 

(l'une 

fonction   d'un   nombre   ijucluonquc  de 

ariables 

non 

oà 

é|,e„- 

danles 

pour  lin  point  slatiunnnire.  (lag- 

,36). 

Lcsco 

nditiuns  aèci^isnires  et  suCrisantcs,  dans 

e  cas  d'un 

font 

ion 

dcïa- 

riable«  i 

dépendîmes  on!  élé  données  en  1871  pa 

r  M.  Willia 

Rison 

ca 

suppo- 

sani  que 

nnnaire.  L' 

uleu 

ri 

soiit  le 

influe  p 

obléme  dans  le  cas  où  Jcs  vaHaliIcs  sont 

ÎÈes  par  de 

équ 

lia 

s  don- 

nées. 

Nanmn 

—  Hessien  d'une  fonction  implicite.  (137 

i38 

. 

Nanson 

—    Cliangernent   des    variables 

ndcpend 

nies 

d 

ns   le 

hessien  d'nne  fonction  d'nn  nombre  quelconque  de  variables. 
(.39-145). 

Totvnsend.  —  Un  problème  de  Géométrie.  (i45-i57). 


Burnside.  ~  Sur  les  groupes  doublement  transitifs  de  dcp;ré  n 
et  d'ordre /i{n  —  1).  (i47-i53). 


e  que  l'on  doit 
ons qui  déplace: 


groupe  en  générât,  l'auLeur  considère  parLicutIèi 


les  Jettrcs  furnienL  un  groupe  abélien, 
[  d'ordre  p.  Après  avoir  éluiliè  ci: 


JJill.  —  Démonstration  condensée  cl  généralisation  du  théorème 
de  Vandermondc.  (1  r)i-i:")6). 


Xnnson.  —  Sur  les  contlilions  pour  (]irime  fniinc  qtiiidritliquv 
soit  définie,  ([iiuiid  les  vnriahle^  siinl  lit-ts  pur  dos  relations 
linéiiircs  doiim^es.  (iD^-ifin), 

L'aulcur  AMaW  co  cnnililiima  <ic  celles  qu'»  dnnni^Fi  M.  WHIiamt^oti  dant  le 
ras  di>s  fariubi»  iiidi^pcnilnnti^s;  rllrs  résutlenl  sii^si  Ac  U  (•irmittc  fléncnle 
lin  ilécumpiiMtJon  m  currC!.  <[ii'h  doiini'C  M.  I)lll<l<.ll^  ilatii  le  T»mi-  \t\  dll  Jour 

liai  fie  Uoiit'i//e.    ■'  mijc, 

A'(filSOIi.  -  Tni.isiWi-m^.ilon  de  ^.■rie>.  (160I. 

rarsyll..  —  l'uinls  coi>jiif;iK^  sur  l.-  s-^odrsi.iu.-s  d-|iM  s|.I»^-mhl.: 


Lv  (-aiijugiiO  il'irn  |iiiiil  (lune  ligrii  gi^ddiiqut!  \.'\  1  inKM-MCiicm  de  rj>Uc 
i;inil^si<|iic  avec  la  gcii(l««iqui<  itifininifnt  M)isine  passant  pai  ce  )>oint.  Il  icr- 
rnine  In  [inrlînn  de  la  «mdLSiqiri;  cntiimo  lign»  tnitilmiiiii  M  l-an)t1i  monlr*, 
(■a  parlnnt  des  r<>rniulij  >l  ihlic^  il-iiis  1111  iiitii*lc  pu  cIliii  mim^nl  on  (WDl 
délcrmiiicr   Ck    \iii\n\.    i  sa   Iliii   iit     il      11    n'gliL    i"1    I"    ''?     <i  li;   |>iiisïiiii''c    <\r 


l'apli-l 


-  Sur  li\s  Oiclour^  liiit'Hiro.s  triine  forme  du  <iiiaLrii-mc 


EUioii.  —  INoie 

sur  iineL'l 

lasse  fl'expre' 

exactes.  (173- 

.76}. 

Sij-,r...'-,.  ••■ 

formcnl  ..r 

>r  itfif.  \ai\Mni 

opérai  eu  rs 

■'''rf^T'*"    y»  Av.  "^■■ 


91  fr  esl    UQC   fonclina   entière    el    homogène  df!    drgrl!  /  iti: 
lettres  j-,  j-i,  ^„  j-„  ....  l'eipreislon 


Eomnie  une  fonction  arbiCralir  de  x  et  j',,  y,.  ...  (.uuimc  ie=  in;ii>i:ca  iirc- 
mt^re,  seconde,  - . .  de  celte  fonction,  l'expression  pr£cédcnle  doit  être  nulle 
pour  que  G  soit  une  déritée  eiacie.  Ceue  conditiaa  est  niceasaïce  ei  suflisNiite. 
C«tt«  Note  fait  suite  à  un  article  de  l'auteur  insère  dans  le  Tome  \XVI  des 
Proc.  of  the  London  Math    Soc. 

iirill.   —  Sur   UD   système  de  fonctions  qui   se  déduisent  de   la 
fonction  exponentielle.  (17(1-180), 


Scott  (Aliss).  —  Noie  sur  les  cubiques  équiliarmoniques.  (181- 
,85). 

Outre  quelques  observations  générales  sur  les  transformations  birationnelles 
cette  Note  contient  la  remarque  suivante,  dont  l'auteur  tire  des  eonséqueneci 
géométriques  intéressantes  :  En  parlant  de  la  courbe 

/  =  x'  +  y'+z'=.. 

et  en  faisant  la  transformation 


n  obtient  la  transformée  d 


:',  =  j-'-:y-::'-. 


i  laquelle  correspond,  dans  le  plan  de~  .c.  y.  s.  la  courbe 

(jO-l-_yJ+a!)(_a:S_,-^'+;>)(j:»__,.»H_;>)(jJ  +  _K^_:'f  =  o. 

Glaisher.  —  Correction  d'une  erreur  contenue  dons  le  Mémoire 
stjr  des  produits  numériques  dans  le  Tome  XXIII.  (i8ti). 

icm.,  5*  série,  t.  XXUI.  (Juin  1899.)  Il.|> 


Bull,  det  Seie. 


lis  SECONDE   PARTIE. 

Hurnside.  —  Sur  les  groupes  doublement  iraiisÏLirs  d«  degré  x" 

el  d'ordre  a-(2~—i).  (187-189). 
Lrs  opération;  A  ri  S  satisfaisant  >ut  tc1>Iioii~ 

\-  =  t.        S'  =  i.        AS-'AS^S-AS' 
cnfcndiral  un  groupe  dool   l'onjre  diii-e  j-i. 

Roberis.  —  Sur  Ir^  rentres  de  similitudes  de  ceruios  coaples  de 

cercles.  ^i<)o-n)a'i. 


nilf* 


Tome  XXVI:  1S96-1897. 
Birkmorc.  —  ^ur  le?  fadeurs  entiers  de  <?■  —  1.  1 1-38  ». 
>•  au  ]J<;ro'»rt  do  Volaoc  prcnJrat. 
leclriqiie  et  masnêlii|ue  d'an  'poût  bmI- 


Cilhi*.   -  Les  inia 
liple  dans  «ne  sj.!, 


lal   «iIirKur   p«i)t   rtrt   Ftxtrie   r*^Ê^tt  dA  k  ^ 


BEVUK   DKS  l'Um.lCATlUNS, 


a  toulrs  sa  racines  i\e.  riK^mc  ti);iie. 

jVanson.  —  LVquation  au*  pértada  d'iiii  §j-sl('rme  oscill 
Iniir  (l'une  position  (l'é<|ii)lil)ri-      "     ■"    ,. 

Si  11  forme  quadratique  V  o,jJ'„jc,  P4t  i 
IVquition  en  \ 


n.,J.  +  É., 


1..'*-^*,. 


a  set  nciiics  riicMe«.  Conililions  pour  que 
r^tulUtiBubsUlEDt,  si  la  forme  ^  a.ji',  j:,  ci 
lire  ponr  les  valeur)  des  x  qiii  vérifieni  les  i 


JVanson.  —  Le  conlenu  dii  n-gonc  conjugué  de  lui-même  com- 
mun à  deui  quadriques  n''"'.  (6a-64). 

Pour  n  =4,  il  s'agirait   du  volume  du  léiraèdre  conjugué  rommun   à   deux 
quadriquei  ordinaires. 

Dixon.  —  La  réduciion  de  la  seconde  variation  d'une  intégrale. 
(65.,8). 

:  le  problème  traite  par  Cleb^rl.  (  Crelle, 


Heawood.    —    Sur  certaines  difTéreoces  entre  les   théories  des 
fractions  convergentes  et  des  produits  convergents.  (73-88). 

Remarques  sur  l'emploi  des  frariions  continues  pour  trouver  des  multiples 
■pprochris  de  deux  nombres. 


i'20  ^l!CUNr>Ë   l'AItTIK. 

Hargreaves.  —  Développement  cl'intégralc§  elliptiques  en  bar- 

iiiiiai(]iies  ïonales;  citieltjues  intégrales  el  séries  déduites  deci 

développements.  (89-g 

Ces  dévclopijrmenLs 


M(it  [i  =  sin9sifiip  ri 
vcrsirs  intégrales  il^liiii 


Siniili.  —  Tailles  pour  les  ronctions  do  Bessel  Y,  el  Y,.  (98-101). 
//(//.    —    Sur  le   critérium  de  condensntion  do  Cauch^  pour   la 
eonvergence  des  séries.  (ioa-io5). 


I-/..-. 


;   Ihéortme  ;  •  Les   séries   1   terme»   posiljfa  ^yÇit), 
m  entier  positif  plus  ^rand  que  i>  convergeât  an  dïTer- 


rayon  qui  aboi 


nUVUE  DES  PUBLICATIONS. 

:  i   UD  élément  rfu  île  In  surfacr  de  l'IiypcMpli^w 


y>(ï)'-^— -l/>(2v>).'- 


[p.i]= 


ks  intégrales  sont  étendues  i  toute  la  surface  tl«  l'hypersplicre,  la  forme  v  est 
Biippuséc  dênnie  et  positive,  A  est  son  discritliinanl;  a  est  une  racine  du  discri- 
minant deJ^y'-f, 

/irill.  —  Noie  sur  le  principe  de  dualiU-.  (i3f  i^o). 
il'kittafier.  —  Sur  les  parenlhèscs  de  Lagrange  dans  la  théorie 
des  planètes.  (i4i-i4'i)- 

Soient  a,  e,  i,  i,  a,  (I  la  moyenne  distance,  l'excentricitii,  l'inelinaiioa  de 
t'nrbile,  la  longitude  moyenne  i  l'époque,  la  longitude  du  périhélie,  Ja  longi- 
tude du  nœud  ascendant  pnur  une  planète,  et  p,  q  deux  quelconque»  de  ces 

\      n      '    -.g  /    ^    ,l(r.-0.ft)    ,    â{a.  h  ■^•>^i)  ^ 
à{p.q)  à{p,q)  i)(p,q) 

où,  en  désignant  par  [i  la  masse  du  SukJl,  on  a 

Routh.  —  Quelques  hyperboloïdes  liés  bu  tétraèdre.  (i45-i5o). 

Mannheint.    —    Démonstration    relative   à  l'inverseur   de    Hart. 

(i5.). 
Glaither.  —  Sur  les  înlégrales  dtJûuies  liées  à  la  l'onction  de  Ber- 

noulli.  (i5a-itl2). 

(  Voir  plus  bas.) 

Brill.  —  Sur  un  certain  système  exact  d'équaiiuns  [ifaflieiines 
d'un  type  spécial.  ([SS-iga). 

Discussion  d'un  système  d'équations  pfafnennes  entre  n  variubie»  d<![icii- 
dantes  u,,  u,,  , , .,  u„  eln  —  i  variables  indépendantes  =1,  ?,,  ., .,  »^,  du  tyjie 


'ï'[i' VA    ---' 


aO  les  y  sont  des  constantes.  Ou  suppose,  en  outre,  que  les  équations  forment 
un  système  eiact. 
Tables  du  Messenger  o/  Valhemalirs  pour  Ici  Volumes  1  à  XXV;  1871-1896 


SIÎCUNDE  PAItTli; 


TomeXXVIT;  1897-1898. 

Sylvp.sler.  —  Sur  le  nombre  de  fractions  irrédiiclibles  propre- 
ment diies  qui  peuvent  être  formées  avec  des  entiers  non  supé- 
rieurs à  un  nombre  donné  n.  (1-5). 

n  supérieurï  i  n).  Ra  àtAigaatA 
iomtat  des  lotienU  des  nombre 


2;  j[''(i}]^^'^'^*"''^'''^'-''''' 


Oallop.  —  L'n  exemple  des 
du  magnétisme.  (Ij-I  1). 


rations  de  probabilités. 

Iluslrcr  la  théorie  moléculaire 


Élude  dc«  positions  d'ci[uilibrc  d'un  système  de  deui  molécules  magn^liques 
«ous  l*inlliienr<^  d'une  fori:e  magnétique  agissant  sur  ks  molécules  perpeadicu- 


KllioU.  —  Quelques  tliéon<mcs  sur  la  divisibilité.  {13-1  5). 

Utlicorèmcde  M.  Scsar  {Messenger,  XXII)  daprèa  lequel  le  produit  de« 
dilTïrences  d.'  n  uomhits  entiers  dilTérents  a^,  a.,  ...,a,  est  divisible  par  I« 
liroituit  des  dilTéreriei-s  des  nombres  o,  1.  -/,  ....  n  —  1  résulte  aîsétnenl  de  ce 


("l) 


M,  GJaishcr  eiprimc  ces  polynômes  sous  Inrme  d'intégrales  diffini 


H 

SECONDE   PAIITlIi. 

La  comparaisi 

on  de  ces  divers  résulials  permet  d'obtenir  les  formules  ■ 

f               '*"'-^              rnT.fYf         '         '^''"' 

X      ch,.<.co,...~"-4^,._; 

/"                 '  *■■"        ^H 

.(      d.,.<.cos,,.— ""-,^,,,^,_-                   H 

r                    '   *''*«         ^1 

,/„       ehîzf  +  cos.^î'"-"""        ',,.«,io,„                     ^H 

X     cl,..,^^....-"-'""'.        ,    ^,_a 

{-^<-U- 

qui  [ipuvcnl  '. 
l'auleiir  ilL'dit 
rlrcKliiîrcs  cl 

liypcrboliques.  Signalons,  par  exemple,  ta  formule 

r     (i-ch-i)sin2a(rf(=  J-   -  -jl- 

qui.  rn  ilévcl 

n]>|iiinl  suivant  les  puissances  de  a,  fournit  l'eipression 

ft^r^^' 

(les  nombres 

de  Bcrnoulli;  M.  Claislier  obtient  d'une  façon  analogne  l'exprès- 

--"-/:  £:^' 

,1,-'  uon,l,rt. 

.iT.„\cr  .\,u   li;;urLT>L    duus  le  d,^ïeloppPmon.       ' 

nEVUIÎ   DKS   PUBLICATIONS. 


I 
I 


dins  un  Mi^nlQirc  (lu  Joui 
Sutnmen   and  btitimmle 


lal  de  Crelle  (4Î  )  inlitul*  ;  Zurtick/uhrung  tiniger 
1  Intégrais  auf  die  Jaeob.  Bernoullitchvn  Fune- 


For.iytft.  —  SoluliODS  nouvelles  dp  quelques  équiilions  aux  dé- 
rivées parLieltes  tie  ia  Physique  malhémalique.  {gy-i  l8). 
Il  ^l'agit  il»  itquutianj  de  la  (orme 


reUlivempnt  i  lu  première,  M.  Forsyth  établit 
tire  plusieurs  cons<t(uences  intéressantes  : 

Sairnt  pi,  p, P,- "  functïons  Arbitraire! 

In  relation 


I  proposiIioD  suivante,  dont  il 
lie  la  variable  u  saiisfalsanl  i 


lin  lies  n  variables  indépendantes  x„ 


m -m --(&-)'"■ 


ù  /»',.  p;. 


Miller.  —  Sur  un  important  théorème  relatif  aux  groupes  d'opt 
rations  d'ordre/?,  p  étant  un  nombre  premier.  (119-121). 

Un  groupe  d'ordre  p'  contient  un  sous-groi 
chaque  opérateur  de  ce  »ous-groupe  soit  comi 
sous-groupe  d'ordre  />'  contenu  dans  le  sous-groupe  donné. 

Ileawood.  —  Tables  d'interpolation,  (iai-ia8). 

i^orsylk.  —   Noie  sur  les  surfaces  dont  les  rayons  de  courbure 
sont  égaux  et  de  même  signe.  (i3<)-i.'{^). 


SECONDE   l'ARTIE. 
-  Sur  les  surfaces  équipoLenticlles  places.  (i38- 

fint  i   délerminer  ces  surface* 

inées  par  M.  Forsylli.  Qaelqun 

uide  visqueux  incompres- 


Uauleur  mon 

lire  le  lieu 

du  problème 

ïvcc  les  solulîo] 

1.»  de  l'équs 

ilion   de   Lapla 

r.m«,u..  Il.,l 

es  cociceroe 

nt  le  potentiel 

Urill.  -  Noie 

sur  le  m 

ouvemenld 

sible.  (,4,^. 

52). 

ftargreaves.  ■ 

-^  Sur  le^ 

'  erreurs  qu 

cipales  o„  s 

ubsidiair. 

ES  daus  une 

!  comportenl  les  réduites  prin- 
fruclioD  continue.  (iSa-iSS). 

Sedgwick.  —  Sur  les  oscillaiions  d'une  sphère  liquide  compres- 
sible hétérogène  et  la  genèse  de  la  Lune.  Sur  la  figure  de  la 
Lune.  (i59-r7iî). 

La  première  partir  du  travail  de  l'autpitr  ;f  rapporlr  ù  la  recherehc  de  1> 
période  ou  des  périodes  d''j5cillalion  d'une  sphère  liquide  hëtéroeine  tans  mou- 
ïEinenL  de  rotation.  Celle  *lude  e5[  provoquée  par  des  reclierchcs  antérieur» 
de  M.  llarwîn  |  On  the  precesiion  of  a  viieoui  ip/ieroid  and  on  tke  remote 
hiitory  of  Ihe  Eailh  (Phit.  Tram..  <%-^}):  The  tecttlar  change*  in  the 
elemenli  o/  Ihe  orbit  of  a  aalellil  {.Phit.  Tram.,  iBBu);  On  the  otcillatiom 
of  a  rolaling  liguid  spheroid  and  the  genriU  of  the  Moon  (  Phit.  Mag., 
>)^(|u),  etc.]  el  se  rapporte  à  l'bypothèse  émise  par  ce  savant  sur  la  formalioD 
de  lu  Lune,  La  seconde  partie  se  rapporte  i  la  dilFérence  entre  les  valeurs 
des  [nomenls  principaux  d'inertie  de  la  Lune  d'après  la  théorie  de  Laplace  el 
d'après  l'obscrvalion. 

Jeans.  —  L'inverse  du  lliéori'ioe  de  Lopiace  {174)- 

Gallop.  —  Sur  une  lorinule  du  Calcul  dififérentiel.  (175-176). 


UKVUli   liRS  l'UULICATlONS, 


BUI. LUTIN  i)K  l'Acadëhik  iidtalk  vhà  Scikncbs,  nr.s  Lerrnea  b 
Abts  ne  Bei,oim>E.  fii'  (inn^io,  3"  siirie.  Bruxelles.  F.  Ilayez,  i 


D'Ocagne   (-'/.).    —    Détermination    du    ra^on  de    cou        re  en 
cuordoonées  parallèles  ponctuelles.  {i-AO-it^). 

Catalan  (£".).  —  Rapport.  {118-1  ig). 

ncui  droites   parallèles    AP.  IrE 

likM  A,  B,  sont  cou|)««ï  en  B,.  f,  '<<■ 

,,^{1  :BAJ,;i  fl  q  so.il  Ifs  c... 

è  étsDi.  la  dis[aDt:e  de  AP.  BQ,  H  le  point  d'inlersection  de  AM  aver  BH,  paral- 
lèle mence  par  B  A  la  tangente  en  M.  Cette  formulir  permet  d'établir  alternent 
une  formule  (équivalente  au  lliéorémc  de  Rciss  sur  la  courbure  d'une  fourbe 
algébrique  aux  points  où  elle  est  rencontrée  par  une  droite, 

Caligny  {A.  de).  —  Recherches  hjdraulitiues.  (ii3-ii-;3ii- 
.1i3;  396-399;  3i5-5i7). 


Catalan  (£".)  et  Mansion  {P.).  —  Rapport  sur  le  Mémoire  de 
M.  A.Demoulin  ÏDlitulé  :  Sur  diverses  conséquences  du  tliéo- 
rème  de  Newton,  (3i5-3ai). 

Analyse  de  ce  Mémoire  qui  a  été  publié  dans  les  Memoiies  in-8=  de  TAc^i- 
démie,  t.  \LV;  1R91. 

Van  der  Mensbrugghe  {G-).  —  Sur  une  particularité  curieuse 
des  cours  d'eau  et  sur  l'une  des  causes  des  crues  subiles.  (3a-- 
336). 

Lt  tension  su  péril  ciel  le  réiractilc  di>  l'eau.  ?>uivant  qu'cllo  csl  rd\oi*iséc  011 
détruite  par  rétalemeni  ou  la  suppression  des  surfaces  libres,  relarilc  ou  arcé- 
lèie  la  rapidité  de  la  partie  superfiriellc  des  cours  d'eau.  On  peut,  au  moyen 
de  l'huile,  diminuer  les  crues  subites. 


(')  Voir  Bulictin,  t,  Wlll 


>  en  un  point  d'one 


i«8  SECONDE  l'ARTIlî. 

Servais  (CL).  —  Sur  la  courbure  des  piilair 
courbe  d'ordre  n.  {362-367). 

Le  Paige  (C).  —  Rapport.  (324). 

CoQséquences  nombreuses  du  théorème  suivant  démoniri  simplement  p«r 
l'auteur  :  En  un  point  multiple  d'ordre  p  d'une  rourbe  d'ordre  n,  le  rapport 
de  deux  rayons  de  courbure  eorres pondants  de  la  courbe  et  de  la  (n  — p  —  1)*— 
polaire  du  point  multiple  e*t  conslaat.  Ainsi,  par  ciemple,  on  eo  tire  ce 
corollaire  :  En  un  point  d'une  courbe  quelcooipic,  les  courbures  des  polaire* 
forment  une  progression  aritlimétictuc. 

Van  der  Mensbrugglie  (G.)-  —  Sur  la  propriété  caractéristique 
de  la  surface  commune  à  deu3c  liquides  soumis  à  leur  aiBoité 
mutuelle.  (420-435). 


d'une  force  d'eitensio 


surface  coniniunc  des  liquidas 
ncrurti  (J.).  —  Sur  le  n 


dépendants  de  (orniea 
de  ce  qu'il  a  appelé  li 
fait  dépendre  la  recli< 


libre  des  fonctions  invariantes.  (43^- 


Is  lioéairemeitt  in- 
i  la  détenninatioa 
t  indépendantt;  il 
ariants  des  tonnes 


Thio'  (Cl.).  ■ 


Distant 


-,  poir 


irquables  du   triangle. 


(471-482}.  Fo(>  aussi  Mathests,  (a),  I,  supplémeut. 
Catalan  (E.)  et  Le  Paige  {€.).  —  Rapports.  (4ii-4i6). 

t  la  distance  d'un  point  quel- 


HliVLE   DES   l'UUI.lllATlONS. 


iig 


GénéralUation  d'une  formule  de  Miiiinheiiii  reUlive  à  Ja  courbure  d«  Jeux 
courbei  polaires  réciproques  par  rapport  ft  un  cercle.  Conséquences  nombreuses 
de  celte  formule  combinée  avec  divers  llléoniincs  de  Duhamel,  Uouvïtle,  etc. 

{roi>9US$i  t.  \XII,  p.  9.    11). 

Le  Paige  (C,)-  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  A.  Demuulln, 
intïlulé  :  Sur  une  Iransformation  géoméLriqiie  applicabh^  à  la 
théorie  des  roulettes.  (793-795). 


demie 


A  publié  d 


1  de  iii  loi  de   rt'ciprocité  de 


Deruyis.iJ.).    —  Sur  une  e 
M.  Hermile.  (ii-23). 

Une  loi  semblable  a  celle  que  .M.  Ilcnnlle  a  établie  pour  les  foriiie>.  binaires 
eiislf  pour  les  formes  i  plusieurs  vuriables,  ni;iis  seulement  si  elleii  sont  dé- 
coiuposabies  en  ficteurs  linéaire*. 

Deruyts  {fr.}.  —   Sur  un  procédé  de  géDéralion  de  ta  surface 
cubique.  (î.'î-aâ). 

Le  Paige  (C).  —  Kapport.  (4-5). 

L'auteur  établit  d'abord  le  théorème  luiTSul  :  Si  un  triangle  m  déforme  de 
manière  que  deux  de  les  cAléï  s'appuieat  sur  deux  couples  de  droites  fixes, 
laudit  que  le  troisième  cAlé  décrit  un  cane  de  sommet  de,  le  sommet  opposé 
décrit  une  surface  cubique  multiple;  l'ordre  de  multiplicité  est  égal  i  l'ordre 
du  cAne.  Si  le  cûoe  est  un  plan,  la  suirnce  cubique  est  unique. 

Les  conséquences  de  ce  théorème  pour  l'élude  des  vingt-sept  droites  de  la 
surface,  des  courbes  tracées  sur  la  surface,  sont  ensuite  examinées. 

Servais  (Cl.).  —  Sur  les  sections  circulaires  dans  les  surfaces  du 
second  degré.  (1  t5-I2o). 

Le  Paige  (C.)  —  Uapporl.  (88-89). 


L'auteur  rel 

ouvc  géom 

triqucnient  les  prop 

qnadriques.  en 

combinant 

les  propriétés  des  c 

plexe  des  droi 

es  conjugu 

C!  rectangulaires. 

Demoulin  {A.) —  Sur  la  courbure  des  lignes  d'ordre  /;  possédant 
un  point  multiple  d'ordre  (/>  -—  1).  (j  20-128). 


i/o  (0.).  —  Conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  (|u' 


lîo  SECONDE   PAUTd-:. 

poljèdre  soil  supcrposable  à  son  ims^e  vue  <liiiis  un  miroir 
|)lan,  elc.  (226-2^7). 

De  Tilty.  —  Rapport,  (igà-ip^). 

L'auteur  résoul  complélcmtnt  la  queslion.  Outre  les  polyèdres  ijant  un  plia 
rie  «yméirie  011  un  centre  de  sjmélrïe,  il  trouve  une  Irai^ième  solulioa  :  ce 
sont  le«  polyèdres  qui  ont  un  die  de  symétrie  d'ordre  pair,  perpeadîcnlaire- ^ 
ment  auquel  lef-  section;  sont  deux  !i  deux  égales  et  tournées  l'une  pir  rapport 
i  l'autre  d'un  soui-niultiplr  puirde  deux  droits. 

Catalan  (E.).   —   Qtieiques   ihéorèmes  sur  les  intégrales  eulé- 

riennes.  (459-460). 
Extrait  d'un  Mémoire  i'iendu  qui  sera  publié  ultérieurement. 
Cesàro  (  G .).  —  Sur  certains  plans  réfringents  qui,  dans  les  cris- 

latiT  biaxes,    peiivenl,  pour  une  onde  plane  incidente,  donner, 

outre  une  cane  cretix  de  rayons,  iiq  ravon  lumioeux  distinct. 

(.■)o3-5i7]. 

Lagrangc  (C).  —  Kapporl.  (4'ii-43i)- 


Catalan  {£"-).  —  Stir  tin  théorème  de  M.  Servais. 

Servais  (Cl.).  —  Sur  la  coiirbtire  des   lignes  algébriques.  (5i2- 

l.ePaige(C.).  —  Uappon.  (434-435). 


Le  théorème  de  LIoumIIc 
contact  des  lant;enlcs  à  ui 
donnée,  ne  s'applique  pas  dU 


mme  des  courbures  relatives  aux  poinls  de 

le  algébrique,   parallèles   ï   une  direction 
:s  douée*  de  singularités.  On  peut  déduire 


MÉMOIRES  couraiinéï  et  autres  Mémoires  publiés  par  t'Auaclâniîe 
Sciences,  des  Lettres  et  des  Beau^-Arla  de  Belgique-  Colle 
t.  \L1V.  Bruxelles.  F.  Hayez,  janvier  1891  (>). 

Neuberg  (J-).  —  Sur  les  projections  et  conireprojec       11 
triangle  fixe  et  sur  le  système  de  trois  figures  directe 
blables.  (SV1-87P.). 

I.c  Mémoire  de  M.   Neiibcrg  tu  précédé  d'unr  annljse  délaïllé  ;  qai  en  fsil 
fonnaltre  les  prïncïpuu^  résultats  qui  y  sont  conLenus. 

Catalan  (£.).  —  Quelques  fo:       lies  rela        1 

lilignes.  (aSp.). 

CoatribulJoDs  mélriqDM  i  la  géométrie  réceoEi:;  d  &■- 

quables;  relations  enire  ces  distance»;  angles  et  poii..,  .  t .  ^n, 

Demoitlin  {A.).  —  Sur  la  courbure  des  lignes  planes.  (48  p.). 

Ce  Mémoire  a  été  analysé  par  les  rappurlcurs  charges  de  l'examiner,  MM.  Mio- 
sioD,  Catalan,  Le  Pnige  (S.  B.,  iHtf».  t.  \\,  p.  ïa-17).  En  voici  les  idées  fonda- 
menlates  :  Soient  A  et  B  deux  points  <iics,  1  une  droite  liie  rencontraot  KS 
en  O.  La  position  de  tout  point  M  du  plan  (AB,  A)  est  déterminée  par  les 
distances  positives  ou  négatives  m  =  OA',  n  =  OB'  des  points  A',  B'  d'inter- 
MctioQ  de  A  avec  AM.  HM.  Dans  le  système  de  coordonnées  (m,  n),  une 
droite  a  une  équation  de  la  forme  am  +bn  -l-  cmn  —  o.  L'auteur  cherche  la 
tangente  et  le  rayon  de  courbure  d'une  courbe  quelconque  dan< 
•ystéme  de  coordonnées  el  fait  de  très  belles  applications  aux  coniques  et  s: 
tout  aui  cubiques. 


Demoutin  {A.).  —  Sur  diverses  conséquences  du  théorème  de 
Newton.  {18  p.). 


des  distances  des  points  d'intersection  d'une  courbe  d'ordre  m  avec  ( 
cantcs  au  point  d'intersection  de  ces  sécantes,  reste  invariable,  quand  c 
sécantes  se  déplacent  parallclemenl  A  clles-mjmes.  M.   Demonlin  en  di 


lii  SECONDE  PAIITIE. 

dans  le  cas  où  l'une  dti  sécantes  devient  tangrntf,  s  étant  ran:gle  da  x  avec 
tes  y,  p  le  rayon  de  courbure.  Cette  forniule  csi  trinifarmée  iDgénieusemcnl 
dans  le  cas  où  le  point  de  contact  est  un  [>oint  multiple.  Ensuite  l'auleur  ^it 
de  nombreuses  applications  des  formule-ï  obtenu»,  longue  l'on  tait  tourner 
l'une  des  aëcantes,  ou  quand  on   rend  mohilc  leur  point  d'interiection  de  di- 


DemouUn  (A.).  —  Sur  une  transforma  lion  géomélrique  appli- 
cable à  la  ihéorie  des  roulettes.  (35  p.). 

La  transformation  dont  il  est  question  dans  re  MémoïiT  cbI  la  suivante: 
Soit  u  l'angle  du  rayon  vecteur  d'une  courbe,  rapportée  h  des  roorrionnées  p'»- 
laires,  avec:  la  langentc  â  la  courbe  au  point  considérif.  L»  courbe  telle  que 
f(r,u')  =  o  a  pour  transformée,  en  coordonnées  rectangulaires, /(j',  u),  M 
étant  l'angle  de  la  tangente  avec  l'axe  des  y.  Il  résulte  immédiatemeat  de  11 
que 

y  =  r,      0)  -  (/,      dy  =  di\      ilx  =  rdt,      di  =  d>',      - ydx  =  -  r^dt,  .  .., 

6  étant  l'angle  polaire.  La  courbe  (j-,  u)  a  même  longueur,  mail  nne  aire 
double  de  celle  de  la  transformée,  etc.  L'auteur  établit  d'autres  propriélii  de 
la  transformation:  il  applique  ensuite  les  résultats  obtenus  à  la  chalaeUe,  aux 
roulettes  en  général,  aux  courbes  de  Delaunay,  i  la  courbe  élastique  et  i  di- 


LES  DE  LA  SociËTK  .soiËNTiFioi'Ë  DE  Bruxelles.  Quinzième  année, 
)-i8<)i.  Bruxelles,  Sociélé  bel^e  de  librairie;  Paris,  Gauthier^ViUara, 
r  (A,  première  Partie:  B,  seconde  Partie)  ('). 


Mansion  (P-).  —  Sur  la  méUiode  de  Lagrange  pour  l'iatégralion 


ItEVUli   DES  l'UBLICATIONS.  iï3 

Mansion  (P-)-  —  Relalion  onlre  les  tlislanccs  de  cinq  points  en 
Gt!omélrie  non  euclidienne.  (A  ,  H-i  i). 

1°  Les  rnisoanemcnU  de  Legcndre.  dans  la  deuxième  Note  de  ses  Élëmenft 
de  Géométrie,  eonâuistnl  i  la  Géométrie  euclidiEnne  cl  A  la  Géométrie  non 
caclidicnne.  quand  on  [es  rend  rigoureux. 

n*  La  relation  euclidienne  entre  les  distances  de  cinq  points  et  la  relation 
non  euclidienne  analogue  [due  A  Schering),  étant  mises  sous  In  (orme  symbolique 
(t?34^}  =  o,  jouissent  de  la  propriéLé  suiianlc  :  Si  l'on  h 

(11345)  =o,  ^,■i^l>)  =  n.  (1335*1)  =  ■: 
on  peut  rn  dfduii'c 

<ïî'|5li)  =  o,  (.3^501  =  o,  (,ïiîr,)  =  u. 
Déni  onst  rai  Ion  de  ce  ibéori^me,  dit  théorème  dei  lix  pointi. 

Gilbert  {Ph.).  —  Sur  le  poLenliel  d'une  couche  su perfic telle  sans 
éjiaiâseur.  (A.,  it-ia). 
Cas  d'indi^tenni nation  apparente. 

Mnnsion  {P.}-  —  Noie  bibliographique  stir  les  intégrales  génti- 
ralcs  et  les  solutions  singulières  des  équations  difTcrent telles  et 
aus  dérivées  partielles.  (A.,  33-3^  el  6o). 

Historique  des  travaux  relatifs  â  celle  question  jusqu'en  iSyu.  L'auteur  a 
oublié  de  signaler  la  belle  disserUlion  inaugurale  de  Poincaré  :  Sur  les  pro- 
priétés des  fonctions  définies  par  les  équations  au\  dérivées  parlielles  (Paris, 
Goulhier-Viliars,  1879;  79  p.  in-4°). 

Gilbert  (P/t.).  —  Sur  un  cas  singulier  du  problèuii;  des  courbes 
enveloppes,  (A,,  37-3()). 

L'enveloppe  des  courbes  ayant  pour  équations  l''(x.  jk,  c  )./(.r,,r,  c}  =  ii 
comprend  ks  points  d'inlerseclion  des  courbes  V(x,y.  c)  =  o.  /{x.y,  c)  =  n. 

Vallée-Poussin  (C/i.  de  la).  —  Sur  une  (fémonstialion  dus  fur- 
mnles  de  Fourier  généralisée.  (A.,  39-40- 

Généralisation  du  mode  d'tiposilion  de  Jordan  (  Cours  d'Analyse,  i~  édi- 
tion, t.  Il,  p.  JiG-iiiGl. 

Mansio/t  (P.).  —  Sur  la  formule  do  quadiature  de  Gaiiss.  (07- 

59)- 

Extension  de  \i  formule  au  l'^s  où  Ioï  valeurs  de  Li  fonction  correspondent  à 
(n-ri)  valeurs  quelcociqucs  de  la  variahli;  ;  c.iknl  du  reste  au  moyen   du  pins 
yrand  inodule  de  la  funclion  dans  une  rtriaine  aii'c. 
Bull,  des  Sciences  malhém.,  1' série,  t.  XMIl.  (Juillet  i^<i<j.)  It.iu 


■rgcnce   des 


IÏ4  SIÎCONDE   HAIlllli. 

Gilbert  {Ph.}.    —    Sur  une   règle  d,:   .:onv 
Icrmcs  posîlifs.  (A.,  69-71). 


iL  y   u„,  \  v^    deux    séries    à    termes    (raiitjf»,    Icli    que    linu.a  o, 
-  o;  A  une  constante  posillve.  Si  l'on  n,  i  partir  d'une  «■lenr  de  n. 


™^„.. 


e  V  —  est  divergente,  la  série  V  «.  e»t  divergente. 


Mansion  (P.).  —  Le  R.  P.  Delsaux.  (A.,  86-91). 

Delsïux,  né  i  Uruiclle».  le  7^  mai  1S2S,  mort  à  ^amu^,  le  16  février  i8gi,  a 
publié  un  grand  nombre  de  Mémoires  de  Physique  mathématique  dont  la  Hue 
eiL  ici  donnée  :  Irais  résumés  de  Plijsiquc  malhémalique  (  Capiltariié,  iSGS; 
Optique  géométrique,  iSlifi;  Optique  phyxique,  18G8},  et  une  élude  criLîqdc 
intitulée  :   Les  derniers  écrits  philosophiques  de  Tj-ndall  (Paris,  Balteatrccli, 

S/)arre[(/c).  —  Le  mouvement  des  projectiles  dans  l'air,  (lî.,  55- 

200  ) . 

De  Tilly.  —  Rapport.  {A.,  6o-6ti). 

Dans  la  première  Partie  de  ce  Mémoire,  l'auteur  cherche  une  rnrme  4e  la 
loi  de  lii  résistanee  de  l'air  qui  convienne  A  tomes  les  vitesses  et  permette,  en 
uutre,  li'ucliever  les  quadratures  auxquelles  ironduit   l'h^polhèse  siuiplilicXivc 
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jeetilc,  d'après  1»  tormulp^  relatives  &  l'^coulemcnl  des  (luidei,  Dan^  le  n.ira- 
graphc  II.  il  applique  les  funnules  trouvËM  A  lu  recherche  de  l'aelion  i 
sur  un  iirojeclile  de  forme  ngivate.  Dans  les  paragraphes  III,  IV.  V.  il 
\c9  formules  dj  mouvement  des  prnjei>tile<i  aiiloiir  du  ecnlrc  de  grnvïti^,  sou  vi, 
employant,  soit  en  évitant  les  fonctions  elliptiques.  Le  paragraphe  VI  est  con- 
sacré A  la  dérivation,  étudiée  seulement  dans  rhy|)Olhése  d'une  résistance  pro- 
portionnelle à  la  quatrième  puissance  de  la  vitesse,  c'est-â-dirc  en  évitant  les 
fonctions  elliptiques.  Dans  le  paragraphe  VI!  l'auteur  montre  que  le  mouvement 
do  projectile  sur  le  centre  de  gravité  n'a  pas  d'inlIUL-ace  sérieuse  sur  la  portée, 
EnGn,  dans  les  parap^phea  VIII  et  IX,  le  calcul  de  la  durée  du  trajet  est  faite 
en  partant  de  la  formule  exacte  de  la  réiiistsnce  (qui  conduit  A  l'emploi  de« 
fonctions  elliptiques)  cl  pui^  au  moyen  de  l'hypolliî-SF  plus  simple  d'noe  résis- 
tance proportionnelle  A  la  quatrième  puissanre  de  la  vitesse,  ce  qui  conduit 
pratiquement  à  des  résultais  équivalents. 

Sttlierl  (de).  —  Mémoire  sur  la  recherche  la  plus  générale  d'un 
système  orthogonal  triplement  isolhcnne.  (H.,  aot-Sp^)- 

estion  dans  le  /bulletin  antérieurement. 
.M.  de  Salvert  achève  lu  solution  du 
a  détermination,  dans  les  cas  non  eicep' 
It  ),  des  coordonnées  rectilignes, 
r  lu  condition  de  satisfaire  simul- 
elles  non  linéaires.  Il  fuit  d'abord 
connaître  deui  mélliodes  pour  ainsi  dire  inverses  l'une  de  l'autre  qui  peuvent 
le  conduire  au  réiiullat  elierché;  pui;  il  psquiase,  avec  plus  de  détails,   la  pre- 

loutes  les  parties  s'en  enchaînent  logiquement.  Il  établit  ensuite  :  t°  le  sys- 
tème des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  auxquelles  satis- 
font isolément,  dans  te  cas  le  plus  général  du  système  orthogonal,  chacune 
des  trois  coordonniics  curviligne»;  i*  tes  équations  simultanées  aux  dilféren- 
lïeiles  totales,  pour  le  cas  le  plus  général  du  systitiie  orlhogunal,  entre  tes 
trois  dérivées  premières  d'une  même  coordonnée  reclilIgnL'.  Il  intégre  alors 
celle-ci,  détermine  les  constantes  arbitraires  surabondantes  par  la  vérilicatlnn 
a  posteriori  des  équations  du  premier  ordre  proposées  et  forme,  enfin,  la  solu- 
tion déHnitivc  et  donne  la  définition  géométrique  des  surfaces  qui  composent 
le  système  orthogonal.  L'ensemble  de  ces  recherches  démontre  que  Lamé 
n'a  pas  prouvé  réellement  qu'il  a  résolu  complètement  la  question;  le 
procédé,  divinatoire  pour  ainsi  dire,  qui  l'a  conduit  A  la  S'ilution  coniplétu. 
est  insuffisant  au  point  de  vue  de  la  logique  rigoureuse. 

Dans  l'..\ppendicc  (p.  'iri7-3>j1  ),  qui  suit  son  Chapitre  V,  .M.  de  Salvcit  le 
complète  dans  trois  INutcs  assez  étendues.  Dans  tu  première,  il  relrouie  ij'slé- 
matiquement  le  sjslémc  urtlnigimul  le  plus  général,  en  supposant  qu'il  com- 
prenne, parmi  ses  trois  familles,  le  type  le  plus  général  des  familles  isnllicimes 
du  second  ordre.  I*:n  cumliinanl  les  résultats  de  celte  Note  avec  une  partie  de 
ceux  du  Chapitre  V,  il  parvient  encoru  une  fois  fi  résoudre  complèlemcnt  le 
problème  qu'il  s'est  posé. 

La  Noie  suivanic  conlient  le  second  mode  de  di-lcrminutiun  des  familles  qui 
composent  le  système  dans  le  eus  le  pins  pènéial.  Kniin,  1»  ilcniière  Note  con- 
tient l'application   ^urcessive   et   hi  comp.ir.iison   dis  dcin    méthode^  cxpo-ér'. 


i30  SECOND!!   PAItTIH. 

(Note  prijoûdenio  ul  Cliapilro  V)  au  ras  particulier  correspandiint  au  sysléic 
spliûriquc. 

L'es  position,  jiarroïs  un  peu  longue  de  M.  de  Salveri,  est  cri  revanche  Inu 
JMirs  Irvs  claire  et  les  calculs  sont  conduits  avec  la  pluE  grande  ^Idgancc. 


HEVUE  DES  QUESTIONS  SCIENTIFIQUES,  publiée  par  la  Société  ecienli- 
fiquc  (le  Bruxelles,  iHr|i, 

Tome  XXIX. 

Lucns  (J.-D.)   —  L'Aslronoinie  à  Uabylooe.  {5i3-54i)- 
Suilc  .le  riinal)sc  des  rcrl.prclics  dfi  l'P.  Epping  et  Strassmaier. 

Mnnsion  {P.).  —  Le  H.  P.  Delsaux.  {li8D-588). 

KMrait  des   Annales   de   ta   Socidté  scientifique  de  /Iruxelles,  t.  XV,  A, 

Gilbert  (Ph.).  —  La  dernif-rc  liiUe  à  Rome  autour  du  système  de 

Copernic.  (58y-5(j4). 

Eu  iSiii,  malRri!  l'avis  ronlraire  du  Pape  et  du  Saiut-Omcc,  le  P.  fiatotti 
nu  iDulait  pas  pevmctlrc  l'impression  d'une  Astronoiiiiv  du  chaDoinc  Sellele, 
parrc  que  le  système  du  Cupernic  y  clail  enseigné. 


lŒVUK   DBS  fUULICATlUNS. 


MATHESIS,  BBCUGII.   UITIIÉHATIULK  a   L'ISAUE  des  écoles  BPèCIALES    ET  DES 

ÉTABLisSEUEXTs  n'iNSTaicTioN  HoïENNE,  publié  par  MM.  Maïuion  ci  iVcu- 
berg.  DeuxiËmo  série,  Tome  I,  iS<)i.Gand,  Hosle;  Paris, Gaalliier-Villars('). 

Lucas  (Ed.).  —  Sur  les  lliéorèmes  énoncés  par  Fermât,  Euler, 
WilsoD,  V.  SLaudl  et  Clausen.  (5-ia). 

uïcllc  de  rcs  divers  lliiorénits  vn  tes  ralla- 


Ocagiw  (M.  (f).  —  Le  terme  coinplémcnlaiic  de  la  série  de 
Ta,-I„r.(,9.»). 

On  a,  0  élaiil.  comiiris  enire  <•  el  i, 
/(«  4- A)  =ï/«  4- */•«+...+ ~^/-'«+ ^^^  [/-(*+ A)-y^^]. 

Neuberg  (•/•).  —  Sur  les  quadrangles  complets.  (33-35;  67-70; 
8i-8a;  iHg-igS). 

Démonstration  d'un  grand  nombre  de  propriétés  relatives  i  la  Géométrie 
récente  du  triangle,  du  cercle  et  des  coniques,  dans  leurs  rapports  avec  les 
quadrangtes  complets. 

Cesàro{E.).  —  Ëtude  intrinsèque  desconiques  et  des  cassinoïdes. 

Élude  de  ces  courbes  el  de  quelques  courbes  voisines  au  moyen  de  la  rela- 
tion qui  eiislc  entre  l'arc  cl  le  rayon  de  courburi;. 

Mansion  (/'-).  —  Limite  de  la  somme  du  |iroduit  ou  du  qiiolicni 
d'un  nombre  fînide  variables.  (35-39 ;  ''3-6G;  1  i3-i  i5;  i3<)-i4i', 
246-25 1). 


Servais  {Cl).  —  Sur  la  eoiiibiire  de  la  podaiic  et  de  la  polain 
réciproque  d'une  courbe  donnée.  (84-88). 


{')\'»T  Hiillcii».  r,  \i\., 


iJl  SKCONDIi  l'AHTIE. 

Jainct  (  y.).  —  Sur  le  théorème  de  Joachîmslhal.  (io5-io8). 


Démonstration  de  ce  lliénréme  et  de 

ime  point  à  nne  cimiquo,  passe  »ussi 
:nCi^,  iu  point  iliamétrulemenl  oppost^ 


ers  lliéorémes  voiiini,  par  exeoiplc, 
leds  de  trois  normales,  meniet  d'in 
la  projection  du  centre  sur  la  tan- 
pied  de  la  quairitme  normale.  i> 


Schoute{P.-U.).  —  Sur  les  foyers  des  coniques.  (ixg-tSa). 

I.'autcur  oLticnt  les  fojers  des  cunii|ues  au  moyen  de  la  condilioQ  que  dcii 
droites  rectangutaircs  menées  par  un  foyer  soient  conjuguées  l'une  4  l'antre. 
Il  déduit  aisément   des  résultats   oljtenus   l'éqnalion  de   la  cubique   lieu  des 

Longchamps  (G.  du).  —  Sur  la  résolution  des  problèmes  déter- 
mines pur  la  méthode  des  lieux  géoinélri(|ues.  (i32-i.S6). 

On  peut  souvent  i ii  1  t'ud u i rc  de  grandes  siiiiplincations  dans  cette  méthodcg 
en   y  remplaçunt   des   coordonnées  \.  V,  par  des   Tonciions   convenablement 


Urocard  {II.) 
>5fi). 


-  Siii'  une  classe  particulière  de  triangles.  (i53- 


Gelin  (£"-)■  —  Fiiriiiiiies  relatives  aux  polvgones  réguliers.  (i6o- 
i64). 

;  aire  et  volume  eogendréi 
de  symétrie,  d'iio  c6té,  etc. 
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Hansion  {P.] 

1.  —  Théorème  de  Choqiict. 
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/Vetiberg  (J.) 

.  ~  Sur  les  moments  d'inertie.  (226- 

■a33). 

Expt.it  condensé  de  recherches  de  Reye,  Hesse,  Darboux  si 
la  théorie  des  moments  d'inertie  avec  celle  des  surfaces  du  si 
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Élude  des  cou 

rbes  ajflnt  pour  i!qualioa  trilinéairc 

■fy'z'^m. 

E=I'+/.XV'=0. 

QuesiioDs  pr' 
bibliographie;  > 

iposécs,    questions    rtsaluo,    quesL 
irticles  divers  (passim). 

ion»   d'Bxai 

nen;   biographie, 

I.  Mansion  {P.)  --  Note  sur  la  Géométrie  euclidienne  et  sur  la 
Géométrie  non  euclidienne.  (32  p.). 

Elirait  des  Annalei  de  la  Société  tcientijique  de  Sruxellet,  iSStj,  t.  XllI, 
1"  partie,  p,  57-61;  181)0,  t.  XIV,  a* partie,  p. SS-Jg;  i8yi,  t.  XV,  impartie,  p. H-n. 


.  UPaigc{C.)- 
froid  Wendelin.  ( 

—  Un  astronome  belge  du  xvii'  siècle  :  God< 

:'9p-)- 

Extrait  des  BuUelii 

p.  :"9-7=/;  '89"- 

iï  de  l'académie  royale  de  Belgique,  3'  strie,  t,  X' 

r.    Thiij    {CL). 
triangle.  (8  p.). 

—    Dislunccs    des    points     remarquables    d 

Extrait  des  liiillelii 
..  4--4S1;  -8<„. 

.j  de  r.Umh-iiiic  royale  de  Ik-lf,'i./ue.  T  ^érie.  1.  X\ 
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ANNUAIIŒ  Dli:  L'ACADËMie  ROYALB  DES  SCI  EN  CBS,  dss  Lbttbbs  BT  MS 
Bkaux-Arts  de  Belgique.  )8g?.  58" année.  Bruxelles,  Hayez,  HDCCCXDO)- 

Van  der  Mensbrugghe  (G.).  —  Notice  sur  Gharles-Marie-Va- 
lenlîit  Monlîgnj.  (aSo-Saa), 

Cli.-M.-V.  Monlign)',  ni  .i  Namur  le  8  janvier  tSi>),  est  mort  i  SchaerbMk- 
lez-Bruxelles,  le  i^  mars  1R9U.  On  lui  doit  une  nouvelle  tbéoric  de  la  scintil- 
Utiun  des  cLoMes  i;t  un  appareil  nouveau,  le  icinlUlométre,  outre  d'antres 
recherches  de  Pliysiquc  et  île  .llélcorologic. 

Jlriatmont    (().    —   Notice    sur   Jean-Bapliste-Joseph    Liagre. 

(323-376). 

J.-lt.-J.  l.iagrc,  m'  à  Tourany  le  iX  Février  181S,  est  mort  à  Bruxelles  le 
i3  janvier  iMyi.  Il  étuit  Sccn-Lairi:  perpétuel  de  l'Académie  depuis  le  5  mai 
1874.  il  a  publié  en  i853  un  Ouvrage  intitulé:  Calcul  des  probabitUêt  et 
théorie  des  erreurs  avec  des  applications  aux  Sciences  d'observation*  en 
général  et  à  ta  Géodésie.,  en  particulier,  dont  une  seconde  édition  a  paru  ea 
1S79:  divers  Mémoires  d'Astronomie  et  de  Géodésie;  des  reelierches  sur  l'orga- 
nisulion  des  caisses  de  veuves,  sur  les  pensions  militaires  et  sur  les  institutions 
de  prévoyuneei  puis  quelques  Ouvrages  de  vulgarisation  (Géométrie,  Topo- 
grapbie,  Astronomie  stellaire). 


MATUESIS.  —  lti£CL'ËiL  Db:  uatiiématiulks  a  l'usage  iibs  Écoles  spéciales, 
publiô  par  M.  M, -P.  Mansion  et  J.  Neuberg.  Gand,  Hosie;  Paris,  1'  série. 


^ 


IIEVUli   niiS  l'UULICATlUNS.  i 

A.  La  dériïéf  tlc/(j:)  .-m  Li  UmiU;  ,it -^l^-i-^i^l/i^,  Icrs^int,  x  clant 
llx«,  A  Lend  vers  a. 

B.  La  dérivée  de  /(,r)  isl  Umîm  du  ruppnft  ■L^.^'J-'^Q^ .  lorsque  i, 
St  X,  tendfoL  vers  la  mi^mc  vakur  x. 

En  parianL  de  la  définition  A.  on  comprend  le»  tus  od  1o  dérivée  est  di*eon- 
tinue;  en  adoptauL  la  définition  K,  an  tu  exclut.  M.  Pcnno  émet  l'opinion  que 
dan»  l'enseignement  Élémentaire  il  est  peut<Ctre  préférable  d'eiclurcces  c»sdc 
discontinuité  en  aduplanl  la  définition  It. 

Lorsque  U  dérivée  d'une  Tonotinn  n'existe  pa«,  suivant  la  définition  11,  il 
eiisLc  toujours  deux  tonclinns  qui  en  jouent  le  rOIr,  et  dunC  l'auteur  signale 
quelques  propriétés. 

Mansion    {P.).    —    Formules    pour  le  jaugeage    des    lonncaux. 

Dans  cette  Note,  l'uutenr  CQtnpare,  au  poiotde  vue  de  r;ippruiiinalion,  dilTi:- 
rentes  formules  proposées  pour  le  jaugeage  des  lonncsuji, 

Afansiûn   (P.)  el   Neuberg  (J.).  —  Léopold   Kronecker.    (i(>, 
i36-i37). 

Les  auteurs  signalent  surtout  l'impiirUnce  des  méthodes  aritliméliquea  do 
Kroncekcr. 

Molenbrotick  (P/i.).    —  Sur  le  produit  des  axes  (irinclpaux  des 
corii(]ues  touchant  trois  ou  (jiialrc  droites  données.  (33-3y) 

Cootidérant  toutes  les  coniques  inscrites  i  un  triangle  et  ayant  même  pro- 
duit des  aies,  l'auteur  démontre  que  le  lieu  des  pûles  d'une  droite  fixe  par 
rapport  a  ces  coniques  est  une  courbe  du  Iroisiil-inc  ordre  et  que  l'enveloppe  de 
la  polaire  d'un  point  fixe  par  rapport  aui  mêmes  coniques  est  nue  courbe  de 
la  siiicme  classe;  puis,  comme  application  de»  formules  générales  qu'il  a  ob- 
tenues, il  clierclie  l'ellipse  maximum  inscrite  â  un  quadrilatère  su|>pusé  con- 

Mansion  (/"*■)■   —    Limite  de   la   racine   m'"""  d'une    variable. 
(39-4^). 

Mansion  {P.)  et  Neubcrg  (J.).  —  Louis- Philippe  Gilbert.  (5;). 

Lemoine  (£"-).  —  Étude   sur  une  nouvelle  transformation  dite 
transformation  continue.  (58-C4,  8i-ga). 

Soient  a,  b,  c  les  trois  cotés  et  A.  II.  C  les  trois  angles  d'un  triangle.  Sup- 
posons qu'il  Mîste  entrp  ces  quantités  la  relation /(n,  /',  r,  \,  II,  C.)  =  o.  On 
peut  déduire  de  cette  relation  lu  ïiuivante 


■  42  SECONDE  PAUTIU. 

et  deux  aulrea  analogues.  C'csl  ce  que  M.  Lemoiac  ctablil  par  des  considéra^ 
lions  ton  simples,  en  faisant  tourner  le  cûlii  ilA  autour  ilu  point  B  dam  nn 
sen»  convenable.  L'auteur  applique  ensuite  ce  résultat  g^ntral  à  la  d^monitn- 
tion  d'un  grand  nombre  de  formules  relatives  a  la  gL'omélrie du  triangle. 

Gclin  (A-)-  —  Caractères  de  divisibilité. (65-74.  93-99)- 

Ocagne  ((/').  —  S  tir  les  courbes  algébriques.  {iou-io3). 


Dans  cette  Note  l'auteur  établit  de 
bi'iqucï  et  déduit  de  la  seconde  de  c 
de  courbure  en  un  point  d'une  coniqi 


I  propriiïlés  générales  des  courbes  algé- 
s  propriétés  une  construction  du  centre 
',  due  à  M.  MaDDheim. 


If'asteels  (C).  —  Aire  d'une  figure  tracée  sur  une  spbère  et  for- 
mée d'ai-es  de  [letits  cercles.  (to5-i  i3). 

Sitn-ais  (CL).  —  Sur  l'aberration  de  courbure.  (ia9-i3o). 


Cette 

.\ut 

iirerme  uni 

a  démonstration  géométrique  de  la  formule  de  Tran- 

son,    rc 

lati^ 

l'aberrati. 

on  de  courbi 

ire  en 

un  point  d'une  courbe,  t'anteur 

appliqu 

c  ce 

ttc 

formule  »  1 

la  démonstrat 

ion  du 

théurème  suivant  : 
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F  le 

f"J 

rer  de  la  \<i 

iratiole  inscri 

le  au  l 

riiingle  formé  par  la  tangente,  Ii 

normal. 

la 

directriec 

lairiee  en  un  point  d'une  courbe. 

Le  poifl 

Il  de 

ilaet  sur  In 

1   normale  est 

lecen 

tre  de  courbure  C  de  la  courbe, 

ot   du   1 

poin 

t    F 

,    i>n    voit   1 

le  rnyon   de  c 

oui'bui 

-e  de  la  déreloppée  CC,  sous  nn 

angle  droit. 

'iertra. 

lul 

{l^ 

.V  -  Nt 

Jles  sur  qi 

telqu. 

is,  propriétés  du   triangle. 

(i3o- 

'31 

). 

d'un  triangle  ABC,  supposé  •eoungle, 
it  aussi  ah;.  IIH».  CH;  les  hauienn 
t  P.,  P,,,  P^  les  orthoceotres  de  ces 
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obtenues  en  prenant  pour  axes  la  tangente  et  la  normale  en  un  point  d'une 
conique. 

Retali.  —  Sur  quelques  problèmes  concernant  le  double  contact 
et  le  contact  du  troisième  ordre  des  coniques.  (178-180,  219- 

223). 

Dix-neuf  questions  du  genre  des  suivantes  :  (n**  4  )  Décrire  une  conique  qui 
ait  un  contact  du  troisième  ordre  avec  une  conique  donnée  et  dont  un  point 
donné  soit  un  foyer;  (u**  14)  Décrire  une  conique  ayant  un  double  contact  avec 
une  hyperbole  donnée  et  qui  touche  Tune  des  directrices  et  un  diamètre  donné, 
celui-ci  au  centre  de  l'hyperbole. 

Prime  {F.),  —  Sur  les  points  de  Brocard.  (194-195). 

Neuberg  (7.).  —  Sur  les  triangles  inscrits  et  égaux  à  un  triangle 
donné.  (195-196). 

Cette  Note  renferme  une  démonstration  géométrique  d'un  théorème  dû  à 
M.  Tucker. 

Verniory,  —  Sur  quelques  suites  finies.  (217-219). 

Verniory.  —  Sommation  de  quelques  séries  convergentes.  (265- 
270). 

Le  terme  général  de  ces  séries  est  i/,=  i« (  1  -t-  i  )  (  i  -h  2  )  ...  (  i  -+-  Ar  —  1  ),  ou 
Tinverse,  ou  des  expressions  voisines. 

Lampe  {E.),  —  La  formule  de  Snell  ou  d'Ozanam  appartient  à 
Nicolas  deCusa.  (23o-23i). 

3  sino 


Il  s'agit  de  la  formule  approximative  9  =  — 


C0S9 


Neuberg  (y.).  —  Sur  Thypcrboie  de  Kieperl.  (241-246). 

Cet  article  renferme  une  cxpo$ili(»n  des  principales  propriétés  de  riiyperhole 
de  Kiepert  (circonscrite  au  triangle  et  passant  par  rorthooentre  et  le  rentre  de 
gravité  de  ce  triangle). 

Mangeot  (5.).  —  Sur  la  conslriiction  des  quadriqucs  qui  ont  un 
contact  de  deuxième  ordre  avec  une  surface.  (2i()-25o). 

Colette,  Catalan,  Lcmoine  {E.).  —  Sur  la  conslruclion  de  la 
moyenne  proporlionnelle.  (i():>,-i()3,  '.ijo-?..*!!,  .>.75-27()). 

Comparaison  de  la  rnélhodc  dr  r.ouzv  avrr  d'.iuliT*,  au  point  df  \uc  di'  l.i 
simplicité. 
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Articles  divers,  r/ueslions  résolues,  qtiesiiims  d'examen,  ques- 
tions proposées,   bibliographie  (passîm).  Taijie  des  matières. 

(282-288). 

Supplément. 

Mansion  (/*.).   —  Aaal^se   critique  du    Traité  de  Géométrie 
(C)'  édition,  1891)  de  Rouché  et  de  Comberousse  (12  pages). 

Extrait  Ae  la  Revue  des  Questions  scientifiques,  janvier  189J,  »•  sine,  t,  I, 
p.  i5û-,5,. 

Brocard  (1/.).  —  l,e  Trifolium  (38  pages). 

Extrait  du  Journal  île  Mathématiques  élémentaires  (1891).  Voir  dms  Ma- 
lliesis  (liij-i),  p,  ~h,  une,  ^lltc  Cumplémenlairc. 

Mansion  (P.).  —  Analyse  critique  de  la  Synopsis  der  hôheren 
Mathematik,  von  J.  llagen,  S.  J.  (t.  I,  1891)  (8  pages). 
Extrait  de  la  Uevue  des  Questions  scientifiques-,  octobre  1893,  »•  série,  t.  II, 


ANNALES  DE  LA  SotiKTK  sciENTiFtoLE  DE  BnuxELLES.  Scizièmo  année, 
iSgi-iMga.  Bruxelles,  Schopcns;  Paris,  Gau thicr- Villa rs,  1892  (A,  I"  Partie; 
B.  ■2-  IMrlic). 

Gilbert  (Ph.).  —  Sitr  la  formule  de  Siokes  généralisée.  (A,  2-4)- 


IlEVUi;  Dliti  HUBLICAIIONS.  MU 

VaUée-Poussin  [Ch.  de  la).  —  Noies  sur  ttes  inlOgrnles  dëiînies 
à  limites  infinies  d'une  forme  particulière.  (A,  (>-S). 
Deui  exemples  anciens  et  deux  nouïc 
fuis.  Voici  lu  plus  simple  ilc  ees  int<!grales 

Vitllce-Poussin  (Ch.  rlc  la).  —  Note  sur  certain 
leur  application  au  Calcul  intégral.  (A,  8-i  i). 


ombre  comprit 


Mansion  (P.).  —  Sur  les  recherches  de  Schering  en  Mélagëoiné- 
trie.  (A,  5i-53). 

Contributions  i  l'Iiialoire  de  U  Métagùomôlric  ; 

(■  C'est  Scherinn  qui,  le  premier,  en  1H71J  cl  1S73,  a  caracltriaù  un  espace 
noD  euclidien  par  la  relation  qui  existe  entre  les  distances  de  (n  4-  3)  points, 
n  étant  le  nombre  des  dimensiuas  de  l'espace  considéré; 

1*  Jusqu'à  présent,  rien  ne  prouve  que  Gauss  ait  devancé  Lobatcliefsky  dans 
la  connaissance  de  la  partie  métrique  de  la  Géométrie  nun  euclidienne.  En 
revanche,  par  l'intermédiaire  de  Barlels  et  de  \V.  lioljal,  il  a  probablement 
influé  sur  Lobatclicfak;  et  J.  liolyai.  [On  sait  maintenant  que  Gauss  a  devancé 
Lobalchefsky  et  Itolyaï,  mais  n'a  eu  aucune  influence  sur  eux.] 

Mansion  (P.).  —  Sur  la  théorie  des  racines  égales.  (A,  5.^-5<i). 
Esquisse  de  cette  lliéorie.  exposée  sans  recourir  nu  principe  que  toute  équa- 

Vallée-Poussin  {Ch.   de  ta).    —    Sur   la    série  de  Weieistrass 
représentant  tine  fonction  cnnliniie  sans  dérivée.  (A,  5--6j). 
Il  s'agit  de  la  fonrtion 
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impair  plus  grand  que  i.  K'I  <|up  ai  >  n-  -  it.  L'»i 

par  un  procédé  qui  9'applique  ménif  au  rat  uA  a  c 
pair,  et  abaisse  la  limile  de  ab  quand  a  esl  impair  ei  iarpiae  3. 

Goedseels  (E.).  —  Sur  la  définiiion  de  la  longueur  des  ligm 
courbesel  l'aire  des  surfaces  courbes.  (A,  79-80). 


Soient  L  une 

ligne,  A  un  de  : 

;es  points,  A,  une  normale  à  L  de  longueur  r. 

,  le  volume  il 

e  l'anneau   plaii 

1   qui  est  le   lieu  de  louLes  les  normales.  A,  U 

auleur  du  c,l 

indre  de  voliimi 

e  !>,.,  de  base  T.r'.  Par  difinîtion.   la  longueur 

c  L  t-sl  la  linii 

Le  de /,,  quand  / 

nalogue   pour 

race  et  étendre  ces  notions  tatme  au  cas  ob  les 

,.,Ml>esn-o,.lr^ 

is  de  [anscrilcs  1 

ni  tes  surfaces  de  plan  tangent. 

(A,  8l-8:"> 


Selon   l'auteur,   les  f 
logique  de  la  dérinilinn 


<  de  la  Mécanique  rationnelle. 


cipc<t  de  la  .Mécanique  rationnelle  sont  une 
i  inuls  ;  force,  force  agissant  simultanément  91 
X  mêmes  forces  extérieures.  Cette  Note  est  suii 
expose  sd  manière  de  voir  sur  le  même  sujet. 


Matisian  (/'.V  —  Sur  le  lliéorèiue  de  Jacques  Ikrnoulli.  (A,  85- 

S;)- 


Mamioii  (P.).  -  Notice  sur  Pli.  Gilbert.  (A,  loa-i  lo). 

Celle  Niilice  a  étù  reproduite  dtinsuu  écrit  publié  i  part,  qui  a  p: 
et   sera   annlysé   plus   tdiil.  Gilbert  esl  n£  le  7  février  iBSi  à   Bauri 


HlîVUli  DliS  PUULICATIUNS. 
Jordan  (C).  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (A,  la.^-iag). 

L'auteur  »   déduit  de  son  aoBlysi:  un  ensemble  de  conditions  prie 
lesquelles  on  peut  encore  appliquer  la  rigle  de  Leibniz  pour  la  dfri> 
intégrales  â   limites  infinies,  mais  il  est  impossible  de  les  résumer.  L.i 
cipcs  qui  servent  i  établir  ces  rùgtei  paraissent  appticabtpii  an   tns  |>lus  i 
pleienù  la  fonction  il  intfgrcr  passe  par  rinTini. 

Dans  une  Note  publiée  A  la  suite  du  Mémoire,  l'auteur  prouve  qu'une  limite 
de  somme  double  peut  ne  pas  (tre  égale  ^  l'inlégrale  double  correspondante, 
celle-ci  étant  regardée  comme  une  intéera'e  simple  ponant  sur  une  intégrale 
simple. 

Sparte  {de).  —  Sur  )e  développement  en  série  des  rormule^  du 
mouvement  du  pendule  conique  cl  sur  quelques  propriélés  de 
ce  mouvement.  (B,  i8i-uoa). 

Gilbert  et  Tilly  {de).  —  Rapporls  sur  ce  Mémoire.  (A,  i-a, 
77-7»)- 

Solution  nouvelle  par  les  séries  qni  met  en  évidence  la  propriété  établie  par 
Puiseui  relativement  &  l'angle  formé  par  les  azimuts  du  pendule  pour  un 
iBBiîmum  et  pour  le  minimum  consécutif  de  l'angle  d'écart.  Elle  permet  aussi 
detrsiler,  plus  complètement  qu'on  ne  l'a  fait  antérieurcmenl.  ta  question  des 
points  d'inflexion  que  peut  présenter  la  projection  horizontale  de  la  rourbedécrïle 
par  l'ealrémïté  du  pendule- 

Van  der  Mensbru^ghe  {G.).  —  Sur  une  manière  Ivts  simple 
d'exposer  la  théorie  des  miroirs  ou  des  lentilles.  (A,  62-65). 

Van  der  Mensbrug ghe  {G ■) -  —  Théorie  élémentaire  des  lentilles 
épaisses  et  des  systèmes  optiques.  (B,  ao^-aa  i). 

Van  der  Mensbrugghe  {G-}.  —  Mote  sur  h  détermination  des 
éléments  de  la  lentille  équivalente  au  sjsièmc  optique  de  l'œil. 

(B,  263-273). 

EiposG  élémentaire  des  résultats  connus  pour  Ica  miroirs  et  les  Icnlilleiî. 
L'auteur  les  établit  en  admettant  dés  le  début  les  propriétés  réciproques  des 
foyers  et  des  axe*  secondaires.  Voici  les  conclusions  de  la  troisième  Noie  :  Le 
système  optique  de  l'œil  normal  est  équivalent  A  une  lentille  ronvergcnle  dont 
les  points  principaux  sont  plaeés  l'un  à  j"",  l'autre  i  a"",  }  en  arriére  de  la 
cornée;  la  dislance  focale  extérieure  est  de  i4'"'°i  73,  la  distance  focale  intérieure 
19"", 88;  le  premier  point  nodal  est  fi  3"'",iS  en  arrière  de  la  face  anléi'ii'urc  du 
crislallin,  le  second  à  o-'-.Si  en  avant  de  la  face  antérieure  du  même  cri<- 
Dllin. 

Sahert  {de).  —  Mémoire  sur  la  redicfclie  la  pltis  ^'én.-rale  d'uu 
Sjistèmc  orthogonal  Iriplenicnt   isolliermr.  (Noie    V)  Stir  une 
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dûmonslralion  élémentaire  du  tliéorètno  d'Abel  pour  le  Oi 
particulier  des  fonctious  hjpercllipUqucs,  renfermée  implicïle- 
mcnldans  les  résullats  de  la  Note  III  précédente,  (ti,  273-3f)6}. 

L'auteur  tail  connaître  explicitement  la  diSmonstrition  cootenue  en  principe 
dans  une  Note  antérieure;  H  fait  diverses  applications  ou  vérlficatioD»  de» 
résultats  trouiés;  enfin  il  applique  la  même  inéihodc  i  la  démoostratioD  du 
tlicorùmc  du  l'aildiiion  pour  les  iruU  intégrales  elliptique». 


REVUE  DES  QUESTIONS  SCIENTIFIQUES  i-lbliés  par  la  Socikth  sciek- 
TiFiQui;   i)K   BituxKLLiis.   Bruxelles,  Société  belgo  de  librairie.  Dcuiibme 


Lucas  (J.-D.).  —  Éphéméridcs  planétaires  des  Chaldéens.  (5o- 

Vperçu  de  l'Aslranomiu  pUnétaire  clialdécnni;  d'aprâs  les  travaux  de) 
PI'.  Sirassmaiti-  et  lipping.  A  la  (in  de  l'article  5e  trouve  un  résumé  de  to« 
les  rùsullats  t-xposés  dans  le  présent  article  cl  dans  deux  antérieurs,  dans  I> 
iiiéuiL'  revue,  en  oclolire  iHtp  et  en  mars  i^i.  En  somme,  les  Chaldéens  cita- 
naissaient  bien  le  iiiuuvenient  de  lu  Lune,  du  Soleil  cl  des  planètes. 


Dithum  {/'.).  —  Quelques  réflexions  au   sujet  des  théories  phy- 
siques. (i3(,-i4;). 


Duhein  (/^.).  —  Noialion  atomique  et  théorie  atomistique.  (3gi- 


ItliVUli   DUS   l'Ultl.lCATIONA. 

Tunie  11,  [««jj. 
Ocagne  {<!')■  —  IjC  calcul  sans  opération.  La  Nomograpliio.  (48- 


Sa). 


AlEC-br 


,  d«  i„-i 


il  S'a- 


1"'- 


I.  Prucédéi  opêrHLoires  sïmplirii-s  de  calcul.  '1.  Les  tdbiciui  de  csiviils  tout 
faits.  Barcmes  et  ubaques.  3.  Ptinf i|)aiii  avantages  des  abaque».  4.  I.es  abaques 
Â  double  enti*ée.  5.  Le  piincipe  de  l'anamurphose.  6.  L'anauiorpliose  gcnifrulisée. 
7.  Les  detiderata  dans  rdlablisacment  des  abaques.  H.  Les  abuquca  iicxago- 
naux.  9.  Les  abaques  i  points  isopidtlics.  10.  Coiicluiioii. 


BULLETI.\.Suki;A.:u.kmik  BimuK  i>t:s  S 
Abis  iik  Uiii-oiviK.  Bruxcllys,  F.  Ilay 


s  Lm-THiis  UT  iiKs  Di;\i 


Trûisiènie  série,  l.  XXlll. 


Le  Paigc  {€,),  —  Noie  bibliographique  sur  fOuvrage  iiuilulé  : 
Galilée  et  la  Belgique,  par  M.  le  D'  G.  Moncbamp.  (7-8). 

Analyse  rapide  du  livre.  .M.  Le  Paige  ajoute  aux  nums  des  piofesscurs  cai-. 
tësiens,  cilés  par  M.  Monchamp,  celui  de  François  Laddersoas,  qui  professait 
l'b<rpi>thise  cartésienne  des  tourbillons  et,  par  suite,  celte   de  Copernic  (1701). 

Le  Paigc  {€.).  —  (lappoilsurle  Mémoire  intitulé  :  «  Sur  la  cor- 
respondance hoinographique  entre  les  éléments  de  deux  espaces 
linéaires  quelconques   n,  par  M,  Fr.  Deruyts.  (y-i  1). 

Analyse  du  Mémoire  de  M.  Kr.  DcruvK.  Celui-ci  gOnéialisc  les  lran»roniia- 
tions  homograpliïque»  du  plan  et  de  l'espace  eu  étudiant  la  relation  linéaire 
/  =  o  entre  deux  séries  de  ri  H-  1  variables.  Quand  le  discriminant  de^  est  nul, 
ainsi  que  tous  ses  mineurs  d'ordre  n  —  A--t-î,  l'Eioniograpliic  dite  dégênéfeicentv 
se  ramène  à  une  lionio{;rapliie  uun  déiiénéresccnte  rntre  deux  systèmes  d(n~~  k) 
dimensions.  L'auteur  étudie  i>ii  les  dcu\  espaces  considères  suiit  cuViicidcnts 
et  ail,  de  plus,  les  éléments  cori'espundants  sont  inuidents.  Le  Mémoire  sera 
publié  dans  les  Mémoiies  in-1'  de  fAcadémie. 


Catalan  (E.).  —  Quelr[«es  séri 


i  tngi 


■jq.ic 


.(..f3-,,i;) 


K-^^)-(;^t^^.)-(t^^:-^ 


et  quelques  relatii 
Huit,  des  Scient 


Deriiyls  {./.).  —  Si 
lielle.  (i32-i(i7). 


lire  les  cnefficioi 
applir; 


SECONDE  PARTIE, 
les  formes  algébriquesà  parlicularité  e 


«  formes  entre  ha  coefricicnu  desquelles  eiiilmt  an 
cins   homogènes  algébrique»   invariaDlei   quand  on 


s  invariantes  des  formes  générales  devienneit 
s  où  (les  relations  de  ce  genre  sont  supposto 


I.  l'ai 


r  donne 


e  ditmonslration  nouvelle  de  s 


Senciis  {C/.).    —   S(ir  hi  courbure  dans  les  sections  coniqui 
Le  Ptiifft^  (^O-  —  H  apport  sur  ce  Mémoire.  (2i3-234). 


•w-l 


1  fort 


Umptcmcnt  un  l)iéuri-mc  de  M.  Mann- 
irl)»  al|;<^l>rïquc  issncs  d'un  point. 


=  t':t;. 


p  cl  Pi  clésignanl  les  rajonsi 
Il  T  Cl  T,  1rs  longueurs  c 
points  de  contact  jusqu'il! 
point  S  se  déplace  inrmini 
varient;  en  inlorprctant  g 


rc  en  deux  pniai^i  .M  cl  M,  d'une  conique, 
lur  les  tangentes  en  ce«  points  depuis  les 
rintcrseetion  S  des  deux  tangentes.  Si  le 
[11-  .M,  S,  p,  reste  fixe  tandis  que  p.  T  eiT, 
icincnl  les  diiïcrcnlielles  de  ces  quantités, 
tire  uu  grand  nombre  de  Cou 
c  A  l'exposition  d'une  méthode  très  téconde 
i  (oiiiqucs.  Elle  est  basée  sur  le  tbéorème 


lliiVUK  UKS  rUllLICATlUNS.  t'.r 

Seivais  (Cl.).   —  Sur  les  coniques  osculalrices  dans  les  courbes 
du  troisième  ordre.  (522-5a7). 

Le  Paige{C.).  —  Hnpport  sur  celle  Noie.  {,f>(i). 

Celte  Note  repose  sur  la  mmarque  suivante  :  A  ctanl  un  [loint  quclconqur 
d'une  cubique,  cette  murbe  se  correspond  i  elle-inilniF  dnns  la  transfornialion 
biraliodnflle  quadratique  de  troisième  espèce  {Voir  Matheiu,  U  VU,  p.  im), 
qui  a  pour  piïle  le  peint  A  et  pour  conique  foodamCDliile  la  conique  polaire  du 
point  \  par  rapport  à  la  cubique. 

Demoultit    {A.).    —    Quelques  proprlélés  du  syslèiiie  de  deux 
courbes  algébriques  planes.  (Sa'^-S^^). 

Lf.  Pnige  (C).  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  {'(■^7)- 

Liouville  a  (ait  cunnaiti'e  une  rclulian  enlrc  les  rayons  de  courbure  de  deut 
tifnes  algébriques  aux  pointa  oh  elles  se  coupent  et  les  angles  que  les  tan- 
gentes en  ces  points  (ont  avec  un  axe  lii^e,  pris  i  voloulé.  M.  Demoulia  ap- 
plique i  la  figure  relative  ï  ce  théorème  la  IranBrnrniaiion  par  polaires  réci- 
proques, el  obtient  fiin«t  un  grand  nombre  de  relations  parmi  lesquelles  nous 
citerons  la  tuivanie,  qui  g^nëralUe  un  théorème  de  M,  Hannlieim  ; 

T  étant  la  longueur  d 'une  tangente  commune  à  deux  courbes  algébriquei, 
«l  R  et  H'  les  rayons  de  courbure  de  ces  courbe»  aux  poiitls  de  contiici, 


Toiiu-  XXIV. 

Mansion  {P.).  —  Kappori  sur  le  Mémoire  iulitul,-  :  Soi  l'appli- 
cation des  l'onclions  sphériques  aux  nombres  de  Sogner,  par 
M.  F.  Casparv.  {i',-.>.o). 


ta  triangles,  par  des  diaisonaki,  jouit  de  pnipriclés  remarquables  l'iudiées 
Euler,  Lamé,  Itodrigues.  Ilini-l,  Catalan.  Ce  dernier  a  trouvé  des  rclati 
entre  les  noml>res  T,  el  les  potjnmncs  P„{j-)  de  Lcgendre.  Caspary  a  lr<i 
que  le  premier  et  te  dernier  terme  de  r,(j;)  s'exprime  aisénicut  iiu  mu 
des  nombres  T..  Au  iiiojen  de -cite  remarque  oL  de  la  formule  de  K.  Ncum 


'-  f 


'..  t  '• 


n 


SECONDE  l-AItTII!. 


s  de  seconde  espèce,  il  relroure  un  grand  nombre 
remeol  parles  auteurs  ziiii  pi  us  haut;  il  na  troufc 

eiemple,  une  formule  asseï  simple 

ecure  If5  carres  dos  nombres  de  Segncr, 
Bascluviiz.  —  Une  ideruité  remarquable.  {56). 

Dans  cette  Note  l'^iutcur  fait  connaître  un  certain  mode  de  décompositiua  de 


Heeii  {P.  (le).  —  Variabilité  de  la  leriipéralurc  ciilique.  (96-101). 

l.a  Icnipératurc  {rilii|iie  diins  te  sens  d'Andrews  est  une  limile  supérieure  de 
température  ci-iliquc  dans  le  sens  de  Cagniuiil-Ldluur,  laquelle   est   variable 


Deiiiyts  (J.).  —  Sur  ccrlaines  subslitiiUons  linéaires.  (102-110). 

l':itrnsiDa  de  1»  théorie  des  formes  associées  de  Ilennite  i  U  lliéorie  des  cova- 
riants  primaires  de  lauleur. 

Mansion  (/*-)-  —  ilu[)|)ort  sur  :  Mémoire  sur  l'iniésraiion  des 
éqnulions  dilléienlielles  par  Ch.-J.  de  la  Vallée-l'oiissin.  (ai^- 
■>M). 

d-ii.téeralc  d'uue  é.)Ui.li<.n   diirérc.uiell.'.  ^'^^/(j:,,^),  au  cas  oix /(,x,y)  ai 
ic  fduelion  disïuiilinue.  Le  même 


HEVUK  UES   PUBLICATIONS. 
Se/vaix  {Cl.).  —  Sur  la  courbure  dans   les  surfaces  Jii  second 
degré.  Hf,-A-\)- 

Le  poiot  (Je  déport  de  ce  Mémoire  consiste  dans  l'ingénieuse  remarque  sui' 
vante  ;  ei  l'on  cuosidiïrc  les  normales  en  deax  points  M,  M'  d'une  quudrique,  la 
droite  MM'  et  les  jonctions  des  traces  des  deux  nortniiles  sur  les  plans  priaci- 
paut  de  la  quadrique  sont  quatre  génératrices  d'un  parubololde  Ljrperbo- 
liqae  (P).  En  cumbinant  celle  remarque  arec  Ici  propridli^s  connues  des 
coniques  ToCDics,  on  arrive  A  définir  le  parabolulde  (  P, },  limite  de  P,  lorsqnc  M' 
tend  vers  -M,  c'ol-à-dîre  lorsque  ta  sécante  MM'  devient  une  tangente  délcr- 
minée  de  la  quadrique.  La  considération  de  ce  parabololdc  permet  %  M.  Ser- 
vais de  démontrer  les  propriétés  fondanicnlales  relatives  a  la  courbure  dans 
tes  quadriques.  L'auteur  signale  encore  une  autre  métliode  conduisant  uim 
mtmes  propriétés,  et  termine  en  montrant  que  l'étude  de  la  courbure  en  un 
poiot  d'une  surface  quelconque  se  ramène  A  l'élude  de  la  courbure  en  un  point 
d'une  surface  du  second  degré. 

Van  der  Mensbriif;glie  {G.).  —  Sur  la  couse  commune  de  la  tcn- 
sioD  superficielle  ei  de  révaporaiion  des  liquides.  (043-34'i)- 

La  couche  superficielle  libre  d'un  liquide  est  telle  que,  dans  le  sens  vertical, 
les  particules  sont  t  des  distances  de  plus  en  plus  grandes  à  mesure  qu'on  se 
rapproche  de  la  surface  libre.  C'est  là  la  cause  commune  des  deux  phénomènes 

Deruyts  (J.).  —  Sur  la  réduction  des  fonctions  invariantes  dans 
lesj'Stème  des  variables  géométriques.  (558-5^1). 


Derufls  (/'''".).  —  Conslruclion  d'un   com|)lcJ[e  do  dniitcs  du 
second  ordre  et  de  l:i  seconde  classe.  {^~  ^ -•*'')■ 

Le  Paige  (C.)  et  IVeuberg  {J.}.  —  Uapporls.  (r»36-53<)). 

Considérons  d;>ns  l'espace  deux  plans  i  cl  ?,  dont  les  élémenls  roniplémcn- 
taircs  (points  et  droites)  soient  icliés  liùitia;i;rupliiqucmcnt,  de  telle  sorte  i|u';'i 
un  point  de  l'un  des  plans  il  ciirrespuodi:  une  droite,  réciproquement  et  inver- 
sement. Le  complexe  dont  il  s'agit  est  furnié  par  les  droites  qui  unissent  les 
points  d'un  plan  aux  points  Aes  droites  rorrespondanies  du  l'autre.  1,'autcur  se 
réserve  d'étudier  le  degré  de  généralité  et  les  dégénérescences  de  ce  complexe. 
M.  Ncuberg,  dans  son  Itiippnrl,  donne,  snus  une  forme  inncise,  l'équalioii  du 
compfcic. 

Calalan  (li.),  I.r.  Pmg^  (C),  ai„i„i„i,  (/'.).  -  ll;.|,|„.|.l  s.ii-  lo 
Mémoire    iulinik'  :    «    Sur    l'iiiU-nralo   onli-riciiii.;    (!,■    [.icrnirr 


Hwn  (P.    de).  —    \m  ( 
moderne.  (670-087). 


SECONDE  fAIITIE. 
ir  deux  r«rmules  de  M.  Beaupain.  Celui-ci  ■  rédigé  son  Mémoire, 
ié  plus  lard,  (le  manière  à  éviier  les  critiques  formulée»  par  I'ud 

.ion  de  la  matière  et  la  Physique 


je  et  des  hypothèses  apparentées 
n  objective  des  phénomènes. 


MEMOIRES  UK  L'Ai:vi)KitiE  iiovalk  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Be\ux- 
AnTS  lin  Hki,gi(jik,  r.  XLVIll.  Bruxelles,  K,  Ilayo/,;  mai  1892. 

Catalan    (A'.).    —     Noiiv(;llcs     Noies    d'Algèbre  et    d'Analyse. 

(,,8  |.t.gcs). 

\iiii-    Its  litres  lies  i\ui\.iirT.c  parafriiplies  dont  se  compose  ce  Mémoire  : 


'   |j 


iule 


I    l>Li 


-r- 


linn   d'une  formule  de  M.  Genocchi. 
cosinus.  Vllt   Sur  les  produits  iodé- 

X  dx.   \.    Comparaison   entre    deoi 


fonctions  circulaires.  \l.  Sur  une  question  de  probabilités.  \1I.  Sur  l'équa- 
tion  .»■  —  !  =  »,  p   «tant   un   nomlne  premier  de  la  forme  41'' +  ■- ^'H.  Snr 


tlEVUK   UKS  l'UDI.ICATIONS. 
2.  Cas pirliculiers  divers  de  lu  Uitmu\r 

A  iinliT,   p''rn>i  le?  formules  nblciiucs,    rrllp-ci 

^^■,£<£^..,. ,„,_„, 

'i.  tu  ri'inplai;ant  duns  celle-ci  'r^  par  l'une  de  gcs  voleurs  ec 
trouve  d'autres  Inlégrulcs  définies  reniiirquablet.  Il  l'tudic  aii5< 

B  =  ci(i)-m{a)  +  o(,1)-n('|)4-,,,. 


-/^ 


-xJx..-,+j 


5.  Propriétés  principnln  àc  la  ronclion  y  =  — —  qui  11  drs  pniprÎL'i 

anilognes  aux  (unciions  X.. 


tl.  Problème  de  la  ruine  du  joueur.  Eiposé  eriliquc  de  tniia  solulionsile 
Rnuchj  et  d'une  solution  de  Dclannuy,  identique  it  Xa  première  solution  de 
RoDChé.  Identités  que  l'on  en  déduit. 

tî-13.  Comptémenu  et  simplifications  de  Notes  antérieures. 

14.  Décomposition  do 

5in/i7Jsinj:^ 
sin/ijcsini/j-' 


Mf..MOIRES   iw.    1.1  SwAi.M.    noiALi 
Tome  XVII.  Uriiwllcs,  Hhu-ï.  ^e^ 


Deruyls  {i''r.).  —  Sur  lu  corn-la  lion  pohii 
espace  linéaire  <|uclcoiiqnc.  (i-i<i). 


(')  Voir  liiillelin.   \\\ 


i5G  SlîCONDË  PAKTIE. 

L'auteur  r^iudie  les  propriétés  de  la  corrélalion  polaire  involutiTc  définie  par 
uns  forme  bilinéairc  symélriquc  gaiiclie  à  (  n  +  i)  i.-iriables,  égalise  à  xéro. 

f)eniyts  (/'V,).  —  Sur  une  propriété  des  déterniinanls  symciriqncs 
gauches.  (i-6). 

Si  les  mioetirs  d'orilrp  ik  d'un  dtïlerminani  gj-métrique  gauche  «ont  nul»,  lei 
mïneiiis  d'ordre  (lA'  —  i)  snnl  nuls  tigalemenl. 

Deruyts  (/'V.),  —  Mémoire  sur  la  lliiiorie  de  l'involulion  et  de 
r homographie  uniciirsale.  (1-208). 

Dertiyts  {!.).  —  lîssai  d'une  théorie  générale   des   formes    aigé- 
brique.  (,-,36). 

Cdtaliiii  {/''■)■  —  LeLtrcs  àqiielnues  mathématiciens.  (1-22). 

Les  |)riucipalc<^,  ailrcssécs  à  M.  Ilmmitc,  rnntiennenl  des  formules  relatives  lu 
polynômes  X,  de  Lc};endrr. 

Siiidnic/yti.    —    Sur  de  nouvelles   lormides   pour  le   calcul  du 
nombre  11  <le  l.aisanl.  1,1-7)- 

I.e  nombre  II  iloiil  il  sagiL  «l  tel  -fue  S/i  "  -  1 ,  ou  n  =  /(i  +  v'^)-  L'auteur 
If  rairnie  en  faisimt  J- =•- <  +  l'O,  dnns  lu  forinulr  connue 


HEVUC    DES  >'U'BI.I{:AT10NS. 

défomistian  iMintiniie,  amenée  à  rarncïder  avec  une  autre  surtace  consistent  en 
ce  que  :  i-  les  dem  aarfacca  doiïem  6tre  de  mônie  espice,  toutes  deux  anifa- 
cialea,  au  toutes  deux  bifacialea;  elles  dniycnt  aroir  le  m^nic  degré  de  con- 
nexion; elles  doivent  avoir  te  même  nombre  de  contours  limites. 

La  démoiistralion  est  obtenue  en  ramenant  une  surface,  par  di^forniatioo 
ronlinur,  i  un  type  canonique,  conslitm!  par  une  sphère  trouée. 

Dans  une  seconde  Partie,  l'auteur  Établit  diveries  propriétés  relatives  en 
particulier  aux  systèmes  do  coupures  qui  ramdnenl  la  surface  à  avoir  une 
runnexion  simple,  et  aux  sy^t^mes  de  rircuUa  \ncii  sur  elle.  M.  Hair  étudie 
enfin  le  nombre  de»  déformations  qui  permettent  de  ramener  la  surface  au  type 
canonique. 

Coylev-  —  Sur  le  cercle  des  neuf  poinls  d'un  triangle  splicrlquc. 
(35^33). 

Cote  {F.).  —  Liste  des  groupes  transitifs  de  sitbsliliitions  potir 
dix  et  onze  lettres.  (3()-5o). 

Dyson  {F-).  —  Mouvement  d'un  salellilc  autour  d'une  planète 
spliéroïdale.  (3o-8i). 

Le  satellite  ctant  suppose  spbériijue,  l'auteur  tlunue  les  six  équations  qui 
déterminent  les  éléments  du  mouvement  de  la  planète  autour  de  son  centre,  les 
lix  équations  qui  déterminent  les  éléments  de  l'orbite  du  satellite,  développe 
la  fonction  perturbatrice  en  termes  qui  dépendent  du  temps,  en  supposant 
que  les  surfaces  d'égale  densité  Tormcnt  des  'phéroTdes  semblables;  il  étudie 
complètement  les  inégalités  séculaires  :  la  moyenne  distance  des  deux  corps 
et  l'inclinaison  de  l'aie  de  ta  planète  sur  son  axe  du  moment  résultant 
restent  invariables;  le  mouvement  du  nœud  du  plan  du  moment  résultant  de 
la  planète  et  de  l'orbite  du  satellite  sur  le  plan  invariable  du  systcmc  est  à 
peu  prés  uniforme.  Il  étudie  aussi  tes  termes  périodiques  qui  llgurent  dans 
la  libration  de  la  Lune.  Enlin  la  moyenne  dijtanre  et  l'inclinuison  de  l'a\e  de 


Edivardcs  (D.).  —  Stir  le  problème  de  Clirec  relatif  au  luouvc- 
meDt  de  rotation  d'un  ellipsoïde  élastique.  (81-88). 

Solution   directe  d'un  prohtcinc   traité  par  M.  Cbrec  (Quarlerly  Journal. 
L  WII,  WIll)   comme  application  de  sa   méthode  pour  la  solution  générale 

des  équations  de  l'élasticité. 

Cove  {A.).  —  Note  sur  les  vorte\  etliptico-c^lindriques.  (89-9'<). 
[)lique  peut 
liquide  dor 


Dans  [c  prAîcnt  t 
vurLei  eJIiptiquc 
lioCrpour  la  vitess 
tan^jentir^llc  à  la 

Crmv/ord  {L.). 


Miller  (G.).   ■ 
lcli.M.(9„- 

MaM-i(h\). 


SECONDE  PAItTIB. 
raïail,  il  montre  qu'il  peut  y  avoir  un  mauvement  stable  d'un 
',  dans  des  cnndilions  autres  que  C(-lles  qu'a  daaaéts   Kîrcb- 
.e  angulaire,  quand  la  condition  de  Coatinuilé  pour   la  vitesit 
surface  du  vorlc»  n'est  pas  vérifiée. 

-  Sur  la  soliiiion  de  l'équalion  de  Lame 

is  quand  2/1  esl  un  entier  Impair.  (gS-gS). 
dOvïluppti;  suivant  les  puissances  de  p  -  — e,. 

-  Groupes  intiausilifs  de  siibslitutioa   pour  ilii 

iS). 

—  Sur  un  mode  de  formation  de  certains  groupes 


Joëlle 


.sLun  du    Ihéo 


l'auteur  dans  < 

K  De  loul  s 

ration  de  l'isoi 

un  groupe  prii 

Voici   [a   dél 


:,  déjï  établi  par 


□upc  simple  d'ordre  g,  non  premier,  on  déduit,  par  la  considf- 
iiivphe  trdnsilif  dont  l'ordre  égale  le  degré  et  de  soo  conjoial, 
lilif  d'ordre  g'  de  degré  g,  do  facteurs  de  composition  g  e\-  g' 
iiiliun  que  M.  Maillet  donne  des  groupes  conj'ointi;  elle  coin- 
ças particulier,  les  groupes  conjoints  de  M.  Jordan.  Considé- 
■l  un  carré  forme  des  1 


^K^  ItEVUU   DES  PUULICAriONii. 

Maillet  (£*.)■    —  AppUcaliou  de    lu   Lhëurie  îles  .'^nbsLilulions 


celle  des 
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magiques.  ( 

1J2- 
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0,  i,ï| 

,  ...,/>  — i;ai 

'ec  les  ne 
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L   dans 

cliaque  ligne  o 

u  dan: 

i  chaque  eolo< 

aae  de  B 

et  de  B'  soient 

dilTércDls;  . 

:c  sont 

tes  groupes   Ai 

irivés 

des   Bubsliluli 

ions  qui 

permettent  de 

pisser  d'un 

e   ligne 

(ou   d'une   coloûne; 

1  d'un  de  ces  1 

:arn!s  B, 

B'  i  uaeaotre 

ligne  ou  col 

lonoe  q» 

ic  considère  M. 

Maillet. 

Mathews.  —  Note  gnr  la  torsîoD  géométrique.  (^\^5-t^(i). 
ÉKgute  applicaiion  des  méthodes  cinéma  tiques. 

ttaucock  (//•)•  —  Sur  la  réductioD  d'après  Krooecker  des  s;ys- 
tèmes  modulaires.  (147-184)- 

Le  trayail  de  M.  Hancock  contient  d'abord  une  exposition  élégante  des  pro- 
positions élémentaires  concernant  les  systèmes  de  modules  au  sens  de  Kro- 
necker  et  spécialement  l'équivalence  de  tels  aj'stéaies. 

Considérant  ensuite  uu  sjistéme  de  modules  de  seconde  espèce  (  Stuft) 

où  les  F  sont  des  polynômes  entiers  en  x  A  coefncients  entiers,  i)  se  propose  de 
le  remplacer  par  un  système  équivalent  plus  simple.  Happelous  qu'une  équi- 
valence telle  que 

\\\{:r).\K^J:),...,\■.^{X)^i^[<{\(x),^\K(x) 'Kix)] 

la  forme 

l".=  A;"■^l(J:)-^-A;.l^(J^)+  ...  -^  .\'''l;{x),(i  =  ,.:,  ....:0. 
■1-^=  BP.r,(^)-^ll/'|.'.(.i;)  +  ...  +  Vil' V  ^{j:  ).{'^  =  i .  < v). 

où  les  A',",  It^?  sont  des  polynômes  entiers  en  x  i  coeflicicnts  entiers. 
La  théorie  du  pins  Rrand  cimuiun  diviseur  permet  de  ramener  le  système 

de  modules  IF,(x),  l",(j) l'V*'^"  ^   '"  '**'■""'  ['". /i<-^ )■/](■!") .  ]■ 

oii  m  csl  un  entivr;  si  m  est  un  nombre  ronipuso,  le  système  de  modules  se 
décompose  lui-même  cl  l'un  est  ramené  A  considérer  des  systèmes  de  la  forme 

[p\p'-'li,{x),p>-'i,',(x) /'/.,(J-|././,(j| >r,lj-),'l\{^-| |. 


iGu  SECONDE  PAItïlE. 

Afalheivs  (G.).  —  Noie  sur  les  nombres  de  Hamilion.  (i84-i88). 

Ces  nombres  ont  vLé  introduits  par  Sylvegler  et  M.  Ilnniinond  (PAU.  Tram. 
A.  178e,  p.  i85);  M.  Malhews  indique  une  modilication  clans  la  façon  ifi'crirc 
le  tableau  do  ces  nombres.  (  Voir  Lucas.  Théorie  <ie.i  nombret.  p.  lijj  1.  modi- 
llcaiion  dont  M.  Glaislicr  Tera  ressortir  l'utilité  dans  une  Noie  olltrienre. 
M.  Matlicws  munire.  en  outre,  l'eiistence  de  relations  de  récurrence  entn  les 
éléments  d'une  colonne. 

CitUovin   (T.).    —  Une   démonstration    euclidienne  rigoureuse 
de  la  ihéorie  des  parallèles  à  introduire  immédiatement  après 

Euclidc  1,  aC.  (188-191). 

iiple  de  la  fonction  caractéristique.  (191- 

II  s'a;;ii  (II!  Id  foiii-Lion  r^raciÉTistiiiuc  de  Hamilton  pour  un  pinceau  lumi- 
neux ttroii  ( Masviill,  ColtecCed  l'apert,  1.  I,  p.  38i  ;  Labmor,  Proceedingt 
of  Ihe  Loadoii Miith.  Society,  i.  W,  p.  181,  t.  XXIII,  p.  iG3). 

Forsyth.  —  Évaluation  de  deii\  intégrales  définies.  (aiG-aaS). 


Ilerman  {/i.}. 
„6). 


r----- 


'iiG-i-onG-;-')' 


le  de  m  5oit  [.Un  grande  qu< 


IIKVUE  DES  PUULICAllUNS. 
Démoaslralioa  <-l«menlBire  d'un  Uiûoréme  de  Smilb  (Coll.  Papera,  L.  1. 
p.  18 j)  sur  deux  rormes  qnadialiques  primiiives  {a,  b,  c),  (a',  b',  c),  àa  dû- 
termiDnals  D,  D'  el  dont  l'iavariaaC  einiulLané  esl  nul;  »i  m,  m'  sonL  les  plus 
grandi commiinj  diïiaeurs respectifs  deo,  ib,  cet  de  a',  ■ib',  c',  m'D'  eim'D 
lont  susceptibles  d'une  représentai  ion  primitive  par  les  doubles  reepeclirs  des 
dcni  formel  (a,  b,  c),  («',  6',  e). 

Cayley.  —  Sur  les  soixante  substiliuioDs  icosaédrales.  (aSô-a^a). 

Élégante  rcprdscnlation  de  ces  substitutions  au  moyen  de  Go  malriccs,  déduite 
de  ceilc  qui  a  ivt  donnée  par  M.  Gordan  [  Vebei-  endliclie  Grappen  linearer 
Trani/ormalionen  ciner  Veranderlicken  (Math.  Ann.,  t.  XII,  1B77)].  La  cur- 
respondunce  atee  les  substitutions  dn  |einq  lettres  est  donnée  explicitement. 
L'iltustre  auteur  vérifie  en  outre  que  le  produit  de  deux  matrices  fait  partie 
du  groupe. 

Glashan  (O.).  ~  Sur  la  Table  de  S^lvester  des  différences  liamil- 
tonieiines  el  sur  les  nombres  qui  leur  sont  associés.  (a43-a47)> 
Cette  Note  se  rapporta  â  une  -Note  de  M.  Mulliens  signalise  plus  haut. 

Forsyth  (A.).  —  Sur  les  quartiques  gauches  de  seconde  espèce. 
(247->09)- 

La  partie  la  plus  impartante  du  Irarail  de  M.  Forsyth  se  rapporte  i  l'étude 
des  quartiques  raiionnelles  dont  les  équations  sont  ramenées  i  la  forme 


correspondent  à   quutre  points  silué^î  dans  un  même  pUn,  l'aulc 
propriétés  les  plus  importantes  de  ces  courbes. 

La  condition  pour  que  la  quarliquc  soit  de  première  espèce  (  in 
deux  quadriques)  se  réduit  i, 


M.  Forsyth  termine  en  indiquant  comment  se  généralisi',  pour  lus  courbes  uni- 
cursales  de  degré  quelconque,  la  mclliode  de  réduction  à  une  forme  simple 
qu'il  a  employée  pour  les  cubiques  et  les  quarliqucs  gauches. 

Glaislier{I.).  —  Produits  cl  séries  ne  lenfennaiil  que  des  nombres 
premiers.  (^■i-o-'i'S-]). 

Le  point  de  départ  de  ce  Mémoire  est  dans  une  formule  donnée  jui-  M,  llo- 
gel  dans  VEducational  Times  (t.  LV,  p.  6fi)  cl  que  voici 


11" 


-    r     (sin|i-)ir(;.)     1 


ifii  SECONDE  PAUÏIE. 

où  |i  est    un    nombre  rc«l  compris  entre  o  el  i  ;  de  celte  formule  pour  C-  =  j 
ei  [1^  y  M.  Rogcl  a  ili^duii  les  réauliaissiiivanU  où  K,  et  K.soat  les  intégrales 

elliptiques  complètes  pour  les  modules  iin45*  et  siniâ*: 

/.(/■)= —,7r^-        /i'P)=  _,-',.• 


lodulc  3. 

A|>ri's  avoir  repris  Ij  liOmonslraliun  de  ces  derniers  résultats,  Kl.  Claishcr 
ran^tnniic   lu  f..i'iii<ile   ^rtiéralc   dt   M.   Ito^el    au    moyen   Je   U    relation     bien 


■III  [j|  représente»  —  j^, en  désignant  par  n  le  noiiihre  impair  le  plus  voisiodev: 
1^]  eïl  supposé  nul  pour  ii  entier.  Au   moyen  de  cette  relation,  M.  Gtaîsker 


niiVUB   DKS   l'UBLICATlONS. 
d'un  pnienlîel 

»<>  I',  <i,  n  aoni  de>  consianiea,  et  de  forces  norninJc^  <i  lu  siirr-icc  a'c\prim;it>t 
par  lu  Turinnlc 

Sa:'-*- V+115'. 

oti  s,  T,  U  sonlcncurc  des  conslunK^s. 
Love  {À.).  —  Note sur  la  démonstration,  d'après  M.  Cullovln,  de 
la  théorie  des  parallèles.  (353-356). 

Bri/l  (I.).  —  Sur  certaines  propriétt!s  générales  des  IraDsforma- 
.  lions  [loocluelles.  (356-362). 

Si  l'un  considère  nne  IransformaLion  ponctuelle  dans  le  plan:  à  un  faisceau 
de  directions  issues  d'un  point,  Tornié,  si  l'on  vrjt,  par  les  tangentes  i  des 
courbes  qui  passent  par  ce  point,  correspond  un  (aiscrau  homographique  de 
directions,  constitue  par  les  tanKentes  aux  courbes  correspondantes  :  l'auteur 
génifralise  celte  propotiliun  pour  l'espace  i  n  dimensions. 

Dixon   (A.).  ~  Sur  nn  théorème    de  Djnami(|iie  Ai\  l>  Jacobi. 
(36a-366). 


C'est  le  théorème  sur  la  réduction  au  mouvement  d'un  corps  solide  ajant  un 
point  fixe  sans  forces  extérieures,  du  mouvement  d'un  corps  solide  pesant  de 
révolution  fixé  par  un  point  de  son  aie;  M.  Dixon  revient  sur  celte  proposi- 
tion â  propos  d'un  article  de  M.  Itouth  inséré  dans  le  tome  XXllI  du  Qaarteiiy 
Journal. 

Dickson  {Z.).  —  Nombres  cycliques.  (366-37;). 

Un  nonibru  (A,.\,  ...  An-iA|,)dc  l>  cliilfrcs  A,,  \;,  Au.  i^ciil  d»ns  N.  iiafc  \, 
a  des  niiiltipliCGtïurs  cycliques  s'il  y  a  D  entiers  difTcrculs  U,  =  i,  ÏS,.  ...,lt]j  tels 
que  le  proilnil  du  n<iinbrc  donné  par  cliarua  dcâ  nombres  U  reproduise  les 
cbilfres  du  nombre  donné  dan^  le  même  ordre  circulaire.  Tel  est  le  nombre 
liïSi:,  dans  la  base  lo.  Les  nouibrcs  — pP^ .  oti  Test  premier  à  ^,  e.tc}-Hir[ue 
si  ^  appartient  à  l'expnsanl  I),  niodulo  1', 

lltidson  (£'.).  —  Snr  un  triangle  spliériqiic  formé  de  petits  cercles. 

(378-386). 

Tuino  XVIII;  iScj;. 

Glaishcr.   —  Produits  et   .-érics  procédant   suivant   les  nouibres 
premiers  (2"  l'arlie).  (1-17  j). 

U  première  l'arlie  de  ce  Mi'mnin  ii  paiii  d^ui-  le  ViJumc  précédent  du 
QuarlEily  Journal:  (|iiclqiies  poiiiH  qui  se  riqipurtcnl  au  ménir  sujet  <'nl  Vlé 


elquiji 

Ces  foncti 
lu  fonclioD  r, 


M.   Glaislicr  donne    un    très    gtand    nomliro    de    |iropri£l<!»   concernaDt    ce* 

fonctions,  pour  tes  peliles  valeurs  de  l'indice,  et  pour  les  valeurs  simples  de  *. 

Les  cunslantes  numériques  A.,  qui  interviennent  dans  un  grand  nombre  des 

formulas  de  M.  Gluislicr,  ïont  définies  par  la  relation  approchée  pour  de  frandet 


f[x 


It, 


où  B„  B„  B„  ...  S.I1II  les  n,nû!.rcs  de  Bcrnoulli,  oii  nCl  est  mis  à  la   plaee  de 

leuaul  les  puissances  posi Lires  de  x,  en  gnrdant  pour  /(x,  n  )>  et  non  po«r 
V{x,  n)  les  Icriiies  indépendants  de  x.  s'il  y  en  a.  A„  comme  tio  sait,  csl^gal 
à  v'^  '  ['""leur  donne,  en  outre,  les  valeurs  numérjqpw  de  logA,  pour 
n  =  1,  9,  3,  ,'|.  Les  nombres  log.A,  peuvent  éirc  regardés  comme  Ae%  génémll- 
salions  de  la  cua^lantc  d'Eulcr  7. 
Llans  diverges  relations  s'introduit  le  polynôme  de  Bernoulli 


IltiVlli   UES  l'UULlCAl  niNS, 

i«t*titc  pDiir  X  compris  entre  i)  el  i.  el  cellea-ri  ; 


06  1x|,  ilttigne  la  mantiisc  ilii  QorobfC  pntitif  x.  Ces  noLntiuns  expliquéps,  nous 
pouroDS  mainlcnanl  dtiniier  une  propuiilion  générale  relalivr  A  un  produit 
inlïni  nù  p  doil  prendra  ton  les  \n  valeurs  premières  9.  3,  5,  7,  11,  .. .,  i^l  dont 
M.  Cliislier  Ëludle  un  ^rand  nnmLrc  de  eas  piiriiculiers  iniéressanls.  Daai  les 

trUli.Kis  itiii  surnînl,  U  fmierioii  B„(  J^)  «si  mise  il  ta  place  de  °-    '--.,  ci  m^ 
M('"-'>(°'-3)...[m-r  +  .) 


désigne  le  coefficient  biat 


ri 


i.dpj'l.)  ^  B.dp'^l.)  ^  B.(!;.'ji.) 


JJ^V-^i^lj^TreT)-^"—'-"^ 


n 


/,'-■, '-(^(îîieT) 


n-^' 


iï,  t.  \MII.  (Aoùl  iS.,(,.l 


fcclin  (  Crelle.  LV[[  )  el  difinie  par  l'cqi 


SKC.ONDK  PAHTIE. 

G(:r).  r^onsidéréc  par  M.  K<n 


>-.['"' 


.gr(z)d^+  -j:{x-.)~ 


-S..rlau.ui>le.(i75-.8,i). 

<n   cl   eiplinition    d'etpérienccs   rclalîves  i  des  cas  singuliers  du 


Brill  {./.).  —  Noie  sur  la  forme  de  l'intégrale  de  l'énergie  dans  le 
inotivcnienl  d'un  fluide  incompressible.  (180-191). 

|-  rf.r  +  (J  (/y  -t-  H  rf;  +  K  dt 
.V,>llœ^rs  {(-;.).  -  Vu  ll.-u  ir.'oméirique.  (.<)o-.f,2). 

L.'  li.u  <l.•^  |i..i.il.  ,W  iL-iii..-,'  .l-..ii    \\m  vcHl  dcui  si-Bments  donnés  AB,  CD 
>mp(>^  île  deux  surfiicc!;cubiqii«i 
lui'dunniïes  projeclives. 


ulliple  de  ri^ 


HKVUB  DES  PUBLICATIONS. 
Cette  méthode,  que  l'HUleur  a  déjà  donnée  dans  le  Messenger  of  Mathematict 
(t.  XXIV}.  et  (|u'il  prrfcclionne  ici,  consiste  esacntieilement  â  limiter  la  somme 
i}e  denx  Ficleurs  ciinipliïmentaircs  du  nomhre  donné  v 
nombre, en  déterminant  une  congrufnce  (|ue  doit  vérilii 
exemple,  te  nombre  csl  de  la  forme  3fn  +  3,  it  eut  clair  que  la  somme  de  deux 
facteurs  complémentaires  doit  Ctre  diviirblc  par  3  :  on  n'aura  donc  i  eisairer 
pour  celte  somme  que  le  tiers  de»  nombres  entiers  inférieurs  A  sa  limite  aupé- 
rieare.  La  mËlbode  est  naluretlement  d'autant  plus  pratique  cjuc  le  moduk  de 
la  congrueDce  est  plus  grand. 

Maddison  (Miss).  —  Sur  les  solutions  singulières  des  é)]iiatiuns 
difTérenlielles  tlu  premier  ordre  et  les  propriétL's  géomëlriques 
de  certains  invariants  et  eovarianla  dcA  înlégrales  complètes. 
(3M-.Î74). 

Le  Mémoire  dr  Mi'^a  MEjd.lJson  a  éli  anulysé  dum  lu  prvii>ivr<^  Parlie  du 
Sullelin. 

IHxon.  —  Les  uvales  de  Descarlcs.  (SyS-S^Ô). 

Scott  (Miss).  —  Note  sur  les  courbes  adjointes.  (377-384). 

Utilité  d'introduire  la  considAralion  des  courbes  adjoiules  dans  la  géoméliie 
des  courbes  planes  algitbriques;  c'est  U  réseau  des  courbes  de  degré  n  —  3, 
adjointes  a  une  courbe  donnée  de  degré  n.  qui  permet,  en  général,  de  transtormfr 
celle-ci  en  une  courbe  de  degré  minimum.  Si  les  adjointes  sont  unicursales. 
elles  fournissent  une  transformation  de  Crcmona. 

Tùino  XXTX:  iHgS. 
Glaisher.  —  La  fonclion  de  BernouUi.  (1-168). 


B,.(-:r)  = 


-fi.ar"-' 


sur  les  nombres  de  lieinoiilli  B,.  n,,  ....  le 
nombres  analogues  qui  se  rencontrent  dans  d 
circulaires  ou  hyperboliques,  etc. 

Au  lieu  de  considérer  la  fonction  R.(x)  ellc- 
la  simplificalion  des  n'sulials,  ),  considérer  dcii 


1  développements  de  fuiiiliun'i 


iGK 


SliCONDIl   PABTIH. 


k   drrnirr   terme   aani    (- T  (-.m  +  .)(  î="~ '1  n„l  on  {-■)-(  2'--0B. 
siiiviini  que^r^t  l'Kal  A  'm  +  t  nu  i  ^m,  \\,(3-)  ne  <lilTcre  que  par  le  factenrn 
rlu  p'ilygiinc  !!„(  J^)  'le  Dernoiilli  si  n  esl  impair;  il  en  diiïère,  en  onlre,  par  le 
«kriiicr  lonuc  -i  »  c-sl  ]idjr.  On  siii.|>..s<.' enlin  U,{  J:)  =  o,  V,(i)  =i. 
1,1  J-),   V„(^)  ^i-rili.-ntl4i  mVmc  é<[.iation  E^yniboliqac 

(a)  lJ.r)  =  {K-^x)'VA-r).         V„(j;)  =  (E  +  ^)'V,(i), 

l-:i\,(^)--L,.,(j'),  KV,(x)  =  V,.,(-c). 

9  se  rapportent  i  ilcs  propriéléi 


lie  Kcr 


\"   . 


I  ^ 


--(-■)— U.(j:). 


-Î-'  Jil        "'  ™. 


-v.(^). 


.-+lx-,)--'|  I 

-.-(-ir(^-T)"-'l  i 


REVUl!  DKS  niUI.ICATlUNS.  «fi.j 

en  formules  en  rpigcndrent  un  très  prand  nombre  d'iulrei;  en  purlieulier 
r^Dalion  «yiubuliquc  (aj  et  l'introiturtion  ilu  \vinbutF  o|ji^ral«ur  E  dans  Im 
siriei  qui  prL'céJpnl,  suivant  ks  puissuuoM  de  a,  lournUsent  Ireaucoop  de 
résiillsta  inli!rvi!>nl4i  purmî  1»c|iip1s  queli|iie»-un!  uni  él^  signvlés  pur  M.  J. 
BliB«:drd  iÇuarUily  journal,  1.  IV;  iSSi).  rslrouvi's  pur  Ë,  Lu»»  {Complu 
reiulus.  t.  LXXXIIl.  p,  Sly;  1H76),  el  d'autres  «uni  dus  i  M,  Cviito  (NouvtlU 
Cùrretpondanvt  malhtmati^ut,  t.  VI).  !<«  valeur»  d«  polynômes  U,(«)> 
V^fa:),   |iour   dM  vnleuri   «impies  de   la   »ari«ble   comr 


3    0 


ruurnJMent  pri'cist'ment  Im  ntimlirM  de  ncrnuulUi  d'Euler  et  le»  numbi 
luguM  luiqnelsnoui  ivons  fiiil  nlluiion  plui  liant.  Sifuixloni  eiillu  la; 
lion  nu  inuyen  de  ces  nuinbm  de  séries  Bualngues  au!i  iérip«  barmonii 
l'étude  d'iulKï  aérics  du  mtme  genre,  nmiï  tiU  ne  Ogurciit  que  des  n 
premiers. 


Dickson.  —   Un  sïstèm 
{il>9-i;8). 


rinlement  infini  de  gronpcs  s 


l>rin«ralisaLi»u  du  résullula  oliltnus  |>ar  M.  Jurdaii  |  Traité det  »ubilitati<iiii. 
p.  171-179)  sur  Iti  décomptisitiuD  des  groupes  atàlien»  étudiés  par  M.  Ilerinile 
diDB  Peur  coDuciiou  avec  la   transformation  des  (onclioas  abéliennes. 

nobeits.  —  Siir  un  s;^-slèine  doublement  infini  de  figures  dans 
l'espace  à  la  fois  inscrilea  et  circonscrites.  (179-  19^)' 

rcctions  des  rerberrbes  pour  èlendre  ï 

et  circonscrits  à  une  autre.  Il  a  montré,  en  particulier,  l'existence  d'une  double 
innnitë  de  polygones  respectivement  tangents  à  deux  quadrïques  confocales 
(  Proceedings  0/   the   Landon    Mal/iemalîcal  Society,   t.  XVIII).   Daii*  le 


Craiv/ord  (L.).  —  Sur  les  fade 
(le  l'équation  de  Lamé 


//m/son.  —  Démonstraliou  (;.-.,m,>lriqLic  de  r,.rr.iulrs  .1,-  Tii;;o 
mùlric  5pl,éri,|uc  .1  .[.[.Mnuion  ;.  l-AMn,n.,mie.  (.0.-.05). 


I70  SECONDE  PAHT1B. 

Blythe.  —  Sur  la  constniclion    des   modèles  d'une  surface  do 
Iroiâiùtne  degré.  (2o6-aa3). 

Afiller.  —  Sur  les  groupes  iransilifs  de  subslitutioDS  du  treizième 
cl  du  qnalor/.iëiiie  degré,  (aa.i-n^i))- 


Pour 


e  degré 


siLif  dcde^ri:  i3  n< 
u;;  deux  Tois  iransitif  et 
isitif  de  degré  \i  qui  coi 
sans  cuiilenir  le  gniupc  alterné  de 
Stroiipes  de  Cet  ordre.  Chaque  (jronpe  II 


gruupe  l 


legré, 


I  les  résultats  $< 
■oupc  alterné  de  ce  même  degré, 
est  de  la  forme  3'.3'.i3.  Toat 
i  d'un  sous-groupe  d'ordre  i3, 
contient  exactement  i^\  moi- 
simple  de  degré  i3  est  conteou 
dans  le  «roupe  niétac.yclique  de  ce  degré.  Le  groupe  simple  d'ordre  56i6  «it 
l'nbjct  d'une  élude  spéciale.  Pour  les  groupes  de  degré  ij  l'élude  est  divisée  ea 
deux  jiarlies  :  groupes  iuipriniitifs  eL  groupes  prlinitirs.  Les  premiers  sont 
étudiés  suecessivcnicnl  d'iiprt'-H  la  nature  Ju  système  d'inlraneitivité.  Il  tt'y  a 
pas  de  groupe  primitif  siinplcmenl  transitif.  Outre  les  groupes  symétriques  et 
alterné  il  y  a  deux  Kr'inpf'i  ]ilu^ienr<  fni»  transitifs  dont  les  ordres  sont  logi 
et  ■ll^.  [lue  liste  des  diik-ients  ^rni.pes  transitifs  de  degré  i3  ou  >4  termine  le 
Mémoire  de  .M.  Miller. 


-  Sur  k's  «groupes  d'ordre  fini.  (2: 


ItKVUli   DI'IS   rUIil.ICATlONS.  ^, 

pur  S(a^y)  l'etpressîrin 

(  I  -  eus' A  -  c..s=  B  -  fn'C  —  1  t'i! \  «.,^11  nosC )' 

rellliveau  trit^die  (arme  par  les  trois  plnn<ii,  p,  y,  dont  \,  K,  C  sont  les  dièdres, 
la  Fonctian 

S(u3)S(ij.'i)a(35fi)3(3Gii 
S(4fi5)S(iTS)S(63i)S(5at) 

itiii    re.lr   invariable    par   une    transforinaliun    linijain-.   L'iiitlfur   r'tniii   SfS 


Glahher.  -  Formules  générales  de  sommalion.  {3o3-328). 

Reprenant  les  notations  ciposées  dans  l'analyse  du  précédent  MÉDinirc  de 
Ttuteur,  nous  désignerons  par  V,,  U.  les  valeurs  pour  x  ■=«  des  polynoines 
V,(z),  lJ.(.z).  La  formule  sotoinatuire  d'Euler  prend  alors  la  forme  t^iubo- 
liqac  trits  simple 


Dit  il  fRiil  entendre  i|iic  ^(x'-i-  V  )  étant  développé  par  la  formule  de  Tajior, 

«ujvant  les  puissances  de  V,  on  remplace  V,  V,  V,  ...  par  V,,  V,.  Vj, Une 

autre  furmulc  (symhnliquc]  assez  curieuse  est  la  suivante  : 

Signalons  les  formules  tiénérales 

^(-i)-9(j')  ^  (-1)'-'  /"?lj:-n  +  f)rf-r.llJ«)-<-C. 


I  [aul  entendre  que  s(:c 


e)  est  dcveinppt:  par  Ij  furniule  de  Taj  I 
doil  élrc  regardé  comMit  un  .ijH-r;iteur  I 


On  peut  aussi  diJïol.>pper  -^ix  —  a-\-e^  suivant  les  puissances  de  {x  —  a)  ri 
remplacer,  par  eveniple.  ï.-'(t)V.(«)  par  ?i-i  [  V  («)I.  "ù  il  est  oul.'nd.i  que. 
dans  celle  dernière  expression,  \f(a)  est  remplacé  par  V  (<i).  l.aiileur donne 


ShXONDi;  l'AIlTIi:. 


•f{c)L;(j:)  ^  ï(c-o)U,(x-i-fl). 

■S'co// (MI^s).  —  Ëtudes  sur  la  transFormaliuii  Jt^  courlics  algé- 
briques planes.  (32<)-38r). 

Cri  éludes,  qui  »eruii[  ulLoriciirt-iiicnt  ronliuuéc<^,  conïtiturnt  une  iQlérei- 
siintc  ei|iiisllic)ii  lie  I»  [livink-  ilo  la  transformalion  rationnelle,  théorie  qui. 
romriic  l'aulciir  \p  faiL  juslciiiciil  nbiienei',  esl  préscnléc  d'haliilude  avec  une 
lru|)  grande  (ii-iii-raliU'.  L'auteur  n'a  pas  voulu  borner  son  Mémoire  i  l'él»- 

9cmbli>i  la  lei-tiiie  île  son  Travail  (!n  esl  d'autant  plus  prolitable. 
M"'  Svott,  reprenant  Irv  choses  au  dcbul,  montri'  le  rôle  Ju  réseau  de  courbet 

plan  iki  X  d^iiis  le  pluii  dcâ  x',  •li'linll  les  |H>in(s  rmidanienliiiix  et  les  courbn 
fi>iiil'iiiieiitiitr>.  él.ililil  11'»  pniprii-ir's  o^senlieltcs  du  jacnhicn  J,  de  la  courbe 

pondent,  duns  le  plan  des  x,  deux  pinnls  sur  J  el  x  —  :i  points  sur  y.  M"*  Scoll 
montre  le  ii'ile  iniporlunt  de  cellr  iriurbe  /,  dont  le*  relations  avec  la  courbe  J 
dairniineiit  !<'■.  singularités  pi.urtucllo  it  tan^tiitidles  de  la  courbe  J':  elle 
désijjne  iL'tic  dcrnii-ni  iiiurbe  J'  muis  le  nom  de  courbe  aynoptique,  parre 
qu'elle  résume  en  quelque  sorte  les  caractères  du  réseau.  Les  courbes  J  cl  y, 
quelques  courbes  du  réseau  eouvciiablemohl  eboisics  dans  le  plan  des  x, 
la  ciiurlic  s_vnoplir|iir' et  les  droites  correspondant  au\  courbes  du  réseau  dans 
le  plan  dcsx'  pcniiettvnt  de  diviser  le  j  deux  plans  en  régions  ;x  (au  pi  us)  réfions 
du  plan  des  x  correspondant  à  une  seule  réKJon  du  plan  des  x'.  L'auteur 
nioiilrc  cuniiiieiil,  ees  r<-gions  une  fois  déterminées,  l'elTel  de  la  transformation 

sur  une  courbe  queir jue  devient,  en  quelque  sorte,  intuitif.  Eo  termioant, 

M""  ScoH  donne  [iln,ieur>  cxeinpies  -.impies,  qui  peuvent  (tre  traités  en  détail. 


ur  \ii  tiioitvcment  vorticellaire.  (SSa- 


REVUE  DES  PUBLICATIONS. 


"7'1 


ZEITSCIIHIFT    Fin   Mvtlikm.vtik    rxD  Piiïsik. 

Jîiilzberger  (F.).  —  Sur  cerliiincs  affiDilts  parliculières.  (i-6). 


les 


Correspondance  homugrapbique  uv»  canserfilion  du  plan  de  Vînfjni  quand 
droites  qui  coInciiJ>^at  aicc  leur>  correspundaates  forment  un  Iriédre 


Â/ehmke  (W-)-  —  Retlierches  sur  les  propriétés  concernanl  la 
courbure  des  lignes  el  des  surfaces  dans  les  transformations  de 
contact.  (7-ati). 

Élint  données  plusieurs  eourbM  UnECOlcs  cd  un  point,  les  centres  de  cour- 
bures rcliitirj  1  ce  point  et  les  rentres  de  courbure  des  courbes  lr«nsfoTmées 
par   une   transformation   de   contact  se   correspondent   homograpbiquemciil. 

Lohnslein.  —  Sur  quelques  équations  dilTérentietles  linéaires  du 
second  ordre,  (a^-.^.'î). 


Spf>rer{B.).  —  Sur 
coniques.  {3^-47)- 


=  P,(x),       j',=  P,(i-)logi-(-P,(3:), 

I  scorie  P,(x)  simplifie  la  recherche  de  la  série  Pj(j-). 

(1-be  spéeidie  liéo  à   un    fai.ccau  Jt: 


irbcs  du  fi.i< 


1  qui  pas 


Kurs  {A.).  —  Sur  la  pression  lijdraulique.  (4'^-J*')- 

Rœdel  (£".).  —   Déduction  d'une  nouvelle  formule  pour  l'aire 
d'une  zone  d'un  ellipsoïde  de  révolution.  (56-()o). 

Anton  (i.)-  —  Sur  un  nouveau  procédé  pour  la  mise  en  équation 
des  résultats  d'une  table  de  mortalité,  (tii-64). 

Beyel{C.).  —  Représentation  des  courbes  de  troisième  ordre  et 
de  troisième  classe  au  moven  de  deux  réciprocriés.  (65-83). 


(')  \oir  Bulletin 

Bull,  des  Sciei» 


us  irois  poinla  :  à  cbaqi 
passant  par  le  potnl  P 
i  A,  B.  C,  P  su 


i7i  SECONDB  PARTli;. 

Le  puint  de  déparl  de  l'auteur  est  Je  suivant  :  rc 
A,  B,  C  et  le  réseau  de  coniques  passant  per 
point  P  du  plan  correspond  une  conique  du  i^s-au 

Icltc  que  le  rapport  anharnionïque  des  quatre  points  A,  B,  C,  P  sur  la  conique 
soit  donné;  si  l'on  considère  deux  correspondances  de  cette  sorte,  i  cliaque 
point  P  correspondront  les  trois  points  d'intersection  des  deux  coniques  qui 
C'irrespondentau  point  P.  Celle  correspondance  est  appliquée  t  de  nombreuseï 
constructions  relatives  aui  courbes  de  troisième  ordre  ci  de  troisième  clttne. 

Sckendel{L.).  —  Mélanges  maihématiqiies.  (H4-94I. 

Ktudc  d'un  déterminant  éfjal  au  pnidui 
dilTérences  alTectécs  d'exposants.  Formation 
Pour  le  Théorème  de  Sturni. 

Ptiiid  {0.).  —  Sur  les  moiiverneDls  périodiques  d'un  poinl  maté- 
riel sur  unestirface  du  second  ordre  avec  une  étude  parliculière 
des  cas  limites,  (yj-io^,  iGJ-iSg). 

ti'grales  pretnicros.  Exemple*:  Mouvements  sur 
tccond  ordre  :  Cas  011  il  n'y  a  pas  de  forceseiU- 
ricurrs;  cas  d'un  point  pesiint.  Helalions  entre  les  périodes.  Mouvement  d'un 

de  ce  centre  cl  proportionnelle  i  la  distance  :  distinction  des  diverses  fonnet 
i\c  niourcmcnl  d'apri-s  les  valeurs  des  constantes.  Cas  singuliers. 

Miiller  (/?.)-  —  Construction  des  points  de  Burmester  pour  an 

tluadrilatOfoplanarticul.:-.  {...9-,47). 

Suite  d'un  Mémoire  inséré  dans  lu  Tome  précédent,  où  l'auteur  a  montré 
comment  on  pouvait  obtenir  deiii  points  (réels  ou  imaginaires)  dont  la  tra- 
jectoire a  un  lonlact  du  quiitriéoie  ordre  avec  son  cercle  de  Courbure.  Dans  I 
vers  ras   particuliers   et   montre  comment.! 


REVUE   DES   l'UDLICATIONS. 


Soit  UTWV  un  quadrilalère  Brticutd  en  ses  sommets,  qui  sr 
l'ordre  iodiqué;  Suit  F  nu  Toyer  d'une  conique  inscrite  dans  II 
il  eiislc  des  pointa  A,  B,  C,  D  respect i»emeot  situés  sur  les  cùlé 
WT.  tels  que  les  quadrilaiéres  TUFA,  UBFA  soient  re^pcctiiem 

aui  quadrilatères  FCVC,  FDWC,  les  points  correspondanU  occ^,.v.. .... 

rang  dans  les  notations  des  quadi'ilat^resl  si  l'on  suppose  Ces  quatre  quadrila- 
lères  articulés  «a  leurs  sommets,  on  obtient  un  uiécanisoie,  composé  de  huit 
tiges  et  comportant  neuf  points  d'articulation  que  M.  Buruiester  désigne  sous 
le  nom  (te  mécanisme  foeal.  et  dont  il  étudie  les  intéressantes  propriiïlés 
géométriques. 

Kiir:i  {A.).  —  Pour  la  lliéoric  de  la  dilalalion  des  corps  creux. 

Wôlffing  {£"-)-  —  Le  rapport  des  rayons  de  courbure  au  poînlde 
coDtaci  de  deux  courbes.  (aS^-a.^g). 


Bochotv.  —  Méthode  simple  pour  ic  calcul  du  polj-noine  régulier 
de  dix-sepi  côlés.  (lào-aâa). 

Mé^er  (T.).  —  Sur  une  relalion  de  puissance  pour  les  courbes  du 
second  ordre.  (aSS-aSG). 

Les  cercles  décrits  sor  les  cordes  d'one conique  qui  passent  par  un  point  lixe 
comme  diamètres  ont  même  puissance  par  rapport  à  un  point  liir. 

Disieli  {Af.).  —  Sur  les  points  d'osculation  d'une  courbe  plane  du 
troisième  ordre  avec  une  courbe  plane  du  n"""  ordre.  {aô^-aSi). 

Étude  sur  une  courbe  donnée  du  3'*"  ordre,  des  points  qui  peuvent  avoir  un 
contact  du  (3n  — i)"—  ordre  avec  une  courbe  d'ordre  n.  L'auteur  enamiae 
successivement  le  cas  d'une  cubique  générale  et  celui  d'une  cubique  ration- 
nelle; les  résultats  dépendent  de  Iï  forme  du  nombre  n  et  conduisent  à  des 
configurations  inlércssiintes. 

Stoll.  —  Quelques  méthodes  pour  la  délerminalion  des  foyers  et 
des  aies  d'une  conique  en  coordonnées  Irilinéaires.  (a8:i-3o<)). 

Schlomilch.  —  Sur  la  construction  du  quadrilatère  dont  les  cfll^s 
sont  les  rajoos  des  ccicIl-s  inscrits  à  tin  triangle.  (3io-3i3). 

Afuth.  —  Sur  la  position  hjperboloidique  de  deux  télraèdres.{3 14- 
3i5). 

Voigt  {A.).  —  Vine  eslcnsion  du  concept  de  maximum.  (3i5-3i-l, 


i;!-.  SECONDE  PAIITIE. 

Sporcr  {li-).  —  ïliéorèmes  de  Géomélrie.  (SiS-Sig). 

Kurz  {A.).  —  Déviation  iniaimtiin  dans  ie  prisme.  (3i9-3ao). 

IJpps{G.).  —  La  forme  normale  des  expressions  conslruitca  avec 
de»  radicaux  cl  des  propriétés.  (3si-343). 

L'objei  csscntiol  de  J'uuleur  csl  tic  reprehdre  par  une  voie  nouvctlf  le  pni- 
Mèinc  du  lu  riïsDiiiliun  par  radicuuiL  d'une  équalion  algébrique.  Il  se  place,  dod 
iiu  piiint  de  vur  ariLliinùtïquc,  uinis  au  poinl  île  vue  de  la  [héorie  des  fooclion* 
en  oonsidi^ranl  le«  cncriicieiits  de  l'i^qualinn  considérée  comme  des  roncLians 
(le  variables  indépendantes,  ou  mfmc  comme  étant  eux-mêmes  ces  variables 
indépendantes.  Le^  racines  de  l'i^quation  algébrique  apparaissent  alors  coiume 
de»  riinoliiins  de  cca  variables  inilépendantcs,  délinies  par  l'expresaioa  mime. 

Considérant  mainlenant  une  suite  d'opérations  dérioies  par  les  égalités 


Lr'»]"' 


",(<', 


.",)■ 


*i  le*  Il  ilésigrtCnt  des  fonctions  cuIiltcs  par  rapport  «ui  x  et  rationoiidn  p»r 
uppnri  Ba\  variables  IndépeDdanics  a,  puis  une  fonction  rniioaoelle 
iinli-unquc  Tiirmée  au  moyen  des  i  ci  dos  a,  les  divertes  valeurs  que  p«iil 
n'nitre  cette  fnni'tlnn  r^ilioiinelje  pifuvenl  éire  individualisées,  en  assDJMtiftMul 
■>  (t  A  rester  duns  un  ditmiunc  convenable  cl  rliai'une  peut  être  repréxalé« 
iir  une  expression  de  la  (urme 


REVUE   DES  publication; 
Jiirges  (''■)■  —  Mécanismes  pour  lu  descrlpl     n  coniques. 

(350-356). 

Mécanismes  pour  la  dcscripliua  tl'uni-  conique  diïlirrminée  par  cinq  points, 
par  cinq  tangenlfs. 

Netlo  {£.).  —  Snr  les  équalions  aux  dérivées  partielles  qui  véri- 
fienl  les  fonctions  symétriques  des  racines  des  équations  algé- 
briques. (357-365). 
Remarques  sur  les  équalinns 


V    X 

i  =  . 


=  2-  '^■'^1-1 


■■iS  =  z«".- 


temblables  dus  racines  de  l'équation 

i~  -  C,  a:—'  +  C,  n—'  —  . . . , 

et  ob  R  désigne  une  Tonclion  sjmélrique  des  racints.  Aprts  avoir  établi  d'une 
façon  simple  ces  équations,  que  l'on  doit  i  Brioscbi,  l'auteur  montre  qu'elles 

générale. 

tVUlgrod.  —    Sur   les  fractions  contintics  qui  proviennent  de 
l'extraction  de  la  racine  carrée  d'un  nombre  entier.  (Stiô-^yo). 

Table  des  racines  carrées  de  tous  les  nombres  entiers  de  i  à  loo,  réduites  en 
fraction  continue.  Le  dernier  nombre  de  la  période  est  toujours  le  double  de 
la  partie  entière  de  la  fraction. 

Kurz.  —  Le  centre  de  la  pression  hydrostatique  dans  les  figures 
planes.  (37I-374)- 

llelm   {G.)-   —    Une   application  de  la  ibêoric  de  l'échange   an 
Calcul  des  probabilités.  (374-3:0). 

Kilbinger.  —  Sur  un  complexe  de  droites  quadratiques  dégénéré. 

(376.381). 

Cas  où  le  compIcMC  de  Ueve  (engendré  par  deux  ■^■jsicme^  polaires  dann 
l'espace)  se  décompuse  en  deux  systèmes  liné.iircs. 


i;8  SECONDE  PARTIE. 

Thomae  (  J.).  —  Sur  le  Théorème  de  Pascal  dans  le  cas  des  points 
imaginaires.  (38i-383). 

Beau  {O.).  —  Analogue  dans  l'espace  du  Thcorcme  de  Pj  lliagore. 

Partie  historique. 

Siiler  (II-).  —  Le  cinquième  Volume  des  Livres  arabes  de  la 
biltllotluqucvice-rojale  du  Caire.  (i-24,4i-5;,  i6i-i83). 

llunrath  (A.).  —  Pour  l'histoire  des  fractions  décimales.  (aS- 


Ccintor  (jl/.).  —  Un  papjnis  mathématique  en  langue  grecque. 

(8. -S;). 

BerlhoU  {('•.).  ~~  Xoles  pour  l'histoire  de  la  Physique.  (iai-ia5). 
Sttler  (//.).  —  Post-scriptum  à  ma  traduction.  {136-IJ7). 


Llpps  (G.).  —  La  forme  normale  des  expression; 
des  radicaux  et  ses  propriétés.  (1-10). 


nstrui tes  avec 


Kraies  (./.).  —  Nonvcau\  fondements  d'une  théorie  générale  des 

nombres.  (,,-3;). 


• 


I 


IIEVUE  DES  rCBLICATIONS. 

droite  perpeDdiculairu  >l  sa  polaire.  Le  pied  d*iin  axe  f.st  le  poi 
coupé  i  angle  droit  par  un  plan  conjugué, 

Voigt  {A.}.  —  Sur  les  fondions  ordinales.  ((Ji-63). 

Sur  les  grandeurs  intensives  {que  l'on  peut  Hisiinguer  comme  plus  grandes 
ou  plus  petites). 

Thomae  {J.).  —  Sur  1»  construction  d'une  conique  au  mojen  de 
cinq  points.  (f)3). 

Kurz.  --  Sur  la  formule  qui  donne  les  liauieurs  au  moyen  de 
l'observation  barométrique.  (63-64)- 

Kloss,  Pùtzer.  —  Remarques  sur  1 

dans  Vespace  du  Théorème  de  re. 

Lipps  {G.).   —  Sur  la  résolution  des  équations  au  moyen  de  la 
forme  normale.  (65-86). 

Voir  plus  haut. 
Kraft  {F.).  —  Équivalence  des  systèmes  de  segments.  (87-1 13). 

Les  s;stéi]ies  de  sef-menls  et  leur  équivalence  sont  étudiés  au   moyen  du 

Mtith.  —  Forme  [irojeclive  d'un  Théorème  métrique.  (1 1 6- 1 17). 

Schliimilch.  —  Sur  lii  con^trucliun  il'unc  coniquf  iiii  moyen  de 
cinq  points  ou  de  cinq  tangentes. 

Soient  T,  T'  deux  plans  parallèles,  P  un  plan  t|Helconciue  qui  le  coupe 
suivant  les  droites  A,  y-,  on  fait  la  perspective  du  plan  P  sur  le  plan  T  en 
prenant  le  point  de  vue  O  dans  le  plan  T';  considérons  une  droite  du  plan  1' 
qui  coupe  J>,  4'  en  a,  a';  la  perspective  de  ai'  sera  la  parallèle  menée  par  le 
point  3  i  la  droite  Ox';  si  ^^'  est  de  même  une  droite  de  T  qui  rencontn.'  A, 
A'  en  ^,  p'  la  perspective  de  cette  droite  sera  perpendiculaire  à  la  persperti\c 
de  aa'  si  O  est  choisi,  dans  T',  sur  le  cercle  décrit  sur  x'^'  comme  diamètre; 
>  de  )i  le  moyen,  étant  donnés  le  plan  P.  d'autre  part  cinq  points  a,  b,  c.  d,  e 
dans  ce  plan,  de  choisir,  d'une  part,  les  plans  T  et  T',  le  point  O  dans  le 
plan  T',  de  l'autre,  de  manière  que  la  perspective  du  quadrilatère  abed  soit  un 
rectangle  ABCD  et  que  la  perspective  du  triangle  ace  soit  un  triangle  ACI^ 
rectangle  en  E;  dès  lors,  les  cinq  points  A,  II,  C,  U,  K  sont  sur  un  cercle  dans 
le  plan  T  et  la  conique  passant  par  les  cinq  points  a,  à,  C,  d,  e  est  la  perspective 
de  ce  cercle  faite  sur  le  plan  P.  La  solution  du  second  problème  est  analogue. 

SloU.  —  Addition  nu  Mémoire  :  Oiieli/ucs  méthodes,  etc.  (lao- 
iM). 


,Ho  SËCONUE   PARTIE. 

Kurz.  —  Les  capacités  thermiques  des  corp^; -solides  el  drs  vapeurs 
condensées,  en  particulier  de  l'eau,  (12,^-1 28 J. 

Kraft.  —  Équivalence  des  systèmes  de  segments.  (i2()-i6i). 

licyniann  (  W.).  —  Sur  )a  résolulion  de  réquation  du  cinquième 
degré.  (iti-i-i8a). 

L'auteur,  qui  «'est  «pi;clalcmenl  occupi^  de  la  rét^nliilion  trmisrcndanlc  d» 
i^qualionj  algébriques,  public  ur.  1  m  ponant  Travaii  sur  l'équation  du  cinquième 
degré.  Une  partie  de  son  exposition,  d'un  caractère  purement  algébrique,  con- 
cerne les  divcous  résolvantes  (  Briosohi,  Jordan,  Klein,  etc.)-  Une  antre  partie 
se  rapporte  â  la  rcsnlution  de  rùqualion  du  cinquième  degré  au  mojen  de  la' 
série  lijpergéoniétriquc.  L'auteur  réaumc  comme  il  suit  les  résultats  auxquels 


.  _  (iij7*jsrtw, 


EVUE  DES  PUBLICATIONS. 

~iËofin,  dans  une   dcrnii'rc   Partie,  il  «tiidie  la  résolnl 
moyen  de  ce  qu'il  appelle  une  chaîne  de  foncliom  :  psi 


mbrc  positir,  aijm 


w 


v/H^ 


ttaussner  (Jt.).  —  Représentation  iodépendanie  (les  nombres  de 
Bemoulli  el  d'EuIer  par  des  ddlcrminants.  (i83-iya), 

Kurs.  —  Sur  le  frollemenl  de  glissement  et  de  roidenient  dans  la 
machine  d'Atwood.  (i88-i()i). 

Kun.   —    Addition    à  ma   Noie    sur    les    capaciu-s    thermiques. 
(iga). 

Fink.  —  Remarques  sur  l'Article  :  Un  analogue  dans  l'espace 
du  Théorème  de  Pythagore.  (19a). 

Heymann[iy.). —  Snr  la  résolution  des  L'quations  du  cinquième 
degré.  (igS-^oî), 

Goldsmilh  (L.).  —  Sur  les  nombres  premiers  relatifs.  {2o3-ai2). 

Dimonst ration  d'une  curieuse  géniïriilisalion  Je  l'eiprcssion  ç(/ii)  du 
nombre  de  nombres  premiers  i  m  el  inrérieurs  ii  ni.  duc  à  M.  Sclieinmct 
ICrelle.  70). 

I/einrichs  (£".).  —  Quelques  propriétés  métriques  de  Fliypcrbolc 
cubique.  (•n'S-22y). 


t,       I.       (, 
\       ■>.       -k 


SECONDE  PARTIB. 

(I3,  e,,  C],  Cj  les  constiDtH  vi 


arbitraires,  • 


Sporer  {li.).  —  Nouvelle  déduction  duThcorcme  de  CajJej-BnH 
relatif  aux  systèmes  de  points  sur  une  courbe  algébrique.  (218- 

23(j). 

Dfmonatraiian  simple  du  théari-me  découvert  par  induction  par  Ca}lc) 
(Comptes  rendu',  t.  L\ll,  p.  bi»),  démontré  par  Brill  {lUalh.  Ann.,t.\l, 
p.  J3;  t.  VII,  p.  G07:  t.  X\XI,  p.  37^)  et  relatif  aux  coïncidences  d'uoe  cor- 
rc^punddnce  (a,  ^)  sur  une  courbe  plane  de  degré  n  et  de  genre  p. 

Grtiiifeld{E.).  —  Sur  la  représentation  des  invariants  fondamen- 
taux d'un  systi'iiie  d'équations  diflcrenti elles  linéaires  du 
premier  ordre  à  coefficients  uniformes.  (237-244)- 

La  question  a  élé  traitée  par  l'auteur  dans  le  t.  WWI  de  la  Zeitsehrift, 
mais  en  laissant  subsister  certaines  restrictions  relatives  au  rayon  du  domaine 
dans  lcc|uet  les  repri^scnlu lions  obtenues  étaient  valables;  il  montre  actuellement 
commt'ht  on  peut  se  débarrasser  de  ces  l'eslricliuns  en  suivant  une  voie  ana- 
logue à  celle  qu'a  ouverte  M.  Mittag-LcCller,  pour  une  équation  différentiel  le 
linéaire  d'ordre  n  {Acta  mulhcnialica.  t.  .\\  ). 

Schlomilch.  —  Sur  la  conique  circonscrite  ou  inscrite  à  un  peu- 
l.gonc.  (2.(5-2:1;). 


^  [,(„.:)■-.(.,. ;)^4 


Pietzker.  —  Nouvelle  démonstratioD  du  Théorème  d'addilion 
pour  les  foDctioDS  ellipliqiies  de  première  espèce.  (a53-a54)- 

Prix  de  la  Société  du  prince  Jaldonowski  (Section  des  Sciences 
mathémalicjues  et  physiques).  (355-356). 

Ileymann  (  ff'.).  —  Sur  la  résolulion  des  équations  du  cinquième 
degré.  (aS^-'^^a). 

tleinriclis  {£.).  —  Quelques  propriétés  métriques  des  hyperboles 
cubiques  dans  l'espace.  (373-289). 

Keller  {■/■)■  —  U»  système  de  coniques  niooofocalea.  (2yo-3i3). 

Ileymann  (""■)■  —  Sur  le  carré  de  l'intégrale  d'une  équation 
difTérentietle  linéaire  du  second  ordre.  (3i4-3i5). 

Thomae  (X).  —  Démonstration  projeclive  de  ce  Théorème  :  Le 
lieu  des  points  d'où  l'on  voit  une  conique  sous  un  angle  droit 
est  un  cercle.  (3t5-32o). 

Ileymann  (  W.).  —  Sur  la  résolution  des  équations  du  cinquième 
degré. 

Weiter  (/(.).  —  Intégration  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre.  (3.')j-375). 

L'auteur  a  dunné  en  i^'Vi,  dans  le  1.  VIII  dv  la  Zeittchri/I,  une  mélliudc 
pour  l'rnWgralion  d'une  L'igiidlion  aii\  déiivOts  parlielka  dii  [ireiiiier  ordre, 
méthode  dont  il  reprend  l'eipusilion  en  la  coniplrlant  cl  en  la  f.nisanl  précéder 
de  rcnscignemenLs  liisturiqucs.  c:cltc  métlioile  exi^e  inuins  d'iiiti-Kratinns  (|iie 
celle  de  JacubI  et  a  donné  i  Clebseli  ruccasiun  de  niuiitrcr  eomtiient  il  était 
possible  de  modifier  l'exposilion  de  Jaeiibi.  de  nidniire  it  n'avoir  pas  plusil'in- 
lèRratioDS  i  taire  que  ne  le  demande  la  niélliodc  de  M.  \\  cilcr.  Celle  dernière 
repose  sur  l'inlégraliiin  d'un  système  complet  dV<|tiali<iii'<  linéaires,  mais  i[iii 


SECONDE  PARTIE. 


H 


Mayer  (J.).  —  Sur  les  périodes  compUles  el  complémeataires  el 
sur  la  sutle  des  restes  d'une  fraction  décimale  indéfinie.  (3-(>- 

382). 

Netto  (E.),  —  Sur  Titéraiion  des  fractions  rationnelles.  (383- 
385). 


inello  fl(i),  d'un  degré  supti 


6"  étant  mis  à  la  place  de  fl[6[,  ..e(a')]]. 

l'arlic  liisloriquc. 

liuoss  {//.).    —    Histoire  des  anamorphoses  optiques  el  catop- 
triqiics.  (i-ia). 

Tannery  (P.).  —  Un  fragment  des  métriques  de  Héron.  (i3-i6), 

IVittstein  {A.).  —  Sur   la   pendule  hydraulique  el  l'aslrolabe 
d'Arzachel.  (ii-5G,  8i-94). 

Hultscli  (£■.),  —  Sur  la  mesure 
.G.-.,.). 

Cantor  {M.).  —  Le  prince  Boncompagni.  (20i-2o3). 

Droehk'mann{G.).  —  Gcorg  von  Vega.  (ao4-2ii). 


ed'Archimède.  (iai-i3-. 


ilEVUE  I)i;S  PUULICATIONS. 


Vicaire  (E.).  —  De  la  valeur  objective  des  hypothèses  physiqui 
à  propos  d'un  article  de  M.  P.  Duheni.  (4âi-5io). 


Les  théories  physique 

•s  n'ont  pas  siioplemeni  pour  but  de  coordonner  les  lois 

1  de  les  présenter  sou 

a  une  rurme  plus  simple.  Leur  liuL  véritable  est  la  con- 

lissaoce  de  la  nature, 

l'explication  des  Ini^  par  Irur^  causes;  ce  but  n'est  pas 

iBccessïble  et  est  seul 

capabk  de  soutenir  U  curiosité  scienlifique. 

Duhem  (P.).  —  Physique  et  Métaphysique,  (55-83). 

Réponse  â  M.  Vicaire.  Voici  les  tliéses  de  l'auteur  :  i-  La  Plijaique  étudie  les 
phénomènes  et  les  lois  de  la  matière  inorganique:,  la  Métaphysique  (Cosmo- 
logie) cherche  A  connaître  la  nature  de  cette  matière  comnic  causf  des  phé- 
Doménes  et  raison  d'être  des  lois  de  la  matière  inorganique;  i'  la  Métaphy- 
sique peut  suggérer  une  vérîlé  physique  nouvelle,  mais  la  Physique  seule  peut 
l'établir;  3°  la  Physique  repose  sur  des  principes  évidents  dont  la  Métaphy- 
sique reud  compte,  sans  rien  ajouter  i  leur  certitude  dans  le  domaine  de  U 
Physique;  4°  les  théories  physiques  sont  indépendantes  de  la  .Métaphysique  et 
réciproquement;  5'  cette  thèse,  conforme  i  la  Iradition,  n'est  pas  une  conces- 
sion faite  au  scepticisme  positiviste. 

Duhem   (P.).  —  L'école  anglaise  et  lés  théories  physiques,  k 
propos  d'un  Livre  réceni  de  W.  Thoinson.  (345-378). 

Les  Allemands  et  les  Français  ont  une  tendance  â  faire  des  théories  physiques 
simples  et  logiques;  les  Anglais  préfèrent  des  théories  diverses  même  incohé- 
rentes entre  elles,  mais  représentant   i   l'imagination  les  faits  dans  leur  corn- 


Thirion  (J.).  —  Dcu«  paisages  curieux  d'uu  Livre  oublié.  (563- 
5,,). 

N.  Cabeus,  jésuite,  dans   sa    Philosopkia   magiielica  publiée  à   Ferrare  en 

rience  qui  pourrait  servir  i  décider  si  la  gravité  d'un  corps  décroît  quand  on 
s'éloigne  du  centre  do  U  Terre.  C'est  l'expérience  réalisée  en  1878  par  Von 
Jolty  (Aanalen  der  Physik,  1.  V,  p.  iia;  ■S7H|.  Un  ami  de  Cabcu»  qui  avait 
tenté  l'expérience  en  avait  Conclu  \-i  constance  de  L  pesanteur,  quand  l'alti- 
tude varie. 

Tome   V;   i8oi. 


Tome  VI;  iS.ji. 

Duhem  (P.).    —  Quelques   réikxions  ;m   sujet   de   h  Pl.\siqiic 
expérimentale.  (i7j-a2()). 


iftii  SECONDE  PAUTIE. 

iiiùnc;  elle  esl,  en  outre,  l' in  ter  prêta  liob  de  ce»  pbi'nomtnea  ;  die  (nbrtitM 
mit  donni'cs  de  l'ciliserïaiion  des  représeniatioos  iymboliquM  (lui  leur  C«n«»- 
pcindonl  en  vertu  Jes  ilii^orics  physiques  ailniiscs  par  l'obier  va  leur-  Une  npé- 
rienre  de  l'liysi(|ue  ne  peut  donc  jamais  condnmtier  une  hypnlh^se  isolée,  mail 
hculeineni  tout  un  ensemble  lliéorique.  Le  l'iiiullat  d'une  cxpirieuce  de  Pbj- 
siquc  esl  un  jugement  abstrait  et  symboliiiue,  auquel  l'cipéricnee  ne  cort**- 
|Hin(l  qu'iipproxiiualiveiiicnt.  Les  luis  symb'iliques  de  la  Physique  ne  MUt  ni 
vraies,  ni  fausses,  mais  npprochi^cs,  prnvisoiros,  mais  de  plus  en  plui  priciw* 
ei  plus  ili^luillù's.  Les  philosophes  ne  doivent  pas  confondre  cet  loi*  ivec  de* 
tli6>rèmes  uialhémaliqutii. 

Maiisloii  (P.)-  —  Le  prince  B.  Doncnmpagni.  ('iGa-a64). 


ANNAI.KS  tiK  i.v  SoniKTK  cnENTtFioii:  oe  Bai-xelles.  Dix-septième  année, 
iNi(>-i8iri.  llruxrllcs,  Scliepens;  l'arls,  Gaulliior-Villara,  iSgS  (A,  prc- 
iiiii:-!'.;  l'arlif:  II.  s<H'i>ii<le  l'urtje). 

y.iiisioii  (/'.).  -  Sur  la  foncUongamma.{A,  4-8). 

Ku  iM|>pi"t-bnul  <livrv<  n^sultats  trouvés  par  Gilbert  et  Catalan,  l'antcar  p»r- 
tlrnl  A  i^lablir,  d'une  manière  flémeiilaire,  pour  nue  variable  rtelle  ou  imngi- 
iiaii-e,  [n  formules  dv  \V  ci  ers  iras»,  de  Slirling,  de  Guilcrniann,  de  Gilbert  ri 
dr  Ilinel. 

l'til/r<--/'iin.i.iin  {C.  <h-  lu).  —Sur  l'intégriilion  des  éqtialion» 
diilcrenlH'tlcs.  (A,  S-ia). 

Di'iiiiiuMrali'in  de  l'ctisienre  d'un  s>st^tne  d'inl<^f;r>le9 1  partir  d'un  sysi^M 
ife  xlrur»  initiales,  par  un  proe^ê  analuRue  ji  celui  de  Praua  {MalhtmatitetiM 
is  beaucoup  plus  simple. 


REVUE   DES  PUBirCATIONS. 
Afansion  (/*■)■  —  Sur  la  Trigonométrie  élémcnlaire.  {h 

Salvert  (F.  de).  —  Sur  le  ihéorème  de  l'addilion  des  i 

elliptiques  et  des  fonctioas  hjrperelliptiques.  (A,  70-7 

Dutordoir  (//-)•  —  Sur  une  généralisation  possible  du 
théorème  de  Fermai.  (A,  81). 

Pasqtner  (E.).  —  Sur  les  solutions  ranlliples  du  problème  des 
comètes.  (A,  8u-83}. 

Ocagne  {tl')-  ~~  Sur  les  inslrumenls  ei  macliines  arithmétiques. 

(A,  84-86). 

Van  der  Afensbruggite  (G.).  —  Réritiation  des  objections  du 
R.  I'.  Leraj  contre  la  théorie  de  la  tension  superficielle  des 
liquides,  (A,  91-97)- 

Valtée-Pousstn  {Ch.-J.  de  la).  —  Sur  quelques  applications  de 
l'intégrale  de  Poisson,  (li,  i8-34). 

St /r  et  Fx  sont  cic^veloppablcs  en  séries  trignnomiSiriques  iiniform^minl 
coatergeaKs  et  ne  coatenaot  que  <lei  uùsiuus,  oa  lrouv«  par  iuulli|>licatii>u 
de  séries  et  iatigration  d'autres  séries  ayant  pour  somme  tes  intégrales 


Au  moycf 

1  de  l'int^grate  de  Poissi 

in.  l'auti 

de  A  el  B  a 

insi  obtenus  subsistent 

même  q. 

/  ne  subsisi 

cnt  plus;  il  suflit  que  Ji 

:s  foncti 

dans  certain 

is  caa,  les  séries  onl  po 

ur  s0n.1t 

montre  que  les  dé 


sont  infinis. 

Goedseets  (E-)-  —  Ktude  du  mouvement  d'un  corps  solide,  (li, 
35-58). 

De  Tillv.  —  Rapport.  (A,  47-49V 

Révision  de  la  tliéurie  liabitnclk  :  l'aulcur  examine  avpc  soin  si  les  (nnclions 


aiiiitiaircs  introduit 
il  démontre  ce  théoi 

es  dans  cette  lliéorie  onl 
rcme  r  Si  les  trois  coordo 

dea  dérivées 
nnées  de  Ir. 

.  Dans 

lis   poi 

le  ( 

ont  des  dériïées   nii 
coordonnées  de  tout 
Dans  le  Chapitre  II. 

<n  infinies  par  rapport  ai 
point  el  des  cosinus  dire 
il  classe  el  étudie  les  mi 

Il  propriété  précédenl.-. 

1  temps,    il 
icleurs  de  t, 

^ute  dr 
les  soli 

de 

i8g  SECONDE  PAIITIE. 

Sahcrl{F.  de).  — Mémoire  sur  la  leclicrche  la  plus  générale 
(l'un  3)-slème  orthogonal  triplement  iâolherme.  Chapitre  VI, 
Applications,  Note  VI.  Autre  mode  de  détermination  des  inliî- 
grales  déjà  déterminées  dans  le  Chapitre  \'I.  (B,  103-272). 

llamhert  {G.).  —  Rapport.  (A,  i-j), 

Délermi nation  par  deux  mùlhudc^  dilTiircnlei,  au  moyen  di^s  truardoanta 
thcriiiomi:iriqucs,  <ie  l'inlégrutc  d'un  élémvnt  de  voiuvie  dM.  quutid  la  ItiniUi 
■le  l'inlAgralo  sont  def  loitples  Je  quadrîquEi  bomofocnlri  d«  famille  éiflérenle; 
puis  de»  inléijrales  de  (yzy'dM,  el  de  3:'  rfM.  Centre  de  C'avil*,  plan* 
principàiuK,  momenls  d'inertie  principaux  df:  ce  volume;  BtlmctioD  eierctc 
sur  ce  vuJiimc  par  un  cilipsuidc  homogène,  panieiitiércment  dans  le  cas  oh  la 
.  longs  et  compliqua, 


:xpose 


iiclle  de  l'a< 


Vulli-e-Poiissin  {C/i.-J.  de  la).   —  Sur  les  applications  de  la 
notion  de  convergence  uniforme.  (A,  83-84,  B,  325-33o). 

1.  jnti'iii  él.ihlil  rtspi;  ripucur  et  simplicité  les  propriétés  fondamentale*  rcla- 
tivva  il  Ih  di:*riv.jiion  dci  ^ério^  et  des  intégrale»  dérinie»  en  partant  du  théorème 
suivant  :  Si/{H.s)  tend  unirurniémeat  vers  une  limite /(»,  s)  quand  s  n»te 
â  l'iotérieur  d'une  aire  T, /(n.s)  étant  lyneclique  pour  les  valeurs  eoostd^j^M 
de  n,  >•/(«.=)  "t  une  fonction  synectique  dans  l'aire  T;  r  Df/in.sjtBnd 
nniforn.émenl<cr.  hî'/(«,--). 

18'  année;  i8[)î. 
Mansioti  (P.).  —  Sur  l'oliminant  de  deui  équations  algébri(]ncs. 


riKVUH  IJKS  l'UlM.lCATlONS. 
Mansion  (P.).  —  Sur  une  opinion  do  Galili'e  relalivp  à  l'origine 
commune  des  plaii^les.  (A,  4*'-l9;  *)"-*)")■ 

Van  lier  Mensbrugghe  {0.).  —  D^monslralion  Lr^s  simple  de 
la  cause  commune  de  ta  tensioti  .superficii^tlt-  i!l  di-  IVvaporation 

de» lifitiidrs.  (A.  i<)-:.;n. 

Ocagne  {M.  (/').  —  Domon&lrnliou  des  formidcs  relatives  à  la 
composition  de«  lois  d'erreurs  de  situation  d'un  point  puliliëes 
dans  les  Comptes  rendus  de  l'Aïadi^niii;  des  Sciences  de  Vht'i^ 
(â  mars  iSg/j).  (A,  Sfi-.)..). 


•Mansion  (P.).   —  Sur  une  .ipirii..u  de  Oalil. 
des  corps.  (A,  tja-fjj). 


i  la  el.iite 


re(/;x 


î)5). 


.  phvMfpiedu  Sr.l,-il.  (A,  (,i- 


ficaire  {/■:.).  —  Sur  le  principe  d.-  riu-'iti.-  .-l  sur  Ux  nolii.ii  du 
mouvement  absolu  i-n  Md-canique.  (A,  <i7-<)fl. 
Voir  iifconde  Parlie.  p.   38,1-3iû, 
Leray.  —  Sur  la  théorie  des  phénomènes  capillaires.  (A,  99-101). 


Gilbert  {P h.).  —  Sur  l'emploi  des  c.siiin^.lirecleitrs  de  la  nor- 
male dans  la  théorie  de  la  eoitrhiire  dos  , surfaces.  (  U,  i-v.j). 

Vallée-Poussin  [Cli.-J.  de  la).  —  Uapport.  (  \.  r-.'.  1. 
Sahert  {de).   —  Sur  l'addition  des   fondions  lnp<!reMi|.tir|ues. 
(B,  41-60). 

Salvert  (dé).  —  Mérnoir--  si.r  In  rerl.er.ihe  la  plus  f;én(-rale  d'un 
système  orlho};onid  triplement  isolhcruio.  Inirodu-'lion.  (li,  (li- 
94). 


Inlroducnnn   liisloiif|ii.>,  ; 

iii,,lv.,>,    l-.<] 

i.h:    .I.'s   iii:.i 

Iinv,  ,-l 

dont  le  lilre  vient  if.-UT  ir. 

ni  .<  l'tû  l'iil 

j(iv  iinivi 

Annales  de  la  Société  sri- 

-nUJi./i..:   t 

I.Mis  <:.■    \U; 

■  l'.ilV.    l'^l 

la  solution  donnct,   pur   l.ii 

iiii',    .\\\    |iri 

ililriuc  di>llt 

it  >'r„-r-|i 

que  l.aiiit  n'a  pas  rlal.li.  1). 

,-,,l,i,,il:ii 

f-i!.liï.-i>r. 

|,l.|.li.nl, 

dites  Uicrniom<.'ti'iqiics  c|ui 

|)i-i.iin-nl  lj 

i<-t>  l.'ur  Kli 

Suit,  dej  Sciences  malht 

■m.,  j'si-ri 

c.  t,  \Xttt. 

.  (l'itobl 

Du  hem  (P.):  - 


SECONDE  l'AUilE. 
Fragments  d'un  cours  d'Optique.  (Il,  gS-taS). 


.  siiDj  recourir  A  micunp  hypothàtr 
sur  U  naliiru  de  la  lumiéie.  Le  iiremier  Tragment  c«l  ccinsicri^  ua  principl 
d'Bluygcns  :  i°  pour  un  milieu  lioniogénp  illimiiâ;  3'  i  1»  surface  lie  sépintioa 
de  deux  iiiilieui.  Toules   les   liypotliéses   fuites  dans  ret  expo»'   de  l'Optiilur 

Gilbert  {P!i-)-  —  llecliprclics  iur  les  accélérations  en  général. 
Deuxième  Partie.  (Sur  les  accélérations  d'ordre  supérieur). 
(Il,  ,.„5..8,). 

Suite  d'un  travail  piibli>^  en  iMMç,.  dans  le  mfme  recueil,  t.  Mil.  dpii^ifmr 
l'iinie.  p.  iGi-itiS.  §7  :  Compo^anius  normale,  biuormale  et  tangeniiclles  de 
raecêlérHtiuu  d'ordre  •|ui'konque,  en  eiionlonuée!  rectilignes  ou  curvilignes; 
i^K  ;  .\ppliculioii,  1"  a<<  mciuvemeiit  rl'une  Tifiure  plane  dans  son  plan;  %  9-10 
3-  au  muuvenieul  d'un  sulide  a\anl  un  point  lixc;  gll  :  Accélérations  dans  le* 
comparaison  est  animé  d'un 


Vicaire  {E.).  —  Sin'  U  réiililé  dt-  l'pspa. 
(B,  28:i-:Si<.). 

Dùveloppeini'nl  d'une  iili-e  indiquée  plus    liai 

Ksnt,  Ncuiiiaun,  Strcinli,  Le  princiiie  de  l'ini 
crilêlires  {penijnie  de  i-'oui-auli,  syroicope.  elc 
c'est -à-i lire  l'indcpcndanei;  vli-à-vit  du  sysUni 
absolu'.  Vuii 


louvement  absolu. 


I.  Elislorique  ;  Newton,  Enlcr, 
■lie  dont  plusieurs  expérience» 
)  allcstenl  Je  carocldre  «htufa, 
àr.%  éloil»  GiM,  conduit,  nIuq 
irtrail  ; 


«  Il  Tiiut  placrr  ri>  tétc  di;  U  Scii^nee  mécanique  l'hypothèse  d'un  espace  rM, 
auquel  se  rappqi'tcraieat  essentiels  ment  t«s  mouveineol»  de  lu  matière  vl 
par  rapport  anquL-l  s'ippliqitfriiit  d'une  façon  primordiale  le  principe  de 
l'ineriif? Cet  Cii|i;)ce  (ré«l)  doit  Aire  liai.  ■  Dans  le  système  c<inlnir«,  le* 


Correctioos,  addi lions  fl  g6néralÏ9>Iions  des  résultais  donnés  par  M.  Mansion 
{Annale»  de  la  Sor.  trient.,  l.  XVI:  1891);  M.  Pasc|uicr  sappoîc  que  les 
fqaatÎDDï  de  liaison  puissent  contenir  les  dérir^cs  premières  et  secondes  des 
coordoDUiies  par  rapport  an  temps. 

JUansion{P.).  —  Sur  l'îniililité  de  la  considération  de  l'espace 
dit  réel,  en  Mécanique.  (A,  56-58). 

Vicaire  (£".).  —  Sur  la  réalilf!  de  l'espaee.  (A,  1  i3-i  iG). 


Vallée-Poussin  [Ck.-J.  dr  la).  —  Sur  les  formes  quadraliques 
binaires.  (A,  5()-fio). 

Van  der  Mensbrugghe.{G.).  —  Sur  la  pression  capdbire  exercée 
par  UDG  couche  superlleiellp  eoiirbp.  Riîponse  à  -M.  I.eiay. 
(A,  60-64). 

Leray.  —  Observations  sur  celle  Noie.  (A,  1  1^-120). 

Van  der  Menslirugg/ie {G.).  —  Réponse.  {A,  lao-iai). 

Ocagne  {d').  —  Sur  la  courbure  dit  contour  apparent  d'une  sur- 
face. (A,  99-101). 
Voir  Matkeiii,  iRiji,  Supplément  V.  p.  i-', 

Mansion  {P.).  —  Sur  l'enseignement  éléinenlaire  de  rAlj,'èbre  en 
1676,  (A,  loi-ioà). 
Voir  Matkaii,  tKtp,  Supiilémi-nt  V,  p.  3-6. 

FaUée-Potissin  {C/i.-J.  de  la).  —  Sur  les  fraclions  cunlinues  el 
les  formes  cjuadraliqucs.  (A,   1  1  i-i  lii). 

Les  fractions  continuas  ii  lii-niHiiin.ituui-'  i-nllcrs    iiVïalIfs  'onl  Iri-s  iililc*  en 
difnciles. 

Vallée-Poussin  {Ck.-J.  de  In).  —  Sur  la  Géoim-lric  non  eucli- 
dienne. (A,  ~\  B,  i7-i*(i). 

De  Tilty.  —  Rapport  sur  ce  M.'-moiir.  (A,  j'i-ili). 

Voir  jtfaMejii,  ifpî.  Siipplrmenl  \.  p.  0-iii. 


I.]'  SKCONDE   PAinil'.. 

Ihiheni  {/'.)■   —   l''iii;;menls  d'nn  cours  d'OpUfjiic  (B,  27-94)- 

L'ancienne  Upiique  d'Eucli  Je,  Ptolcmce,  Descarlrs,  Newton,  a  pu  dooncr  ddï 
lliéorie  lie  la  réilcxinn,  de  In  ri^fraction,  de  la  dilpMsion  ;  l'Optique  dlluj|cii«, 
une  Ihcaric  de  la  duuMc  rùfriiction  :  celle  de  Ynung  unn  théorie  de)  interf^ 
l'enccs  et  de  la  dilTraction.  L'auteur,  apn>s  un  coup  d'œil  anr  l'Optique  aticieaDC, 
i-ipo*f  l'Opliqur  de  Young,  en  supprimant  toute  Lypothèse  sur  la  nature  de  U 
lumière.  Cour  lui,  la  lumière  n'est  qu'une  qualité  et  l'Optique  physique  oa 
sjrslèmc  d'équations  E-yniholiquei  dont  le  but  est  Ae  figurer  ri  non  d'eipUqnvr 
rèellemenl   les  laraeiiTes   que   l'iinalyse   eupéri mentale  nous  signale  en   eelW 


Mansiim  (/*.).  —  Itclalions  ei 
points  en  Giinriiélrie  ciiclidie 


islfinces  de  cinq  ou  six 
I  GéoméU'ie  non  euclî- 


—  Stifk.  i.;.Uire  ,1.-  I\-S|wcc.  (A,   i -ri). 
1;  (A'.).  —  Observiilion-  sur  cct'.e  Note.  (A,  (Î--7). 


I  passif,  M.  Vicaire 


A/orisio/i  {/'.).  ~  Anahsc  de  rOiivrage  d'Engel  el  Stiickel  s 
n.istoii'c  il.-  I;.  Ihêoric  des  parallèles.   (A,  7-8). 


Noie  de  M.    Maosioa. 


IlliVUfî   DES  l'UDLlCATIONS, 
Vallée-Poumn  {Ch.-J.    dr.    la).   —   Sur    la  s.'rie  de  Lambert. 


(A,  âf)-6a). 


Mansion  (/*-)-  —  Une 
lances  de  cinq  points 

Cella  relation  esi  |  J..r,.  ^i-  " 
'4  (lu  [loinl 


iivelle  Ton 
(jéomélri 


c  larclalion  entre  les  dîs- 
n  eiicliilientie.  (A,  fia-63). 


dîit 


«  ï  l'o 


.,(/  =  ..  ï.î,  ,i,  S),  j: 
51*  pUn<  coorcionnïs, 


Duhem   {P.).    —    Fragments   dtin   cours  d'Opticjiie.    Troisième 
fragment.  L'Optique  de  Fresnel.  (B,  aj-ioà). 

Suilc  du  travail  aoalysé  plus  liaul.  Dans  un  Chapitre  prélimiaairr,  l'auteur 
iimntrc  cimimcnt  l'Opliqui- .!.' Yuiin^  est  insnrii^aiile  imur  expliquer  les  phcno- 
mtoes  de  réOexion  et  de  réfraction  à  la  surface  de  séparation  de  deux  mîlÎEUz 
tlomogines  transparents  isotropes;  il  recourt  donc  k  un  système  plus  parfait, 
celui  de  Fresnel,  pour  expliquer  ces  phéoominca  et  ceui  de  la  polarisation; 
il  fait  remarquer  aussi  que  l'on  pourrait  recourir  pour  cela  au  système  de 
Mac-Cullagh  et  Fr.  Neumann.  Enfin,  s'il  s'agissait  de  milieux  anisotropes,  im- 
parfaitement transparents,  il  faudrait  imaginer  d'autres  systèmes  encore.  La 
conclusion  des  trois  fragments  est  celle-ci  :  On  peut  coiulruire  une  Optique 
rationnelle  tant  Jaire  aucune  hypothèse  sur  ta  constitution  intime  des 
milieux  transparents,  ni  sur  la  nature  de  la  lumière. 


Lechalas  (G.).  —  Identité  des  pinns  de  ItteiiK 
d'Euclide.  (B,  167-.77). 

Mansion  (/>.).  —  Sni-  la  n.j.i-id,>nlilé  du  i>li.n  i' 
sphère  euclidienne,  (lî,  )7«-i8^). 


et  des  sphr 


dèlinition. 

Dallée-Poussin  {Ch.-J.  de  la).  ~  Ue.li.. 'relies  analytiques  sur  L. 
théorie  des  nombres  premiers.  I.  I^n  fixiciion  ;(.î)  de  Riemann 
el  les  nombres  premiers  eu    général.  II.   Les  fonctions  de  Di- 


riclilet  el  les  nombre 


prein 


;  h  fori 


IIL   Les  formes  qtindrHli(|ui 

a56;  a8i-3(i(;  3(i;i-3()7, 


<lc  déici 


e  :\lj  -l-N. 

iif.(li,  .«:!- 


Jordan  (C). 


snrlupr 


i(|4  SECONDE   PAirilH. 

Vallée-Poussin   (C/i.-J.  cfn  la).  —  Sur  la  deusièine  e[  In   troi- 
sième Partie.   (V,    LOO-lOl). 


MATIIESIS,  RKCI'EIL  HATII ÉTATIQUE  A   l'USAGI;  des  KCOLER  9>>KCIALE8  BT  DBS 

KTABLissKME>Tf;  D'iNSTBUcTroN  «oïRNMi,  publié  par  p.  Mantion  et  /.  AVu- 
bcrg,GanA.  llosic;  Paris,  Gaiilhier-Villare,  iBg'J. 


Halitrand.   —  Sur  les  courbes  du  qualriéme  ordre  qui  ont  Iroî» 
poinls  doubles  d'inllGNion.  (;>-(|). 

Maii'larl.  ~  Sur  un  nouveau  groupe  de  trois  paraboles.  (io-i3). 

Smyiis  {(-'/■)■  —  L'nc  [iropriclé  des  (juadriques.  {i4-i5). 

Mctiric.e  (L.).  —  Soniiiiatioii  des  sîniis  et  des  cosinus  d'aoglesen 

lirogrcssioii  yrillimétique.  (i((-2o). 

Prime  (M"'  i.  —  Sur  le  cercle  orlbocenlroïdal,  (33-36). 

Mansion  (/'•).  —  Sur  la  formule  de  Leibniz.  (36-39), 

llarlifirin.  —  Tliéorùmes  sur  les  courbes  et  les  surfaces  du  secoad 
ordre.  ((lu-<b). 


REVUK   DES  PUBLICATIONS. 
Detbœuf{J.).    —  Sur  les  premières   propositions  tronccrnant  lo 

plan.  (i;i4-i3(>). 

Neuberg  {J.).   —   Une  propriété   des  ijnailriques    lioidoIoLBles. 
(i36). 

Lahant  (C-A.).  —  Sur  mie   foncliim  représcntalive  des  coefii- 
cienlsdublnomc.  (|53-IJ4). 

Bertrand  (£■)■    —   Noie  sur  qiiei<|Ufs    propriétés   du   triangle. 
(i55-i6a). 

Bocquigny    (G.    de).    —    Questions    il'Anlhmnlogie.  (i  la-i  i.j, 
164-1  fin). 

Neuberg  (J.)  et  Longc/iinnps  { G.  de).  —  TWorénic  d'Arithmé- 
tique. (137,   lOS-ifijï). 

Cesarâ{E.).  -~  Question  defiéomélrie  innnilésimatc,  (177-18.!). 

Servais  [Cl .)  el Neuberg {■/.').  ~  Sur  les  qnadriques  liomofocales, 
(186-187). 

Cesarà  {£.).  —  Sur  quelques  théorèmes  de  MM.  Fouret  et  Jamet. 

(ai7-î22). 

Meurice  {L.).  —  Questions  de  Mécanique,  (aaa-cf.'l,  ■:i.{.'>-i^'\). 

Mansion  (/*.).  —  Limite  ou  génératrice.  (225-L*yl^). 

Cesarà  (£".).    —   Démonstration    d'un    théorème  de  M.  Appell. 

(a4i-243). 

Neuberg   (J.).    —    Sur   les   lignes    de  courbure   de   l'ellipsoidc. 

(244-a4(J)- 

Gelin  (E.).  —   Condition    pour  que  deux  équations  du   second 
degré  aient  une  raciDe  commune,  (afiâ-al^j). 

.\rticles  divers,   questions  résolues,    questions    d'cxameTi.    ques- 
tions proposées,  bibliographie{/>rts,(('/H)- 


SECONDE   PAIITIE. 


1.   Xi^iif/er^'  (7.1.    ~    (i.nj-itn    tic   courluire    de  ceiUÎaes  courbes 

i,iu„cs.(,:i|,.). 

(>  inuMil  est  cMriiit    .i,s   tj/rll^/iiis  de   lAratlcmie  royale   de  Itetgique, 


11.   /te  Tilly  (.l.-M.I.  —  Kïsal  ilc  Géuinilrie analytique gi'ncralc. 

O  lrii\Mil    r-t  ^  \li-,M[   ^Ic^  Mi'iiioiies  lie  l'Académie   royale  de   Belgique, 


.himrl  { I  .).  —  Sur  h-  lliOorc'iin'  de  J'AIcmberl.  ("i-i4). 


l'i'i|ii,iliiiii  ihMiiii  [•,  \\.  S,imiil  »diiict  (|uc  le  lliùorùmc  est  vrai  pour  loute  njua- 
iii>ii  .iLrIii'iiiiii*  lie  ik::i'é  m  —  i  cl  que  |)«r  con^ifijucnt  une  telle  équitioD  a 
III  -  I  l'.K'iii' >.  rlistiiirluii  on  non  ;  Cil  parljciilirr,  vu  peut  supposer  que  l'^ua- 
liuD  (lérivi^u  f  {j)  =  a  a  m  — i  racines.  L'uulcur  priipure  l'cqualian  (i)  eu 
munirent  que.  si  f  tlù'^>l!llc  le  mndnlc  d'une  quelconque  dos  rucines  de  l'éqiia- 
lidii  <l'-rivt>i'.  <in  jieiir  li'uji>tii's  Tiiire  lr-«  deux  hypotlu^ses  suivimt»  :  i*  module 


IIKVUE   UIÎS  l'UlILlCATIONS. 
Afangcot  (S.).    —  Sur  dciis   classes  de   surfaces  qui  se  corres- 
pondent.  (34-30). 

Mansion  (/*.).  —  Jirn est- Edouard  Kummcr.  (4o-4a). 

Cesarô  (£'.).   —  Sur  une  proposition   fondainendiile  du  calcul 
as^ptolique.  (;J7-(ia). 

L'intcgrulfl  Ar:f{x,  I ) Ht.  f vist  fMTe  I«  limiui  a  tl  b.  est  une  funclioii  Aex 
que  nous  rcpriseolrrons  par  [a,  b\.  Si  cenc.  fiinclion  crott  i  l'inllni.  lorsque 
X  lend  vcrsx,,  on  peul construire  une  inrmitAde  fonctions  [<i,.6,],  [o,,  6]],  ■■■ 
indéfîniment  croIsiantM  pour  j:  =  x„  el  telirs  que,  pour  n  iolînj,  o.  el  6, 
tendent  vers  uup  Hmit«  t^.  Il  peut  sr  faire  qu'il  y  ail  plusieurs  nombres  tels 
que  l,,  il  peut  nifmc  «rviver  <|u'il  y  en  ait  une  infîniLé;  mais  lorsqu'il  est  pos- 
sible d'en  isoler  un,  („  on  peut  afOrmer  que  loule  partie  [s,  plj  de  l'intégrale 
[a,  A],  prise  autour  de  f,,  jouit  de  la  propriété  de  devenir  infinie  pour  ai  =  x,. 

Cela  i^Unl,  supposons  que  pour  les  inti'grules 


)=/'  /{x.l).lt,        G(x)=.  f 


aux  éléments  positifs,  il  n'rxi«le  qu'un  seul  et  même  nombre  t,  ;  en  admettant 
que  le  rspport  de  f{.i^l)  tt  g{x,  t)  tende  uuirormément  *crs  une  limite 
A(3î)  qunnd  /  tend  vers  /.,  on  a  iini,=j..[  F(a:)  :  G{3;))  =  lim*-(ar)  =  *. 
Applications  aux  séries.  Valeur  asymptotiquc  de  la  série  07^+ a; '-f-, , .  aux 
environs  dex  =  i,  où  elle  di'vii'nt  divergente  en  suppownt  queo,,  a.,  ...  soipnl 
des  entiers  positifs  dont  on  connaît  l» /rèqutnce.  Expression  asjmptotique  de 
la  série  elliptique  1+  37  +  19'+  19'+  ...,  de  la  fonction  de  Catalan  : 

l+q'+q'  +  q'  +  q^'-b... 


' Balilrand.  —  Applicalioiis  (l'un  lli 
8,.8<). 

Dauge  (/''-).  —  Conditions  pour  qu'un  sj 
lrireclanf;le.  (85-87). 
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Mlathèmatiquei,   février   iNi)!)-    ^'. 


Iiric<ii(l(Jl.).  —  Qncltpies  s^slénics  do  liges  articiiliies.  (1  1  i-ii4). 
Gob{A.).  —  Itityon  de  courbure  .l'une  conique.  (i.lVt.'îi). 
Loni.'c/i,imp.s({;.  ,/,■).     -  Sur  !<■.;  slrojdioïdalcs.  n.iH-i  jiV 


igS  SECONDE  PARTIK. 

Lemoine  {li.).  —  Noies  sur  la  Géomélrie  du  triangle.  (i33-t58}- 

BalUrand.  —  Un  problème  sur  les  courbes  gauches.  (i5y-i6i). 

Neuberg  {J.).  —  Sur  les  wronskien&.  {i(i5). 

;   fondions    rie   x,    oo    t 


IV  {1^, 


W(j',;,  «,  v)   désigni'  le  wronskien   île 


Tonclioa    quelcooquf 

r.  Si  r«n  fait  a  _=  -,  oD   relrouïC   une  propridé  ïîenaléc  par  M.  A.  Dc- 
lin   IMalheiii,   t.'l\,   p.    i36).    Soient     V.  Z,  l,  V   te   que   de«i«nacnl 


\\{\.y..V.\)  =  f-Hl)\\{y,:.i,,v). 

Cesan'i  (/i-)-   —  Sur  IVvalualion    approchée  d'une  série  ellip- 
li,|„c.  (,,;-, 8„). 

Calcul,  [lar  une  mftiiodc  purement  algébrique,  de  la  valeur  asymptotîque  de 
ta   BÙrie   i+  ■'/+  ''/'4-  'i/'-i-..,,    pour  des  valeurs   de   q   très   vuisiaes   de 


Mansion  (/'-).  —  Sur  le  principe  fondamental  de  la  Géomélrie 
ricmannicni.e.  (i8o-i83). 

Vcrbesscm  (A.)-   —  Quelques  propriétés  des  coniques  se  ratla- 
cliaot  à  la  théorie  des  transformulions.  (184-190). 
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Neitberg  (J.).  —  Sur  quelques  quadrilatères  spéciaux.  (268-27  [). 

a'Sôrip.  I.  V;  189Î  (t.'XV  .ie  la  eolleclioni- 

Tarry  {G.).  —  Sur  l'axe  d'homologie  du  Iriangle  fnndanienlal  el 
du  triangle  de  Brocard.  ('1-7). 

Desaint.  —  Sur  une  certaioe  enveloppe,  (8-1 1). 

Hermite  (Ch.).  —  Sur  l'équalioa  bicarrée.  (1  i-ia), 

A  l'impression  classique  des  racines  de  l'équation  x''-t-/>x'-^  r/  =  n  il  srniblc 
ndtiessaire  de  joindre  la  suivanle 


'■  =  j  (  \/- p +">'''*  i/- '- "i^) 


afin  d'avoir,  lorsque  q  est  un  carré,  deux  radiraui  séptrë*  au  lieu  de  dcuK  ra- 
dicaux superposés. 

Neuberg  (J.).  —  Sur  un  théorème  de  Poncelet.  (i3-i5). 

Ëlégaaie  démonstration  du  théorème  de  Porcelet  concernant  le  système  de 
deux  coniques  telles  qu'il  existe  une  infinité  de  triangles  inscrits  A  l'une  et 
circoascrils  à  l'antre.  Relations  entre  les  coordonnées  d'un  sommet  d'an  de  ces 
triangles  et  les  coorilonnées  du  point  de  contact  àa  c6tè  opposé. 

Nauticus  et  Meurtce.  —  Sur  un  théorème  d'Arithmétique.  (3^- 
42,  64-68). 

Démonstrations  du  tliéurùinu  suivant, 
énoncée  hypolbétïqucmcnl,  par  M.  l.aisai 
maliciem  (question  n°  400). 

Soient  rt  +  I  la  base  d'un  système  de  numération,  et  N  =  iï.1  ...  h  le  nombre 
formé  par  les  cbilTres  signilîcatifs,  écrits  dans  leur  ordre  naturel.  Le  produit 
XN  de  >  piir  l'un  quelconque  de  ces  chiffres  :  1°  les  contient  tous  une  seuk- 
fois  chacun,  i'\  \  est  premier  avec  n;i°  '\\  n'en  contient  que  quelques-uns  avec 
le  zéro  en  sus,  i[ui  s'y  repèle  pcriodiqucmcni,  si  in'c^st  pai  premier  avcc/t;  le 
lèro  Tait  alors  partie  de  la  période. 

Barisien  (E.-N.),  Dépiez.  Tzitzeita.  —  Elésumé  des  propriétés 
concernant  len  triangles  d'aire  niaxiiniim  inscrits  dans  l'ellipse. 

(42-45.  S, -8;i). 

/Veuberf!  (./.).   —  Sur  (jiii;l.jucs  coniques  du  plan  d'un   triangle. 
(tio-63). 

Droz-Fainy.  —  Noie  sur  un  article  de  Matlicsls.  ('',36-227). 


■xoo  SECONDE  PARTIE. 

Mansion  (/*•)-  —  Sur  les  premiers  principes  de  la  Métagéométrie 
el  (le  la  Géométrie  ricmannienne.  (63-64). 

Spijker{CI,.).  —  Sur  un  groupe  de  - 
conscriles  à  un  Iriangle.  (io5-ii  i). 


i  inscrites  ou  cir- 


Ceile  Noif  reprend  par 
par  MM.  ^cllbel■s  et  Schriu 
en  i8i(T  ;  Généralisation 
coup  (le  résultais  propres 


'analyse  un  grand  nombre  de  théorèmes  démoQtrés 
:  dans  le  Mémoire  présenté  au  Congrès  de  Marseille 
'un  problème  connu.  Elle  contient  également  bean- 


Harbette  (£".)■  —  ^'"'  '*■  sommation  des  puissances  semblables 
des  II  premiers  nombres  triangulaires,  (i  i  i-i  la). 


Iîarisien{E.-N.).  —  Proprléles  de; 
.58-i(j:1,  a4'-:'i!l)- 


Mandari  {II-)-  —  Sur  les  centres  isogoi 
De  Tilly.  —  Sur  les  valeurs  principales 


lercies  de  Chasles.  {129-134, 

,53-,  35). 

i-adicaux.  (1-7-183, 


GcbiA.) 


Longcliamps  ((.i.  di:).  — 
maiiuns  cenlrales.  (t8{: 

Meurice  (/..)■  —  Sur  un. 

A'eubeig  {,/.).  ~  Soli 


■  urbes  algébriques.  (i83-i84). 

Il  cas  remarquable  des  transfor- 


.„). 

traiisformalion  centrale,  (igi-igS). 

(le  la  question  de  Mathématiques  éié- 
III  concours  de  l'Agrégation  des 


w 

■ 
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Siipplt^menl  II. 

Hermiu(Cli.) 

. -S<; 

ir  les  nombres  de  Bernoulli.  (Kxtrail  du 

Con- 

grè. 

scient  1 

[/ique 

iiilernationril    des    catholiiiua 

f.    t. 

VII, 

f.n- 

")■{'- 

7). 

Oani  c«U  COI 

irle  NdL 

c,  ruminent  gcomitre  démontre  d'une  ma 

Dj^rc 

simple. 

par  l>n 

iploi  lie 

CMlaifics  nolations  symboliques,  diverses  rebtio 

■ai   en 

lire  les 

nombr»  dt  Bi-ri 

loulli  cl 

t,  en  particulier,  deux  formules  obtenues 

autrefois  pei- 

Mttlm^l. 

fn,  au  moyi-ti  di 

>  Calcul  latésral. 

Voiri 
Ul'l   l'o« 

un  apiT< 
suppose 

■n  dP  U 

méthode  suivie  par  M.  Hermiic.  On   peui 

1.  écrir 

i,=  i,        X,^-B„         ...,        \,-o,        A„.,  =  (-!)'-■  B,, 
B„  B,,  . . .  désignant  les  nombres  de  Bernoulli.  On  déduit  de  lA 

.-^-i(»--.)S. 

En  ciprîmaat  que  le   coefGcient  de  x'  est  nul  dans  le  second  membre,  on 
trouve  la  relation  symbolique 

équivalente,  quand  n  est  impair,  à  l'une  des  formules  de  Malmsien.  On  établit 
l'autre  formule  du  géomètre  suédois  en  panant  de  la  relation 


s  pins 


it(m 


r.le,  ,,ni 


Mansion  (P.).  —  Essai  d'exposition  éléiiiCDlaire  des  principes 
fondamentaux  de  la  (}éom<!lric  non  euclidienne  de  Itiemann. 
(Esirait  du  Coiigrrs  scientifique  international  des  cal/to- 
liques,  l,  VU,  I».   ii-;>.r)).  (.S-!u). 


L'auleur  admet  c 


X  propoMlions 
u\  fois,  en  dei 
roupie  de  dro 


SECONDE  l'ARTlE. 


■/•  Dans   un   Iriangle  rieniannien.  la  somme  dos  irois  angles  (SI 
deux  droits,  H  dëduit  de   là,  par  des  raisoQDcniCDls  él^mcnl 


»(?)-"(')"•(?) 


irea.  U  torninle        ^ 


n,  b,  c  otanl  rcsptclivcment  l'hypolénuse  cl  les  cfités  duo  triangle  reclanRle,  r 
la  conslanle  riemaimicnnc.  Les  démonstration!.,  sauf  sur  un  point,  *onl  calquées 
sur  celles  de  Gérard  relatives  ; 
Annales  de  Mathématiques,  féri 

Poulain  (A.).  —  Quelques  propriétés  angulaires  des  cercles, 
(lixlrait  du  Coriffn-s  scientifique  international  des  catho- 
liques, I.  VU,  j>.  ■'(i-3'i).  {■vi-Ao). 

I>ans  cette  Note,  l'auteur.  d*unc  manirrc  simple  et  naturelle,  établit  1«  théo- 
Tcmc  suivan',  dû  ù  M.  Durboiix,  dans  sa  partie  essentielle  :  Ktant  donnas  trois 
cercles  <  A,  «  ).  (  tl,  b).  (Ce)  ayant  rcspcrtivemcnt  pour  centres  les  points  A, 
IJ,  C,  pour  rHvons  les  longueurs  a,  b,  c,  soient  S  leur  centre  radical,  p'  It 
puissance  commune  de  S  par  rapport  aui  trois  rercles  :  i"  A  tout  cercle  (u,  ;) 
qui  coupe  les  trois  premiers  sous  les  angles  i.  'fi.  7  en  correspond  uo  second 
(u',  ;')  jouissant  de  la  niëiiLC  propriété  et  réciproque  du  premier,  par  rapport 
à  S,  la  puissance  d'inversiin  étant/)';  3'  Leur  aie  radical  leur  est  commun 
a*ec  le  cercle  (S,  p)  nrlliognnal  aux  trois  premiers;  3-  Cet  aie  est  l'un  des 
quatre  axes  de  similitude  de  trois  cerclent  auxiliaires  cooceolriques  aux  pre- 
miers et  de  rayon  a  cosi,  b  ciis^,  c  cosv.  Ce  Lliéoréme,  avee  sa  réciproque  et 
ses  conséquences,  permet  de  résoudre  le  problème  :  Construire  un  cercle  qui 
coupe  trois  ren'Ies  donnés  suivant  des   angles  donnés.  Les  cas  limites  ait  le* 

Siipptétneiit  m. 

^h1nsiull  [P.).  —  Noiico  sur  les  recherches  «le  M.  de  Tillj  dn 


RKVUli   DES  l'UBLICAÏlONS. 
inatik   von  J.-G.   Hagen,   Band  II.  (Exirm'r  de  la  Bévue  des 
questions  scientifiques,  l.  XXXVIÏ,  p.  5(|(i-(io3).  (i-8). 

Siipplcment  V. 

Ocagne  {(/')■  —  Sur  la  courbure  du  contour  apparent  d'une  sur- 
face.   (Extrait   des   Annales  de    la   Société  scientifique  de 
Bruxelles,  i8ç)5,  l.  XXX,  première  Partie,  p.  tjp-ioi).  (i-a), 
DJmoDstratian  Irfs  simple  Ae  \»  formule  connue. 

A/ansion  (/*-).  —  Sur  l'cnseignemenl  élémentaire  de  l'Algèbre  en 
1676,  d'après  l'Euclide  de  Henrion.  (Extrait  des  Annales  de 
la  Société  scientifique  de  Bruxelles.  1.  XIX,  première  Partie, 
p.  ioi-to5;  i8()d).  (3-6). 

L'auteur  D'emploie  que  les  signes  -4-,  —,  Vi  P"'*  Doe  Dotation  spéciale  pour 
les  exposants;  cependant  au  tond  son  Algèbre  est  identique  à  la  nôtre. 

Vallée-Poussin  (Ck.-J.  de  la).  —  Sur  la  Géométrie  non  eucli- 
dienne. De  Tilly,  rapport  sur  cette  Note.  (Extrait  des  Annales 
de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles,  t.  XIX,  deuxième 
Partie,  p.  17-26;  189$:  première  Partie,  p.  7,  45-46).  (6-i5; 
.6). 

L'auteur  établit  Icsrormitlesfondamenlalesdes  trois  Géométries,  euclidienne, 
lobatcbefskienne,  rtemaonïennc,  en  panant  de  ce  postulat  :  les  iriangJea  infini- 
mpDl  petit;  tendcnl  indéfinimrnt  â  devenir  euclidiens. 

2*  série,  l.  VI;  \%>)\\  i\.  XVI  do  In  colloclion). 
De  Tilly.  —  Sur  les  valeurs  principales  des  radicaux.  (5-7)- 


plicité  pour  la  variation  de  chaque  racine  qiiiind  a  et  6  varient;  on  appeiler 
racine  principal/;  celle  qui  cône 'pondra  à  t  =  r>  el  sera  telle  que 


SECONDE  PAMTIE. 


nvHni   Lobai-        1 


Maiision  (P.)-  —  La  Gt-oméirie  non   ciiclidici 
chefs  k^'. 

Dcmoitlin  (-(.).   —  Compte  rendd  de  rOuvnige  iiitiliilù   :  Im 

Gi'omélrie  régler,  i^t  ses  applications:  par  G.  Ka?iii«!;.  (i  j  p.). 

ÎSiipjilément  T(, 
(ic/ifi  (£'.").  ~  ,^,)o  questions  d'ArilKmologie  (Sa  p.). 

Supplément  III. 
Vigorii}{E.).  —  La  bibliograplirc  «ie  la  Géométrie  du  triangle. 

(,.1 ,,.). 

Kxli'iiit  [lu  Con);rù»  dr  Itoi'dciiiK  (i>(i|3)  de  l'A««ocïatinn  française  ponr 
ravaorcmcnt  ilvs  Sciences.  Il  cniniircmJ  des  additions  aux  Notices  aaaiofoes 
pulillées  en  iSiSj  par  l.emoine,  en  i»^  par  Vigarii!  ;  puis  ta  bibliographie  ■ussi 
ciiin]>l('lG  i|uc  possible  de  iK^rp  i  iH^S,  auiiée  par  année.  Depuis  le  débat  de  la 
r.êcjmi'lHc  du  triaii^le.  M.  Vigaric  compte  fio3  .\oies,  Articles  ou  Mémoire*. 
.)',  avant  1K7J.  ri4  de  iM-:<  à  iHKî.  i^ti  de  iHH5  à  iNH^,  iigdc  1889  i  1895. 

Suppjémenl  TV. 

Miiitsion   (P-)-    —    PriMiiiers  principes  de  la  Meta  géométrie  on 
(It-oinétrie  giîiiéralc    (.^7   p.)  {Revue  Nèoscolastique,    t.   III, 

p.  143-170,  a42-'-i59;  i^Oti). 


REVUE  DES  PUBLICATION  wy 

irie  irli-ale  possible,  ce  qui  eïl  absurde,  puisqu'il  y  l'ii  a  uiii^  înlinili!  divisées 
en  trois  classes.  —  Appendice.  La  Géomdlrie  comniF  Pli]rsii|uc  luBihém» tique 
des  dîslsnces.  Apcrtu  de  la  méthode  de  M.  nETilly.  {;onip»iibilili!  des  pnstDiats 
a«Fe  tes  dénnilions. 


PUBLICATIONS  de  L'AcADÉuiii:  rovale  de  Bklgiole. 

BULLETIN  DE  l'Académie  royale  d^  SciencBS,  des  Letthrs  et  drs  Beauk- 
Abts  i)k  Bei-riouk.  63'  année,  3*  série  (  '  ). 

Tomo  XXV;janvi6riljuin  1893, 

Mansion  (P.).  —  Sur  la  loi  des  grands  nombres  de  Poisson.  (1 1- 
.3). 

L'auteur  déduit  du  Tlicorcnic  de  BeciJouUi  iitia  proposition  pratiquement 
tquiTalcnle  â  la  loi  des  grands  nombres  de  PuJssun. 

/)e  Tilly  el  de  ta  Vallée-Poussin.  —  Rapport  sur  un  Alémoire 
de  M,  G.  Cesàro  iniilulé  :  Des  polyèdres  tjtii  pettvenl  occuper 
plusieurs  positions  ideniiffues  en  apparence.  (-5-7;)). 

.-s  lie  sj-iiiélric  des  polyèdres  el  eonlribu- 

Le  Paige  (C.)eiNeuberff  (J.).  —  Rapport  sur  un  Théorème  de 
M.  Cl-  Servais  intitulé  :  Sur  les  imaf;inaires  m  Gi'oniétrie. 

(  123-22})). 

On  sait  que  Von  Slaudt  est  parvenu  h  une  reprcsenlalion  purement  f-comé- 
triquc  des  imaginaiies.  M.  Servais  s'est  proposé,  en  adoptant  les  dérmilionsdu 
géomètre  allemand,  d'etTcctuor  les  constructions  dans  lesquelles  entrent  de 
pareils  éléments,  et  de  dùmontrer  les  Tliéarénio  où  ils  ligurent.  Les  reilierches 
de  M.  Servais  se  divisent  en  deux  Parties  liien  distinctes  :  dans  la  première 
Partie  l'auteur  s'oecupe  de  la  liéomélric  plane  ;  la  seconde  Partie  est  consacrée 

Apres  avoii'  rappelé  la  définition  donnée  par  Von  Staiidt  des  éléments  ima- 
ioaires  isolés,  l'auteur  résout  le  prolili'me  suivant  :  Construire  une  droite 
allant  par  deux  poinlj  imaginaires  non  conjugues.  M.  Servais  délinil 
isuite  les  éléments   imaginaires  corresponitanls  dans  les  formes   projectives. 


a..rt  SKCONDE   l'AI(TIE. 

I.'dulrur  ayant  ain^i  ^Ubli,  pour  des  éléinvnl!  tmaginaircg,  les  propiWUt 
riHiniios  dts  involulions  cl  dos  hoiiiugrapliiFi,  et  uynat  eu  mtma  woip»  r«U 
cuiHiullrv  lus  cu[i!ilrucliDnsdus<!liJii>enl9rfpr.^A<:itt>liriC(iTrr9iiond»nts,  il  lui  «*| 
ra.'ile  do  faîri!  voir  i|uc  l'un  retrouve  pour  les  quailrilaUrcs  qurleonqac», 
il  !xiiiiiii(.-ts  rùels  ou  i  ma  Binaires,  les  propriété»  inviilullvcs  connues  ;  te 
Tlx^ori-Mirs  dp  Il<-sai'gues,  Lanii,  Sfjrni  sunt  dL>iD()ntr>l9  dilni  luule  luur  f*D*- 
liiliu-  ain^i  i|iiu  k-s  cunsiiquenres  qui  pn  diïcouleot. 

I)«n5  lu  jeti.ndp  l'ariLe  du  Mornoii-c,  l'auieur  délînit  lia  droits»  ioiaginairet 
dt  r'cspacr  par  te  considiiralion  du  syali-nie  invdlutif  gaucl.p.  Il  In-minc  en 
ri;  pic  II  a  [ir  une  il  une  les  proprivti-s  ciiiinues  de  la  cubique  gauehe  el  un  diiiuua- 


l.c  l'aii:,- {<'.).  —  Di-monslr;ilion  d'uu  Tlié. 


de  M.  Tché- 


■-.3,).  i:io-4;i'.i. 


.\V»/.,v-  (J.\.  -     Unvoii  <le  .-oiirburc  de  certain. 


■qiience  du  problème  des  Partis,  (238- 
■bes  planes. 


Ih'riiyis  [J.).  —  Sur  li's  é(|iialion$  caractéristiques  iavariantes 


Smnis  I  et.).   -~    linéique*   |iro|»riélos  des  surfaces  du   second 

.l.-rù.  {"■:-:^<>y 

/-.   /'.air^'Vl'l   .Vc(//',vi,'v./.).  —  Rapport.  (4i4-426). 


REVUE  DES  PUBLICATIONS. 

Tome  XXVI;  juillet  ii  douemliri'  189:*. 

Servais  (Cf.).  —  Sur  la  sphtTcs  bilangontcs  à   uni?   surface  du 
second  degré.  (91-103). 

Le  Paige  el  Neuberg.  —  Uappori.  (18-y.i). 

Par  U  considération  Am  «phàriM  hitangcnt»  i  uni?  qiiiidtique.  l'auteur  siné- 
rilise  les  Tbéorèmes  de  MaeCuilngh  et  de  Salmon,  ront^ernnni  iMileuxclasscN 
de  Toycrs  d'une  qiiadriqiie.  Ln  gioAnlisation  du  Th^ori^inc  de  Mue  Cullagh  le 
conduit  aisément  au  mode  de  génération  des  qiiadriqnes,  donné  par  Jacobi  et  a 
d'autres  modes  de  géDération  où  l'on  peut  Taira  intervenir,  comme  sommets  du 
premier  triangle  Fondamentsl,  des  points  quelconques  d'un  plan  de  sjmétrîe, 
non  perpendiculaire  aux  &eeiions  circulaire?. 


Deruyls  (^V.).  —  Noie  sur  les  gri 


s  (l'ëléiiients  iieutrt'ti 


U-  l'aigr.  —  nn|.porl.  (iHa). 

Catalan,  Manston  et  Le  Paige.  —  Hiippnrl  sur  un  Mémoire  de 
M.  Beaupaiii  inlildié  :  Sur  f/iiel,/m>x  pro<l,ùls  imli- finis.  (24.V 

Deruyls  (J.).  —  Sor  une  propriété  des    fonctions  inviiiiaiitcs. 
(a58-3(i7). 

Le  Paige  el  Aettberg.  ~-  Rapport  sur  un  iMémoirc  de  M.  Servais, 
intitnié  :  Sur /es  cubiques  gaitc/n-s.  (^^iG-.\i)-). 

Exameo  des  ditTéronles  c<mséi[ueiici'â  a'un  'l'ii.'nri'me  sur  lc'<  <'ulii.|ue-  i:diii  lirs 
établi   par  M.  Serviiis  clan,  snii  SlOiiioiii-  :  Sur  /m  imti^^'iniziifs  en  Ofometric. 


Catalan  {F.).  —  l'mhl.'-r 
.5). 


Catalan  (E.) 


Mouchamp{0. 


-  Sur  I,-.  lip 

-  Lesn.m 


m.  lii-lsc,,l,isranil  IIuï! 
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llenscigncmcnts  divers  sur  les  malhdmalicicns  belges  ;  Grégoire  de  S«U- 
Vincent,  de  Sarasa,  Aynscon,  Hesius,  Tacquel,  G.  van  Gulschovcn. 

Deruyts  (Fr.).  —  Sur  les  groupes  dVlémenis  neutres  commun» 
à  un  nombre  (jiielconque  d'involutions.  {^g5-ùi-). 

LePaigeiC).  —  Rapport.  (445-447). 

l>élerminaliun  par  iinc  formuli;  de  récurrence  el  le  Ui^ori^mc  de  torrcspoB- 


Van  der  Afensbriif^g/ie  {G.).  —  Remarques  sur  la  cunslitutmn  de 
]a  couche  siipcriiciclle  des  corps  solides.  (877-884). 

Senais  (Cl.).  —  Quelques  formules  sur  lu  courbure  des  surfaces. 

(H96-9„.i). 

Le  Paige  {€.)  et  Neuburg  (J.).  —  Rapport.  (866-867). 

Le  (loinl  df  départ  de  ce  tnivail  est  la  loi  de  Chaslcii  qui  donne  la  relation 
entre  tes  plans  tHn{;ents  â  une  surface  réglée  aux  diirérents  points  d'une  géné- 
ratrlre.  En  appliquant  cette  Icii  à  la  nurmalie  qui  a  pour  directrice,  »oit  une 
L'uiirbe  qiielcuuque  traeéc  sur  une  surfaeo,  snil  une  asymptotique  ou  une 
RÛoilésique  de  celte  surface,  l'uulcur  retrouve  des  formules  curieuses,  duel  i 
Knni'per,  et  d*auti'e$  qui  lui  «ont  propre». 


Tuluc  XXVIII;  juillet  à  décembre  1894. 
Gob  iyA.").  —  Extension  et  application  du  Théorème  de  Newton. 

(^7-87)- 
Lk  Paige  (C.)  et  Ncuberg  (/.).  —  Rapport.  (6-10). 


KEVUB   UES  PUBLICATIONS.  KM 

ingénies  aux   plans  et   aux   syslèmcs   il^rivits.  Sfïlr^mcA   cycliques  de 
lur  ;  gcaéralieatioD  (tnéJilc)  duc  a  Darboux.  —  4.  Systèmes  ortlioeoniux 


Deruyis  (J.).  —  Kapporl  sur  le  Mémoire  iiilitulé  :  Sur  les  /'onc- 
tions hypeif^éomètriques  de  seconde  espi'-ce  et  d'ordre  supé- 
rieur; par  J.  Beaupain.  (ai^-aiS). 

Le  Paige  (C.)  el  Neuberg  (J.).  —  Happort  sur  le  Mémoire  inli- 
lulé  :  5m/-  le  système  focal  ;  par  CI.  Servais,  (aili-ai;). 

Lagrange   (Ch.).    —    Sur    les    équations  du  cliamp    physique. 

Première  Noie.  (3â,'î-3()'i). 

Le  Paige  (C.)  ei  Neuberg  {J-)-  —  Rapport  sur  le  Mémoire  inti- 
tulé: La  projectivité  imaginaire  ;  Y»t  CI.  Servais.  (471-476). 

Mansion  (P.).  —  Sur  la  Métagéomélrie  et  ses  trois  subdivisions. 

(495-498). 
Lagrange  [Ch.).  —  Rapport  sur  le  Mémoire  intitulé  :  Sur  les 

déformations  permanentes  de  l'hystérésis;  par  P.  Duhem, 

(805-820). 

Tome  XXX;   i8yi. 

Demoulin  (A.).  —  Noie  sur  une  déroiFii^tiori  <lcs  surfaces  de 
révolution,  ((ii-6(j). 

Deruyis  {.i:).  —   Happort.  ((i-7). 

Dans  ce  Travail,  rdiitciir  montre  <[ne,  ]>:ii'iiii  li'S  siiilace-.  iiilmell^iit  un  v\r- 
menl  [Inëaire  de  révuliition  doiinr,  il  c\istF  t..ujuiir>  niir  Mii-ruci:  ixiii  r'ni]ijii'i>c 
dans  relies  que  donne  J'iip|diraliiin  du  Tliûorèiiie  do  l!<nir,  el  donl  rOiju»Lii>ii 
est  de  la  forme  3:'  +  ^'-+-  :'■  =  fl.x  + y  \~).  Cm.-  \ufe  renrui  me,  ,o  outre, 

plus  générale. 

Mansion  {P.).  ~  Happort  sur  le  M-^tiioiic  inliliilé  :  JU-chcn-lu-s 
arithmétiques  sur  lu  foniposition  des  formes  biiiiures  qua- 
dratiques; par  Ch.-J.  de  la  Vullée-IViissiii. 

Lagrange  {Ch.).  ~  Sur  les  .■.pi,ili<.n>  du  cliuiiip  ph^^sique. 
Deiixi(-iiie  Ni. te.  (<ii>.l-(i  mj  ). 
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le,  l'auteur  montre  fonimenl  on  peut  lenir  compl«  ie 

de  points  Tigîdes;(linsl»  «ecomlc. 

oiis  d'un  milieu  continu,  en  ouliv 

c  leur  orientation  rekUire  dans  os 

milieu. 

Tunie  XXXI;  iSgG. 

Maiidon  {P.).  —  «apport  sur  un  Mémoire  de  M.  Ch.J.  de  I» 
Vallée-Poiisstii  intitule  :  Dénionslralion  simplifiée  du  Théo- 
rème de  Diiichlet,  sur  la prof^ression  arithmétique.  (19-34)- 

Lagran/^e  (C/i.).  —  Sur  les  éqiiulions  dti  champ  phj'sîque.  Troi- 
sième i\olc.  Iiilrodiiction  de  la  pression  interne  dans  les  équa- 
tions du  milieu.  (iii-i3(j).  Qualiiènie  Noie.  Équations  du 
niouveiiiiinl  de  deux  milieux  continus  qui  occupent  un  même 
espace.  Mi'bnyr  des  corps.  (:}:iS-:i;y). 

I.agr(i»-,'a  iC/i.).  —  Démonstration  du  Théorème  de  Bernoullî 
par  la  f.,ru.ule  sominaloire  d'C ulcr.  (439.457). 


Ih-riivls  {/'".).  —  Sur  certains  groupes  d'éléments  communs  à  dfiux 

involutions.  (GG4-G74). 

Rapport.  (636-638). 
Travail  sans  le  reprodni 


REVUE  i)i;s  puulii:ations. 
ïnliiiilé  :  Des  polyèdres  stipcrposnliles  à  leur  Imn^e.  {aa6- 
»3,). 

Dins  ce  Mémoire  ri  Iroia  autres  pulilics  aiiliïrieuremcnl,  M.  U.  CcsarA  r£s'>ut 
eumplàtemenl  les  trois  problèmes  suivant»  : 

■  Trouver  tous  les  s^ït^toes  P  de  points  invariablement  liés  qui  puissent 
Minoider  :  i'  (te  plus  d'une  manière  avec  cui-mËmes;  t'  avec  un 
sjrslâme  P|  symétrique  de  P  par  rapport  i  un  point;  3°  étant  donné  un 
système  P  de  cette  seconde  catégorie,  trouver  un  axe  tel  qu'après  une  rotatinn 
autour  de  cette  droite,  P  soit  le  symélrique  de  sa  première  position  par  rapport 

*  un  plan. 
Van  der  Mensbritgghe  {(i.).  —  Noie  sur  les  i:orabieuï  fiTclsiic 
rélaslicité  des  liquideii.  (4  t8-4a3). 

Deruyls  (F.).  —  Qtieltjues  propriéu5s  du  diHeniiiiiiinl  il'ini 
système  transformable.  (433-44^)- 

Deruyls  {F.).  —  ItapporI  sur  ud  Mémoire  de  M.  Beaiipain  inli- 
tidé  :  Sur  fes  fonctions  liypergèomélriijues  d'ordre  supé- 
rieur. (6<i(i-tï7o). 


UËUOIRES  couronnés  el  Mémoires  des  Savants  élrangers  publiés  par  l'At»- 
démie  royale  des  Sciences,  tles  Lettres  et  des  Beaux-Arts  de  Belgique. 


De  Longchamps  (G.).  —  Les  fonctions  psoiido-  el  Iiypcrbcrnoiil- 

laire  à  l'inlcgralion  des  cqiiations  diircrftilielles.  {i-4^-). 

Deruyls  {J.)-  —  Déieniiinaiion  des  fondions  inviiriiinlcs  de 
formes  à  plusieurs  séries  do  variuhlcs,  ([-.iS), 

Beaupain  (J.).  —  Sur  quelques  fornuiles  de  Calcul  inli'gral.  (l- 
6.). 

Deruyls  (Fr.).  —  Sur  la  uurrespondancc  hoino^mpliiquo  oniro 
les  éléments  de  deux  espaces  linéaires  ([iielconcpies.  (t-.^o). 

Caspary{F.).  -^  Sur  r^pplinalion  <lrs  fi)nctLi.ii-i  s|>li(;ri(pios  aux 
nombres  de  Segner  (ext.ails  d'un.-  Irllro  à  M.  K.  C^ilalan). 
(1-5). 
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MÉMOIRES  couronnas  et  Mémoires  des  savants  étrangers  publiés  parl'Ao- 
déiiiîe  royale  îles  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaus-Arls  de  Belgiqoe. 
Bruxelles,  llavez. 

Tome  LIV  :  juin  r896. 

Dulieni  (P.).  —  Sur  les  déformaiions  permanentes  el  l'hystérésis 
(Trois  :Mémoires  de  (}■>.,  8(),  5(i  p.  io-S"). 


.  Si  S(j:.  T)  est  le 


llicrinodjnami[|ue  interne  d'un  synime, difinî 
ali'olue  T  et  une  variable  x,  Kt  soumis  i  une  action  Cili- 
inierne  U(j-,  T)  du  systi-me  est  donnée  par  l'égalité 
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cer  réqualion(i) 

la  relatinn  suivante  eiitri:  1. 
■  niudilic^ilinn  .■It-ni.-ntiiirc 

■s  valeurs  de  d\.  dx,  ttT,  qu 

i  correspondent  i 

\-   ,--TTTiiT-(-/(^.  T.  \)\dx\. 
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III.  L'auteur  i;ien< 
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Beaupain  (/■).  —  Sur  les  fooctiotis  hypergéométriques  de 
seconde  espèce  et  d'ordre  supérieur.  (Detix  Mémoires  de  46  ^^ 
47  p.  in.4-). 

Ces  Hémoires  seront  analysés  ultérieurement,  l'auteur  ayant  publié  un  troi- 
sième Mémoire  sur  la  question. 

Lévy  (L.).  —  Sur  les  systèmes  de  surfaces  triplement  orlhogo- 
nRiix.  (Mémoire  couronné;  92  p.  in-4°). 

Ce  Mémoire,  quia  éi 

veauï  obtenus  par  l'd 
coniplÉmcntuires. 

Dans  le  Cliup.  I  (p.  ï-ili),  l'auteur  expose  les  premières  rediorriies  de 
M.  Darboux  sur  les  systèmes  triples  orlbngnnaux  et  ti>ut  d'ubiiid  la  formali>>n 
de  l'équation  du  troisième  «rdie  dont  déprnd  le  paianiètrr  d'une  fuuiillu  dr 
Lamé.  Culte  équation  pst  véniiéc  par  les  solutions  d'une  équation  du  premier 
ordre  que  M.  Uarbuux  a  inléj^réc  cumplètcnient  et  dont  un  cas  partiiulicr 
donne  les  systèmes  cycliques  de  Ilibaucuur. 

M.  Lucien  Lévy  s'.«;cupe  ensuite  du  problème  de  la  déleiminalion  dr  la  sur- 
face la  plus  Rénérale  qui,  en  si>  dêpliirant  sans  cbangcr  de  titrme,  engendre  une 
famille  de  Lamé,  et  il  rappelle  i  ce  sujet  les  Travaux  de  MM.  HarbouiL,  l'clot 
et  les  siens. 
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de  Lamé,  M.  Lucifii  LOvy  les  applique  à  la  recherche  de»  «yatèmes  triplement 
nrihiigunsux,  tels  que  lu  dû  terminant  des  cosinus  des  anrmalei  aux  surfaces 
qui  se  croisent  en  un  pnînt  si>it  symétrique  par  rapport  A  la  diagopile  priBCi- 
pille.  Voici  le  résnitat  olilenii  :  te  système  est  /armé  ou  de  plant  paratliUl 
aux  plans  rnordonnres,  au  de  sphères  tangentes  à  l'origine  aux  trait  pUuu 
roordonnét.  ou  enjin  des  surfaces  gui  ont  même  représentation  tphérique 
que  les  précédentes. 

Duns  le  mime  Cliapilrc,  M.  I.cvy  indique  un  système  de  trois  équalioDs 
simultanéi-<t  anulogiivs  à  l'cqualion  d'Euter  rt  de  Poisson. 

Le  Cliap.  IV  (p.  ^T-S;  )  diilinie  par  un  c\posé  rapide  de  la  théorie  des  systèmes 
rycriqih''.  L'iiii|ii>rlHiirc  <lc  ces  i^ysli'incs  rrssort,  on  le  voit,  du  Théorème  sni- 
unl  :  hliinl  donné  un  srsli'me  IriptemenI  orthogonal  de  tur/actt,  ai  l'oneon- 
sidrre  les  rrrcli't  i.nvnlnleiirs  des  Irajecloii-es  d'une  famille,  tout  le  long 
d'iinp  sur/ticr  nurni-ilr  (i  ers  ci'Urbcs.  tou.t  ces  cercles  donnent  naissance  à 
un  sislèmc  nili^/iif.  c'itsl-ù-dire  qu'ils  sont  eux-mêmes  normaux  à  uBt 

M.  I.i'vj  de  Mil. m  le  [,;ir  r.inaly^e  ri-  Thv'Tènir  ainsi  que  sa  réciproque,  énoncée 

[-■■  ':!i,itiilrr  -!■  irniiinc  par  la  dOlrrminatiiin.d'aprés  M.  Darboui.  des  systèmes 
IripliNii^Ni   i>iili"ï.iniiH\  adiiK'llant  une  fiimille  de  trajectoires  planes. 

Knliii,  d,iii-i  Xc  i;iia|i.  V  (  p.  .V-i-d.i  i  se  Ironvent  tsposées  différentes  recherches 


cm 

ir-menlaires  (p.  Ii3-8i|)  nous  citerons  parliculièremenl  : 

nfiri 

e  l'analyse  de  deux   M.moires  de  M.  Biancbi,  relatifs 

..;:..n 

mm  admettant  une  famille  de  trajectoires  planes,  ainsi 
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.lie,   due   fl   railleur,   des  systèmes   orthogonaux   1   tra- 
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ns   une   fainiHe;  el  la  >o(e  VI  qui  résume   les  TraTau» 

nos  |uiljtié:i  |>ar  l'Acadi^mie  royale  dés 
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des  deux  prcmien  raafjs  et  da  formes  du  secund  ordri;,  lunquï  l'on  fail  inter- 
venir les  éli^mrnli  imaginaire». 

L'auteur  étudie  à  fnnil  le  rupport  anliatmonique  cl  s(^s  propriélés,  qu'il  soit 
niel,  compleie  ou  puifment  iinaKintiii'c;  l'inroluticn  de  deux  (urnics  projec- 
livM;  le«  coniques  et  Jgs  qundriquea  réglées  inuKiniiircs:  enfin,  il  rompkte 
ses  rechercliM  anlérlcutes  tur  les  cutiiqun  gaucliesi  eu  considt^riiDt  aussi  des 
élé-nients  imaginiires. 

Ce  Mémoire,  avec  le^  précédents  du  uiémeuuleur  surdi-s  sujets  voisins,  eun- 
■Litue  une  cuniriliuliun  impurlunle  A  I.1  tli.'firir  des  iniii^iniiin-s  duiis  le  srni  de 
Von  Sluudt. 

Tome  un  :  SL>[>t(!mlif(t  i8y5  l'i  ocliihrit  iSyfi. 

/M  la   Valhje-Ponssin  (Ch.-J.).  —  Recherches  arithmétiques 
sur  la  composition  dcti  formes  Itiimires  quHdraii(|iies.  (69  p.). 

Manùon  (P.).  —  Rapport.  [Bull,  de  lielg.  (3),  XXX].  (189- 
193). 

Dantt  ce  Mémoire  remarquable,  l'auteur  donne  une  démonstration  puiïiit 
dans  tes  principes  mêmes  de  la  théorie  des  formes  binaires  de  ce  théorème 
de  Gauss  ;  Toutes  Iti  /oimei  quadratique!  bUtairei  proprement  pritnitivei 
du  genre  principal  peuvent  le  former  par  duplication.  Le  Mémoire  contient 
quatre  Chapitres  et  un  Appendice.  Celui-ni  contient  quelques  Ihéurèmea  sur 
la  représentHtiou  d'un  nombre  inférieur  A  I)  par  une  forme  propreuieut  priiiiî- 
tive  de  déterminant  D.  Le  Cbap.  I  contient  on  exposé  sommaire  des  principes 
de  la  composition  des  formes  de  l'ordre  proprement  primitif.  Le  Chap.  II  est 
coDsacré  k  divers  itiéurémes  sur  [es  propriétés  des  formes  capables  de  repré- 
senter les  mêmes  nombres.  Le  Cliap.  III  contient  les  principes  de  la  division 
des  classes  en  genres  et  de  la  rom position  des  genres.  Le  tlicorénie  principal 
de  ce  Cliiipitre  (n"  33)  s'appuie  sur  le  tbéorùmc  suivant  :  Toute  dusse  du 
genre  principal  peut  se  former  par  duplic/ition,  qu'il  déduit  dans  le  Cbap.  IV 
de  cet  autre  théorème  :  11  Soit  (<i,  b,  c\  une  forme  de  l'ordre  propieuient 
primitif  du  déterminant  D  et  m  un  nombre  quelconque  premier  â  1  \).  La  con- 
dition nécessaire  i-l  suTlisanle  pour  que  l'équation  («,  /',  c)  =  ms'  soit  réso- 
luble est  que  m  soit  reprêsenlublc  par  une  forme  de  délerniiiiant  1>  et  de  même 
ficnru  que  (a,  6,  c)  ..  Incidi-muicut,  l'auteur  rcncnitre  diverses  propriétés  dos 
nombres  qu'il  déduit  de  ^rs  Tliéoréuii's  principau\  ;  ainsi,  a  lu  lin  du  Cbap.  III. 
il  donne,  de  lu  loi  itc  réciprocité  des  résidus  quadratiques,  une  démonstration 
dont  le  principe  d'jillcuri  est  di'i  a  ll.iuss. 

De  la  Vallce-Poits.un  {(.'/>.-./.).  —  D.'monsln.lion  siii.]ililitc  du 
ihéorème  de  Diriclilct  sur  la  pio^ics^ioii  iirithiii(;li(|uc.  1  .'S:i  p.). 

A/anstonil>.).—  R^<\mn.[l.'i>lL,lfJJctf-.{;i),  XWI].  (.y-a.j). 

Dans  les  S)i  '1  '-'1  ■'.  raïKriiv  il.-lirili  h~  l'iéiiicnl-  .|ui  lui  icvvpnl  dans  la  *uile. 


5iH  SBCONDK   PARTIE. 

parlie  réelle  de  *  soit  pciçiiive.  Lcc3ractère/.(n)  d'un  nombre  est  déliai  aa$fi 
dans  le  g  5,  il  exprime  au  moyen  de  E(')  la  somme  des  eipressiODsdelaforme 
|/(n):n'l  mtnic  si  s  est  imaginaire.  Dans  le  g  6,  il  introduit  la  dérivée  logt- 
ritliniiquc  des  séries  de  Diriehlel,  au  lieu  du  logarithme  et  parvient  ainsi,  aiec 
une  simplicité  inespérée,  dans  le  g  7,  au  théorème  de  DJrichlet,  à  moins  qn'ane 
eieeption  ne  se  présente;  l'auteur  prouve  en  s'atdant  de  tontes  les  ressources 
de  r.\nal)st'  que  celle  exception  est  impossible,  dans  le  §  8.  Detll  propriétés 
nouvelles  sont  étiiblie^  par  l'auteur,  comme  conséquences  de  sa  démonttntion  : 


T1(J 


■'Z'^- 


lies   logarithmes  naturels   des    nombres 
la  forme   Mj:  +  N,  tend   pour  (  ^  oo  «rs 
pc-ut  are  difTérenlede  [i  :?(.M)].  Dans 
impair. 
•.lUifique  de  BruxeUe»,  t.  XX  et  XXI,  il 


;.  I,i.,i". 
\\\y'.   XLI\; 


lubre  1890  ù  juillet  i8(|î. 


riEVUE  nES  l'UBMCATIONS. 


Catalan  (£".)-  —  Recherciies  sur  quelques  produits  infinis  et  sur 
la  conslante  G.  Complémenl.  (a8  p.). 


ait,  impo! 
de   l'aulC 

isihie  â  analyser.  »t  k 
;ur.   Il   y  étaliliL  3<,  naïf 

Compli'incnt  de  dcu 
vrilcs  fiirmulrs   rvl. 

Il  des  plut 

^n(.-,.-M,  . 

.'=ni-'"'- 

? 

=  !](,*,—), 

?=n"*''->' 

arec  diverses  conséquences  arithmétiques  et  analytique 
La  lia  du  Mémoire  se  rapporte  à  la  théorie  des  euléni 


Tome  LU;  septembre  i»r,3  â  juillet  1894. 

Catalan  (£"■)■   —  Remarques  sur  la  théorie  des  nombres  et  sur 
les  fractions  continues  (a8  p.). 

Beaupain  (J.)-  —  Sur  l'intégrale  eulénenne  de  première  espèce. 
(,8  p.). 

L'auteur  prouve  directement  que  la  première  intégrale  culéricnne  cl  l'in- 
verse de  cette  fonction  sont  déveluppablcs  en  séries  convergentes  as«-î,  com- 
pliquées dont  les  Icnnes  contiennent  un  angle  S  compris  entre  n  et  -  t.. 

Cesarô  (G.).  —  Des  polyèdres  qui  peuvent  occuper  dans  l'espace 
plusieurs  positions  id<;nliques  en  apparence.  (!!  j  p.). 

Beaupain  (J.).  —  Sur  quelques  produits  indéfini.s.  (8  p.). 

Rectificalluns  cl  aitililions  à  un  Mémoire  de  l'auteur  inliliilc  :  Sur  quelques 
/ormuies  de  Calcul  inU-aral. 


SKCONDi;  PAIIIIE. 


MÉMOIRES  couroiini-s 
ScicMcos,  des  Lclli 


itrps  Mcinoircs  publiés  par  l'Académie  royale  dM 
i  dos  Beaiix-ArU  de  Bplpijuo.  CollerLion  in-8*. 


Tiimi-  XLVII,  i8g>-i893. 


De  Tilly  (J.).  ~  Kssai  deGéc 
aussi  un  appendice,  AJatlies 


iclric  arial^LÏque  géni^nilc  (publié 
,  ,8,j3).(8op.). 


Vuioî  le  '>i>mitiàiii'('  <lc  rut  impurldiil  truvall  sur  les  principe  (oDitAmcntanx 
<\c  Id  Ui^nnirlnc.  I.  L'[>]ijcl  princîpul  de  la  Gilunii^lrie  esE  la  recherche  An  rela- 
lionf  entre  les  inicrvallcs  îles  cmi|ik»  de  puiiits  sîluÉs  dans  l'espace.  Toales 
les  pr<ipo9itioiis  de  la  Gciomi-lrie  se  ramonent  à  des  relations  de  ce  genre. 
Les  nuiiibreii  qui  caractérisent  les  intervalles  dnivenl  ilre  choisis  de  nlaDÎère 
qu'il  existe  enlrc  ces  nombres  des  relations  générales,  applicables  à  l'espace 
tout  entier.  1.  La  liéoiiiélrie  k  trois  ilimensiuos  est  caractcrisëi  par  une 
seule  relatiun  (lï^ii)  =  ".  entre  les  intervalles  de  cinq  points.  3.  Condition 
lies  stj:  /loinlt  :  -  Si,  ddns  un  sysléiite  de  six  points,  trois  des  six  conditions, 
(ij3i,i)  -=  u,  (ijï',0)  =  0,  (iï3.')f))  ^Dsuutvérilives,  les  U'uis  au  très  (13456  )  =  u, 
(i:)'|.'>i>)  ~  0,  (l'j'i)'')  =  '>  doivent  l'être  aussi.  »  Cette  condition  est  suffisante. 
4.  l.i'^  l'cJutiuns  (le   Liigr(iiif;e  rt  de  Scliering  entre  tes  dislances  de  cinq  points 


HIÎVUK   ini'6  PUWLiCATlONS. 

l'espace  qui  ne  dùlermincnL  pii.s  une  droite.  lU.  Il  c«[  iiiipo«ïililG  de  i  non 
les  p(i»talni9  de  In  G r!o mairie  ordinaire,  tl.  Il  n'y  a  pni  «l'autre  synime  ne 
Ui^omittric  correspondant  i  In  rénlîtd  que  crux  qui  sont  caiteUtisis  par  les 
relations  ilu  n"  i.  Ce  point  est  rtiHiM,  dam  \»  Note  IV,  A  pco  pi'â«  tiomme  dans 
Im  deux  niitrE's  Mcmoircs  de  l'auteur  sur  la  Miltagéomëlric  {Éluda  de  Mé- 
canique abilraite,  iBng-iH;^:  Enai  sur  lei  prxnr:ipti  fondamentaux  de  la 
Géométrie  et  de  ta  Mécanique,  iH;H). 

fallée-Pomsin  {Ch.-J.  de  In).  —  Mt'moirc  sur  l'IntOgralion  des 
cquationsdifTérentielles.  (83  |).  in-K'V 

t.  Suient  f{x,y)  une  fonction  toujours  fiiiiodans  une  fi-rtaine  aire  T,  A  la 
limite  supérieure,  —  a  la  limite  inférieure  de  /;  toutefois,  11  ta  limite  supé- 
rieure est  négative,  on  prend  A  =  o;  si  lalirniIeinferieureestpositive.ua 
rait  a  =  o.  Prenons,  i  l'intifrieurde  T,  le  rectangle  limité  par  l«i  droites  x  =  x„ 
x  =  X,  y —  y,-~a{X  =  x,),  y=y,-i-K{\  —  j!,),  Partagenni  X  —  *,  en 
1  parLi(!s  par  lej  abscisses  x„  x ,  r.,,.  A  chaque  abscisse  x^  faisons  cor- 
respondre dcu\  ordonnées  Y,  et  y^  dite  rm  in  l'es  par  les  dcuK  sommes  : 

ï,  =  .r.-f-'*'|ô|-«-M,ô,-i-...-i-IU,à,=  ï,_,-t-M,o„ 

^,^y,-t-  m,8|  H-  nijS,-!-. . .  +  m,Si  =  y^_^+  WiS,, 

oii  St=  a:, —  ^k-t''  "'1  ''  "**  ^o^^  respectivement  les  limites  supérieures  et  in- 
férieures de/(d:,j')  dans  la  région  R,  limitée  par  les  droilcsa;  =i  3:j_i,  a:  =  jti, 
^  =  j't_,  — 0,84,^-  =  Y,_,+  A,5„  A,  et  a,  étant  des  fonctionsdejt,  finies,  mais 
respectiTement  supérieures  i  A  et  a.  Le  théorème  fondamental  de  l'auteur 
consiste  en  ce  que  Y,,  y„  ont  des  limites  bien  déterminées,  quand  les  inter- 
valles S,  tendent  vers  zéro  d'une  manière  quelconque,  même  si  A,  et  a^  varient. 
1.  L'intégrale  de  y'=;  f{x,  y)  étant  définie  une  fonction  telle  que 


rj:-rj'„=    f  f(r.rx)d.c. 


même  si  /( 

x.y)  >: 

ist  une  fonction  discontinue. 

!t  X.  Ainsi, 

par  e»ei 

iiple,j-'r= 

=  (.xjy_{y)  a  pour. 

une  tonclioi 

n  intégr, 

hlile  de  X 

qui   s'itnnule  dans  l< 

une  fnnclio 

n  limité 

3.  Ce  thé 

urème  s' 

étend  à  m 

n  système  d'équaiioi 

conséquenc. 

C   partie 

uliûre  ;  « 

Une  équation  linéai 

intervalle  0 

.il  SCS  co 

efficients 

sont  intégrables.  » 

4.  Dans  l'Appcndi 

ce,  l 'au  ICI 

ur  compnre  sji  démoi 

de  Picard  c 

t  de  Peu 

ShXONRE  l'AUTIE. 


L'ActDÉMlE    HUIALK    Den    SCIENCES,    DES    l^TTRES    ET    DO 

S  REMiiQi'K.  Bruxelles,  Haycz. 


'fcrOj  (/■■-).  -  iNolice  sur  Nicolas-Edouard  Mailly.  {3-;-;.ioi). 

\.-É.  Muilly.  ni:  l,  l)riii<;II.-s  le  17  juin  iS.o.  mon  A  Siinl-Josse-teD-Noode, 
11- :<  iirt«bre  i"!)!,  csl  l'iiulcur  tic  noiiibrcux  écrils  sur  l'bistoire  des  ScicDCCS 
en  Brl|-ic|tic  au    xviii'    il   au    iix'  sitcle,  el  sur  l'hisloire  de    l'AHronomie   ai 


ANNrAIIIK    yt-:    i.Ah.uikuik    iim  ii.k    hKs    S<:ii;m:ks.    iies    Lettres    et    des 
BK\iv-ARTi  DK  lîh:i,i.imK.  Bnuulles.  F.  llaye/- 

r,i'  ;inTi.-e,  L  MDCCNCVI;  i8i)(i. 

\/an.u'.ii\/'.>.  —  Notii:.>iLrli-.  trava.is  matliémaiiques  JeE.-Ch. 

CaMlaii. 

)rale  des  Sciences  de  Liège,  arec 

■  sii|i|pIêiiiL'nliiiru  mit  Idrlmlr  scienlilîque  Hc  Catalan  pendant  la 
.!i>  III. li  i^i'^i  .111  I  '1  fi'vt'u'i'  iNiii,  ddtp  de  sa  mort,  l'cndaoi  cette  dci^ 
It;.  il  a  trijiiM'  mu  Ii.'>  |i<>Imiijiii<>s  di.-  Lc}icndrc  de  nouveaux  théorèmei 
Il  d'arc  siiiiiMlo.  1!  a  r,'uni  en  trois  Volumi-s  de  Mélangea  mathé- 
a  |ilu|)ur1  <li'  m:-  {ii'Iil--  Miiiiniri'S  publiés  depuis  soixante  ans  dans 


IIULICAI  IONS. 
Sïde,    Tcdennc,    Bidonp,    Ulimus,   CrclJc.   Scbetfler,    Siciiicr,    Zi<riiuw. 
Adami,  Cayley.  Clebsch,  Plûcker,  Quiddc.Mendlhal,  Hdnll,  DpsI.ovp»,  Bin.J.-r, 
SchrOder,    AlfnlLer,   Sclicllbacli,  CaUiUn,   rdlcti^reau,  l.ebon.) 

M.  Derousscau  prend  coiuiub  fjolni  de  départ  la  soliitinn  de  Lebmus 
{Annale*  de  Gergonne,  t.  X,  p.  Sg),  étendue  cl  simpliliée  par  U.  CaUilan 
(lVouvtlte.t  AnnalfJi,  t.  V;  Buttetim  da  l'Académie  rt^ale  de  Belgique, 
octobre  iS-^f),  et  examine  successivement  tons  les  ras  non  résiili».  Il  ubticnt 
pour  cliBCun  d'eu»  uoe  solution  aussi  simple  PI  plus  syméliitiUB  i|iie  ecllc  de 
Malfalli 

Rudski{P.).  —  Nolf  sur  b    sîlualion  des  racines  des  ('qualions 
transcendantes  J      |(jr):=o,    oi'i   J    (]csiD;ne    une    font-lion    i\e 

Bessel,  h  =  o,  i,  a,  3 (i-^fl)' 

Ces  racines,  pour  n  =  'i,  si>nl   multiples  t\e  -;:;  pour  n  >  i>,  elles  sont  inter- 

Diédiiires  entre  (/>  +  n/»  +  i)n  rt  (  n  -i    i/i  +  :>  )n.  ;>  i^lanl  i^cal  A  o.  i,  i 

Catalan  {fi-)-  —  Lettres  à  quelques  malhémalicicns.  (i-3()). 

Petit-Bois  (G.).    —    Sur  les    courbes  si  m  p^u  nie  unes.    Formules 
approchées  pour  le  calcul  des  aires  planes.  (i-i<t). 

Betali {V.).  —  Sur  le  double  contact  et  le  contact  quadriponc- 
tucl  de  deux  coniques.  (i-H5). 


ATTI  DEL  HkALE  ISTITrTO  VKMiTO  Ht    S.ÎIEX/K,   I.ETTKHE   El.  ARTI   i  '  ).   7'  ScVio, 

In-S".  Veneziii.  tip.  G.  Aiilonolli. 

Tomo  II;  iSgo-iHi)!. 

Ckicchi  (P.).    —  [V91.    Commémoration    du    Membre    éinéritc 
sénateur  Gustave  Bucchia.  (()()-i.li  i. 

Fai'aro{A.).-\V-].  .Sur  quelques  nouvelles  , 'Indes  «aliléienuL-s. 
(i33-i4o). 

Favaro  {A.).  —   \\^\   Sur  l.i   lîibUotheca  mnthcmniicu  de 
Gustave  Enestn'un.  Sixiètne  (^oinuiuniealiiin.  (a<i."i-'^  i.J  )- 


,.[  SKCONDK  l'AHTIi:. 

Ahfili  (,(.V  —  [U].  Observations  asin.noiii 
.-..   ;8.,o.(4:'.5-ii:,). 

6V/.î/c/««oi'o{C),  —  [Q2,  réf.  N|].  Itecliei-chcs  sur  la  g^oinùirie 
lie  la  droite  dans  l'espace  de  quatre  dimeusioDs.  (82û-{roi). 


l'omet  ri  I 


s  l'espace  ; 


l'jrmi  les  r>Ï5iilUiï  de  cettr  £tad« 
runïidi'rsnl  l>  repréinnlntioa  *ur 
IV*(iucc  orilinairc  il'uni'  c.TUine  varii'ié  euLiqiie  V  oice  dii  points  doublr*. 
.Iij.'i  l'imlié.'  |>ai'  M.  Si^re  {Atti  de  Turin,  1M87  :  Sulla  varielti  eubka,  eic,); 
.■I  m-moires  de  Tiiiiii.  1KS8,  cl  par  lauieur  (Àtli  det  H.  hUtula  Ventto, 
iSSU  :  Siille  ciW!.'riicn:e,  elr.),  rjui  est  la  variiilt'  aingiili^rr  d'un  ïyitt-mo 
litiêaiie  x'  lie  i-i>Mi|>le\i'!'.  Celle  variéLé  esl  représentée  dans  l'espace  ordinaire 

|Mi-  le  -\>1è ^'   <\<:i  r|uarlrir|ui>  rirronscrites  à  un  pcntat;one  gauche,  tl  ;  a 

M\  i|ii.iJi'iijue-<  lie  ('•-  sv^li^itie  i|ui  sont  ansji  in^eriie»  au  peiitaddre  polaire  du 
].inl,i?;.'ni'.  <-l  iiiii  sunt  les  images  de  si\  espace»  i  trois  dimensions  de  S„  par 
r.i|i(p.iil  aiivnuiî*  IVqualion  de  V  est  .T',-i-...-t- xl=  0  (avec  x, -(-...+ :r,=  o). 
Il  >  .1  Mil-  \   -iiy  ceildiiis  stslt^nics  do  droites,  et  six  do  ces  droites  (une  pour 


< 


du. 


l  par 


des 


appartiennent 
tu,  <;tant  dunn 


!   la 


itique 


vaiil  Daiile.  H- 
l,.sfo.mul.'S,, 
.   |.1.V 


-  [V].  Le  muuvcuient  et  le  ciel  de  Vénus  sui- 
larijues  (avec  une  planche  et  une  appendice  sur 
roalctilerla  splendeur  de  Vénus.  (1061-1088, 


Padava   (E.).  —   [U8c*].    Di'monstialloi 
Jacobi.  (847-825). 

C'est  le  théorcmc  reblif  à  l'ièiiuinilcoce  du  mouvemeni  d'un  corp5  dr  rf 
lutioD  peMot  et  liomogc^nt  autour  d'un  point  de  l'axe,  aire,  \e  monvcnii^ut  uit 
deux  surfuces  du  second  degré,  cliacune  deiqucltc!!  se  meut  autour  rie  son 
centre  en  s'Bppujant  sans  glisser  sur  un  plan  fi>c,  ]l^s  coinposanli»  de  lu 
vitesse  angulaire  autour  des  aïcs  étant  p,  g,  r  pour  l'une  et  ~  p,  —'/•  ^ '' 
pour  l'autre.  L'auteur  en  donne  une  démonstration  fondée  principakment  sur 
U  uonsidérïtion  des  ^nations  dilTérentielles  du  mouvement.  Autres  démonslra- 
lions  en  avaient  été  données  par  l'auteur  mtme  (Alli  de  Turin,  i.  XIX,  1885  : 
Suite  ntlazioae,  etc.),  par  Halphen  {Traité  dei /onctions  elliptigites,  a'  vol.) 
et  par  Darboui  {Comptes  rendus,  t.  CI,  p.  11,  iiS  et  Journal  dt  Math,  païen 
et  appliquées,  4*  série,  t.  I,  p.  /|o3;  iSS3}. 

CaprilU  (A.).  —  [S2fa].  La  transforma  lion  de  Ténergie  diins 
le  mouvement  d'un  g]obe  aérostatique  et  en  général  d'nn  corps 
quelconque  plongé  dans  un  fluide.  (857-880). 

CiacalO{G.).  —  [Rii/a,  re/.ViO).  Sur  les  formules  fondamen- 
lules  de  la  Trigonométrie  S|iliéroïdique  données  par  G. -H. 
Halphen.  (1087-1109).  Suite.  (i333-i37i). 

Lei   formules   d'HalpLen    sont    peu    utiles  en   pratique.  L'guleur  en   dminr 


Tome  IV;  i8!):;t-i8g3.  Venczia.  tip.  C.  Ferrari. 

Padova{E.).  —  [K6i].   Quelques  observations  sur  l'iisa^-t  M 
principe  d'Hamilton.  (2  i-a3). 

Le  principe  d'Hamilton  reste  applicable  mcme  quand  les  viiriables  que  l'un 
introduit  sont  telles  que  l'on  ne  puisse  exprimer  par  celles-ci  luulos  les  coor- 
données des  points  du  système.  Il  suCPil  que  l'on  pui>fiL'  expriiticr  pur  les  soutes 
q,  q' ,  5(7,  tq'  les  quantités  H',  ST  et  Lin,(  jj  Ôj-,  +  i'',  ':>',  ■<-  -',  '■•,)■ 

^i"cc(" (G. ).  —  [[  I].  Essai  d'une  théorie  des  noinbrns  m'U  au  point 
de  vue  de  Uedekind.  (i.33-^8i). 

Fabri  {€'').  —  [D]-   Sur  les  fonctions  dlivperespaces.  (283-(<)5). 

Extensions  aux  cas  de  fciictions  d'hjpcrespaccs  des  prupriités  irnmécs  par 
l'auteur  même  pour  Ica  fonctions  de  lignes  {Alti  de  Turin,  l.  \\\  ;  iîl8i|-|(o). 

Favaro  (A.).   —  [V9).    Sur  hi    liibtiothcco  nuithematica  dv 
Gustave  l^nestniiu,  Kuilième  CouirDiiniration.  (^o.Vioij) 


(t(i  SliCONDM  l'AiniK. 

Padoia  (£■.).  —  [V9].  Commémoration  de  H.  Belli.  (Gog-Sai). 

Abctti    (A.).    —    [U].    Sur    ic    nouveau    niicromèlre   à    lantinc« 
appliqué  û  l'équalorial  Dcmhoivskî.  (6a3-6ji). 


Abetti{A.).  —  [\J\.  Formii 
difTérentielle  dans  lis  obs 


s  et  labiés  pour  calculer  la  réfruclion 
valions  micro  m  étriqués.  (ti43^%)- 


I.operjtdo  {A.).   —  [UIO].    Compensation  des   réseaux    gt'odé- 
stques  à  cuiitour  obligé.  {lHii-(i-6). 

Favaro{A.).  —  [V7].   Sur  ..n  Cliapitre  attribué  à  Galilée.  (725- 

730). 


0   Cli»i»lre   ,ml.hi-  dd.is  k   I 

„■„(,/.,. -[v-j.  1.,. 


(t  n  i-sl  pas  Au  Galilée,  mais  d 
s  de  Galilée.  (73i-;4à)- 


l'a'/ova  (  /-;.).  "  [liH./"!-    Sur  un  problème  de  Dynamique.  (757- 
7(Jo). 

Lu  thvuri'iiii:  ilr  M.  Stui^kvl  :  Sur  uik  ctaase  de  problèmes  de  Dyaamiçue 
{Comptes  rendus,  6  mars  i8(|3)  e.st  un  cas  particulier  d'un  lliéorime  que 
M.  t'HrIova  avHit  (lonnr  dans  sa  N<i)c.-  ;  Sugti  inlegrali  comuni  a  più  problemi 
di  Diiiamica{AIU  UkI  n.  hlituto  Venela,  i683). 


HKVUIi  DUS   l'UBLICAllON?;.  /ïT 

(]uadrali(]ucs  l)inairps  ei  des  sysli^nics  ù  dons  variaiilis.  ^i33fi- 
1364). 

Application  dr«  niétboitcs  remarquables  cjup  rnuu-urn  liorinte^  duntd'ïulrL-s 
Travaux  ol  appnWes  de  dérivation  cavariante  el  de.  dérivation  eonlrevariantu, 
rt  dont  un  rëaunié  a  ëté  fnit  par  lui-ni«m«  dans  rc  BulUlin  (juin  1S91),  Ci-a 
appliCBlions  ae  rapporleat  principali^meot  aux  sj^lémes  dn  lignes  tracées  sur 
une  sDrrace.  Ccrlaines  notions  comme  celle  de  courbure  gëodfsiquc  se  prË- 
senicnt  d 'e  II  es- m  £  ni  es  sous  forme  analytique  comme  des  invariants  absolus 
communs  i  la  forme  fondamentale  et  a  des  formes  covariautes.  Les  équalinni 
dilTërentielles  dont  dépend  la  détermination  des  KjMémrs  de  lignes  sur  udp 
lurface  sont  données  sous  une  forme  canonique.  Le  dernier  paragraphe  contient 
une  eipoMtion  sommaire  d'une  tbëorîe  des  transformations  des  formes  diirr- 
renticllet  quadratiques  binaires 

l'une  dans  l'autre,  celle  question  étant  traitée  indépendamment  du  choix  d'un 
«ystéme  particulier  de  coordonnées,  et  en  «'appuyant  «ur  la  tbéorie  giïnérale 
des  formes,  et  sur  celle  des  systèmes  inlégrables  inconditionnellement. 

Lon:nzoni{G.).  —  |U10J.  DéLcrminalion  rcLuivo  i\<-  I;.  grnvilr 
terrestre  dans  les  observations  de  Vienne,  de  Paris  et  de  Padoue, 
avec  les  appareils  et  la  coopération  de  MM.  le  colonel  de  S  terneck 
et  le  commandant  Desforges.  (i3t3-i44i)- 

Abetti  {A.).  —  [UJ.  Éléments  de  l'orbile  et  cphéméride  de  la 
planète    1893A  et  comparaison    avec   les  i)l)scrvalions.  (tà.^^- 

Antoniazzi  {A  .-}t .).  —\\^]-  S'""  i|iielcj«es  expressions  des  lap- 
porls  n,  et  /ij  proposées  pour  ia  seconde  appioximalion  dans  le 
calcul  d'nne  orbite  elliptique  d'après  trois  observations.  (t55G- 
i56;). 

Enriques  {F.).  -  [.M^V)|.  Les  s.irra.es  ;,ver  un  nombnr  inlL.i  de 
transformations  projeclives  en  ci  les- mêmes,  (i  j()o-i(t3;t). 

Les  homographies  «ont  sii[ppris('i'*  sans  |ininl>  unis  multiples.  Olii  prisi'.  le* 
homographies  d'un  groupi'  z' 


SECONDE  l'AIlTIE. 

l'une  ri^latîon  qui  ait  lieu  tnlre  y.  e(  v.  Une  sartaee  al^briqot 
continu  transitif  <lc  Iransforinalioun  projeclives  ea  clliï-nittuc, 
;t  si  le  groupe  est  intrunsilif,  elle  est  une  ïurTvce  réglée  oa 
I  une  suifucc  reliée. 

:tcrmitii;  les  groupes  '^'  d'IiumograpLi»  de  i'rvipice,  qui  Mnl 
I,  J'auicur  étudie  les  surr^ces  ayant  x,'  Iransfumititïiini  pra- 
iiii^uies  (mais  pas  plus  ([ue  k');  ce  sont  : 
i  de  premii're  espèce  (de  Klein  et  Lie); 
i  ri'glées  de  Iroisiùmc  espèee  ; 

I  avei'  un  faisceau  de  coniques  de  la  qualriémc  espèce; 
i  algLHjnquc^  ilu  sixième  ordre  de  cinquième  rspëce. 
ce»  ajanl  phisd.'  x-  trjnstonnations  projcelîvcs  en  clle«-ni^mc« 


I  \  c-  >urf.i.:,-s  il  nuit  iijouf.'r  I.-.  Mirfuces  lOclOes  cubiques  (de  Caylcy) 
ai.iMt  lu  iliri'cliiL'i:  iiiliniiiiunt  riippruciii'e  île  la  droite  double.  Voir  t.  V, 
p'.  h3s.| 

Ctissiiiii  I  /'-).  —  ['l'l«].   Sur  la  dilalalion  des  corps  par  ['action 

de  lii  cliniclir.  (ir>,"):»-i(j(ii,). 

l'u^^iihitlto  llK'i>riq>i<'  ik-  l;i  dilrriiiirijiiiiin  ïiiiiultanée  des  coefficients  de  dila- 
lalion alisolue  ilu  iiuT.un-  cl  du   %ciTc  par  lj   méthode  de  Dulong  el  Petit, 


Leii-Civila  (  7".).  —  [Jo]-   Sur  les  infinis  el  les  infiniment  petits 
acltieU  comme  éléments  analvti(|iics.  (1765-181 5). 


s-,  étanl   nu   nnmbre  arbilrsirc,  maii  d'indice  determiiiK,  l  nsl   appclùc  lu 
limite  Je  la  succession  par  rapport  à  l'indice  v. 

Les  CDD  sidéral  in  D3  relatives  au*  limites  sont  ensuite  employées  piiur  déOnir 
la  division.  Après  cela,  l'auleur  mnnlce  ta  permanence  des  propriétés  connues 
pour  les  séries  qui  doonenl  i-espfcliïeoicnt  e*.  cosx,  sini,  lorsque  x  est  un 
nombre  slllplique  (hyperbolique),  et  l'ciislencc  du  loggrillinie.  En  cousIdérHat 
une  ronction/(2)  d'une  variable  dans  le  champ  ellipliquc  il  JéGnit  la  conli- 
nuili  et  la  dérivation,  et  au  sujet  de  celle  dernitre  il  esl  particuliérenicnt 
intci'CSHnt  de  dUtineuerla  dérivée  ordinaire  ( relative  â  l'indice  o)  de  ta  dérivée 
que  l'auteur  appelle  de  seconde  apéee,  qui  est  \»  limite  /  de 


dans  riiïpotUésc  que  l'on  puisse  rendre 


a,  iltnl  artiitruircment  petit,  «.''cst-i-dire  «vee  l'indice  u  arbi Irai reiu eut  grand 
CD  valeur  absolue  et  négatif. 

Suit  une  application  géométrique,  en  particulier,  la  démonstration  que  dans 
le  système  de  Riemann  ainsi  que  dans  celui  de  Lobalschewski,  les  angles  d'un 
triangle  dont  les  cAtés  sont  infiniment  petits  par  rapport  au  rayon  de  courbure, 
satisfont  â  la  relation  euclidienne. 

Lefi(G.).  —  [I3i,  léf.  19].  Uoclierclics  sur  les  nombres  premiers. 

(1816-1842). 


T01.K!  V;  i«9a-oi. 

Loienzoni  (G.).  —  [UlO].  Nouvel  examen  des  conditions  du 
support  duDs  k-s  expériences  failesù  Padoue  cti  i88j-t88<>  pour 
déterminer  la  longnctir  du  pendule  û  secondes,  el  mo^cn  pra- 
tique jioiir  déterminer  les  a\es  géoniélriqiies  de  rotation  dans 
les  deux  positions  réeiprotjnes  du  pendule  convertible.  (r)-i{i). 

Gloria  (A.).  —  [\'7J.  Sur  le  lieu  où  Galilée  Iiabîlaiten  l'adouc  el 

où  il  lit  ses  découvertes  iniinorlelles.  (i8o-a;Vi,  i  pi.). 


Loreitzoni{G.).  -  |LMO].    IKl 


^3<.  SECONDE    PAIITIE. 

terrestre  à  Padouc,  à  Milan  et  à  Rome,  faite  en  automne  1893 
avec  l'appareil  pendulaire  de  Slerneck.  (aSS-agS). 

Favaro  (A.).  —  [V7].  Matériaux  pour  uq  catalogue  des  ma- 
nuscrits et  documents  galiléiens  non  possédés  par  la  Bibliothèque 
nationale  de  Florence.  (33i-457), 

Favaro  (A.).  —  [V9].  Sur  la  Bibliotheca  mathematica  de 
Gustave  Encslriim.  Neuvième  Communication.  (545-5Ai). 

Fm-aro  (A.).  —  [\'].   Amis  et  correspondants  de   G.    Galilei. 

(5Lia-:i«o)- 

Marguerite  Sdrrucclii.  Siiivcnl,  cnnimi:  documci 
Cuidu  llclloii,  Ki'ii  limucnin  l'urugiiio,  Marguc 

Fnrif/ues  (F.).  —  [M-)l].  Sur  It;  Mémoire  :  Les  surfaces  avec 
un   nonilin:  injini  <l<'  Im/is/ormafiotts  projeclites  en  etles- 
ntémes.  {i)'Sf^-ii\-t}. 
L'aulcur  npportc  ici  11111'  rurm-ljun  nu  Mémoire  mentionne,  publié  dans  le 


:ci{r,.).  —  [Ci.  /■,;/.  Oot\.   Sur  la  théorie  des  lignes  géodé- 
,i<pics  el  ilrs  sjslrjn.>>  isoll»unn,:s  de  Liouville.  {643-68i). 

Mciiioirc  tiiisjnl  *iijli>  ;i  relui  du  I,  IV,  p.  lîlltl  (  Sur  quelques  applica- 
OUI,  clc;  iw'  ci-ilr'isiis).  Il  ï';i;:it  principalement  de  la  reclierche  des  inté< 
:<ilu4  piciiiiiTo^  r|uiid>'alii|ur^  lirjiiingi'uc»  piiur  ['équalion  des  gi^odésiques; 
ipr!>  fiinilamenlaui  de  la  Ibêoric  Aes 


niîVUE  DES  l'UBLICATIONS. 


U  éUnl  uiiu  Tuoclioii  de  a,  et  V  de  v  (sj^tèmcs  de  LiouTiMe).  Par  cela  on 
4tc4iuvre  un  iiuuveau  lien  entre  le  probl^mi'  de  la  réduction  de  l'eipressioa  de 
l'élément  linéaire  i  lu  forme  de  Liouvillf,  el  U  recherche  de»  intégrilcs 
première;  quadratique;  poor  l'équation  des  géudésiques. 

L'cxistcnc:  dca  syslhncs  de  Liouville  dépend  de  la  pussibjlité  de  aatisraire  i 
un  certain  sTSlène  5  d'équations  simnitanées;  l'auteur  étudie  ce  système  pour 
détermiiier  les  valeurs  que  peut  avoir  le  nombre  de  ses  constantes  arbitraires 
el  établir  pour  chacune  de  ces  valeurs  les  équations  de  condition  pour  la  forniu 
fondamentale.  U  retrouve  les  résultats  connus  pour  les  surfaces  A  courbure 
constante  et  les  surfaces  applicables  sur  les  surfaces  de  rotation;  et  il  donne  le 
moyen  de  reconnaître  entre  ces  suifaccs  celles  qui  admettent  pour  l'équation 
des  géodësiqnes  deui  intégrales  quadratique»  indépendantes  entre  elles  et  de 
l'intégrale  connue  du  prcoiier  degré.  Puis  il  traite  le  cas  des  surfaces  non 
applicables  à  des  surfaces  de  rotation  et  démontre  le  lliéorénie.  déjà  démontré 
par  M.  Darboui,  que  sur  ces  surfaces,  lorsqu'il  y  a  des  systèmes  de  Liouville, 
il  y  eu  a  un  seul  ou  un  nombre  infini.  Ces  propriétés  se  siruptiGent  pour  deux 
classes  de  surfaces  que  l'auteur  étudie  ensuite.  Ce  sont  les  surfaces  à  courbure  G 
variable,  sur  lesquelles  les  lignes  G  sont  isothermes,  et  les  surfaces  applicables 
sur  des  surfaces  il  courbure  moyenne  constante. 

Cassani  {P.).  —  [QâJ.   Sur  la   Géométrie  pure  euclidienne  à 
n  dimensions.  (820-844)- 

Parallétismc,  orlhogonalilé,  angle  de  deux  plans  dans  l'espace  de  quatre  dïmen> 
sioDs.  Formules  analytiques  :  distance  d'un  point  i  on  plan,  i  une  droite; 
angle  de  deux  droilps.  elr,  Evlension  de  la  Iractatton  synthétique  des  questions 
précédentes  A  t'espace  de  n  dimensions. 

ChiHi{M.).  —  [Ho^'].  Sur  une  classe  de  polynômes  différentiels, 

(872-876). 
Etant  ^  une  fonction  de  x.  soit 


/'r)^y 


Flr)   '^   i 


étant  ?.=  (-. )-!„,  e>t 

appelé  polytiomu  adjoint  de /(j").    <>'  dci 

nomes  ont  la  prc)priéic  1 

réciproque  que  toute  solution  y.  iW  f{y)—-  n 

produit  r;^■(r)  "^Sal  i  1 

a  dérivée  il'on  [Milynoitie  dillércnliol  en  y  di 

n  — 1;  et  toute  sululion  ' 

i',  di-  K(^-)-'>  1  une  propriété  sriiiblabic  par 

au  produit  V,/(j.). 

Étant /(J-)  unp.lynui 

me  toi  que  toute  solution  y,  de  f(y)  -  .-  icn.lc 

SECONDE  l'ABllE. 


Alors,  en  posant  y:  au  II 
('oc(ricienti)  sont  des  polync 
analogue  à  celle  de /■ 


n  aaire  poljrnoine  Oont  Im 
U  chacun  a  uae  proprîM 


Pudova  (t.'.).  —  [U6</].  Une  observation  relative  à  la  llidorie 
de  Maxwell  pour  l'anneau  de  Saturne,  (loia-ioi^). 

Èclaircissemcm    5ur    un    point   du    Chap.    MI    de    Is    Mécanùjue  crlr*lt  de 


Favaro  (A .).  -  [  V;U.  rc/.  Vie].  Sur  l<-s  mécaniques  de  Héron 
Alexandrin,  publiées  pour  la  première  fois  d'après  la  version 
arabe  de  Costa  ben  Luca  par  le  baron  Carra  de  Vaux,  (i  1 17- 

■    ,,3,). 

Favaro  {A.).  —  [S3].  En  présentant  quelques  études  de  l'ingé- 
nieur G.  (Jollc  pour  l'a^'randisscmeDt  de  l'aqueduc  de  Padoue. 

(ii33-ii3C). 

Favaro  [A.).  —  [V7].  Nolices  sur  les  catalogues  originaux  des 
jicadéniieiens  Lincci,  tirées  de  l'histoire  inédite  de  F,  Caocel- 

Iicri.(i;-i-.i-i33()). 

Abetti  [A  .).  —  [  U  ].  Suite  cl  lin  des  observations  astronomiques 
faites  en  iHyS  à  l'observatoire  ro^al  de  Padoue.  Appeadice  : 
Sur  l' orbite  de  la  p/ancic  i8i)3A  =  (354).  - . .  (1 365-1 397). 

Fanibri  (F-)-  —  [^^]-  Joseph  Dattaglini.  Notice  nécrologique. 


DES  l'UBLICATIONS. 

g.  L'aaieur  i^lablil  en  Étivnlinos  et  donne  det  prupriélé^dc  teun 
Fuis,  en  appliquant  les  ri'sultati  obtenu»;  il  donne  une  RXteDSion  dr 
d'inTariaat,  en  étudiant  ta  qu«ition  luivanle  : 

Ëtaol  donné  ua  système  S,  déterminer  toutes  le;  expressions  ^ 
des  variables,  des  (onctions  du  système  et  ilc  leurs  ili^rlvcr^i  jusi^u'A 
telles  que  les  intégrales  du  type 


i  —  f        ^  il-",  iij:i  ■  ■  •  dx. 


soient  des  invarinnls.  C  étant  un  cbomp  arbitmire,  indépendant  du  système 
des  Tiriables  d'intégrjtioo.  Les  •!(  sont  uppelés  par  l'auteur  hypofoactioH» 
d'ordre  [i. 

Bordiga  (G.).  —  [Q2,  réf.  IN^I^].    Congrucncc  dn  qualrii-me 
ordre  et  de  la  seconde  classe  dans  l'esjtace  de  «quatre  dimeasions. 

(iGoa-iGao). 

Soient  C„,  C,  li's  centre*  di'  deux  fdisceaoï  projcrlifs  (non  perspectifs)  de 
rs)oii-i  f^iliir^  1 1  "[icrtiviviirnl  sur  iteux  plans  dp  R,,  qui  ne  soient  pas  Tenfermés 

ilani  iij iiii'  1  ~|i.ii  I'  ii]'riin,-iire.  Les  rayons  qui  rencontrent  deux  rajons  cor- 

respondaais  (urment  un  complexe  Û.  Les  rayon»  d'Û  reaconiranl  un  plan 
arbitraire  forment  la  congruence  étudiée  par  l'auteur. 

Padova  {E.).   —  [R6]-    Sur  les  équations  de  la   Dynamique. 
(1641-1669}. 

L'auteur  reprend  ici  avec  plus  de  détails  l'exposition  de  s»  vues  sur  lc« 
fondements  de  la  Dynamique  (Voir  Atti  delta  R.  Aec.  dei  Liacei  Bendiconti, 
l.  VU,  1891,  I"  semestre,  p.  197,  et  ce  Bulletin,  t.  XVIII,,  p.  110),  partiouliére- 
meot  sur  la  manière  qu'il  propose  de  suivre  pour  établir  les  équations 
du  mouvement  et  de  l'équilibre  des  syslènif*  sans  y  minier  la  ni)li(in  ordinaire 
de  force,  et  en  les  déduisant  du  principe  de  réncrgic. 


r.'lr'h 


l'énergie  cynétiquc  du  sjsléine,  que  l'on  suppose  non  soumis  à  des  act 
extérieures;  alors  T  est  constant  et  l'on  peut  se  pro|H)scr  de  délerniiuci 
accroissements  y,dt  des  viicses  '/',  |>our  que  l'on  ait  dT  =  «.  Ce?  /.,  : 
déterminées  par  les  éqnalion' 

a„,  étant  les  symboles  de  ClirislolTil,  et  l'aulcur  appelle  ces/,  les  composa 
de  Vaccélération  spontanée.  Muintcnani,  »i.  dans  un  niouienient  di 
quelconque,  les  accéléralions  du  syslèmo  sont  icprésenloc*  par  des  quiintilé 
et  que  l'on  pose  g';-)- ('/'l- V..) 'l'  an  lieu  «le  7;  dans  IV\pri>sion  il( 
l'accroissement  do  T  sera  donné  par 


■iM 
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/  dn  /oivtt  W^^ 


et  représentera  ce  que  Ton  appelle  onlinaiiemcnl  le  tiai-all  dn  /oivtt  i 
rieurei,  et  l'on  pourra  appeler  /orée  suivant  la  coordonnée  7,,  le  eoM' 
tient  de  dç,  dans  celle  expression.  De  celle  oiKniére,  li  l'on  r  ce  cueraciCRt 
exprimé  en  fonction  Q,  des  7..  des  yj  et  dt  (,   les  i^quBlioRR  du  mouvcmeat 

Suivent  les  iipplicalions  de  c^'lte  ini!tliod«  au  cas  des  (ils  pt  des  suKun 
ncKibks  cL  inexlensiblcs,  i  celui  des  lluide»  ineotnpresisibles.  puis  uui  eorpt 
élastiques  cl  enfin  â  la  Ihiiorie  de  la  rapillariti-. 


Fcn-aro  (A.).  —  [V7].   Nouvelles  contribiuions  à  rKistoîrc  du 

proccsdcGilliIcc.  (8^-()7V 

Cassant  (P.).   —  IQ2].    Sur  les  angles  des  espaces  linéaires  dans 
un  espace  de  plusieurs  dimensions.  (388-3y)t). 

f'eronese  (G.)-  — [I^M-  Démonstration  de  la  proposition  fonda- 
inenlale  de  l'équivalence  des  figures.  (/t-ii-.','iy). 


c  à  l'une  de  ses  parties.  L'auteur  admet  c( 
donne  la  démonstration  pour  tonte  aali* 


Une  ligure  ne  peut  Otrc  t 
poitulatuni  pour  les  segmi 
espèce  de  grandeur. 

Iticci  (G.).  —  [Ci,  re/.  Oo,  6] .   Sur  la  ihëorie  intrinsèque  des 
surfaces  et  particuiiàremenl  de  celtes  du  deuxième  degré.  (44^ 

lUant 


UEVUH   DES   PIJHLICAIIONS. 

rqualions  inlrinièqiiet  de  In  surfiire.  Le;  i 


que  l'auleur  appelle  équalioni  fondamentates,  6,.,  élunl  les  élémcnls  du 
tysUme  dérivé  de  celui  des  &,,  suiviinl  la  Tormc  ç,  et  G  l'invariant  de,  Gdus>. 
En  employant  deux  systèmes  orthogonaux  quelconques  de  lignes  locces  sur 
lu  surfncc,  cl  en  oxprirnaal  les  b„  par  les  éléments  des  systèmes  covHrlanlsdc 
ces  sysièmea  de  lignes,  l'auteur  trunsformc  les  équations  Tondauien talcs  et  ks 
équations  Intrinsèques  en  réduisant  ces  dernières  à  une  forme  plus  avantageuse 
pour  rinlfgratioD.  Puis  il  donne  l'interprétation  géométrique  de  la  rornie  diffé- 
reoUelIc  cubique 

-r.l*..(   ^^r   ^^.   '^^t 

ijui  Cil  lu  suivante  : 

four  toute  ligne  tracée  sur  la  surracu,  le  rapport  de  cette  forme  changée  de 
signe  au  carré  de  l'élément  d'arc  de  la  ligne,  représente  en  chaque  point 
l'accroissement  que  prend  la  Hcxion  de  la  géodésique  tangente  A  la  ligne,  en 
passant  de  ce  point  au  point  consécutif. 

Ensuite  ïl  détermine  les  directions  de  la  normale  et  de  la  binormalc  i  une 
li^ne  de  la  surface  en  fonction  de  celles  de  lit  normale  A  la  surface  et  des  tan- 
gentes i  deux  systèmes  de  lignes  orthogonales,  en  en  déduisant  les  formules  de 
Frenet;  donne  sous  une  forme  nouvelle  les  équalioos  des  lignes  de  courbure, 
des  systèmes  conjugués  et  des  lignes  asymplotiqnes,  et  retrouve  les  tonnnies 
de  Gsass  et  de  Codazzi,  celles  de  Raffy  et  le  théorème  d'Enneper.  Ainsi  se  ter- 
mine le  premier  Chapitre. 

Dans  le  second,  il  résout  deux  problèmes  relatifs  à  l'applicabilité  des  surfaces; 


a.  Étant  donnée  une  forme  fondamental 

le  binaire  s,  déterminer  les 

surfaces 

dont  la  courbure  moyenne  soïl  c  (conslani 

l'autre  : 

:.),l.l».ll*m,»,lin0.i„, 

.oitv^; 

b.  Trouver  Ic4  surfaces  jambes  dont  IVI 

1*™..,  li„*.i„  .„ii  vs. 

Le    troisième    Chapitre   rommenci'    par 

piiur  traiter  le  problème  suivant  de  l.i  thc 

1   Étant  donnée  une  fonction   fondaiiient 

l'indicali-Mi  de   hi   mélb<.d,-   ; 
nric  des  surn.cr.;  : 
aie  binaire 

i  suivie 

=  -L,,n..rf. 

I.  il-r. 

et  l'èqualion  d'iino  surface 

/0:.y:..': 

,)  -     " 

expression  de  l'élément  linéaire.  "  \..,  mèl 
appliquée  par  lui  aux  surfaces  du  deuxièn 
trouve  des   n.mitUcs   pn.piirlès   rch.livc. 

hodc  indiquée  par  l'auteur  e 
ic  ordre   non   dévrinppnblcs 
ati\    euurl>ure<  normales   et 

si   aussi 
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licllcs  lie;:  lisnft«  de  courbure.  Puis  il  fait  la  dû  terminal  ion  àei  ligacs  de  cour- 
hure  Kl  Je  courbures  principules,  pour  une  cxpresMon^iucIconque  de  réUmeal 
linùairo;  Irriuvc  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une  fomc 
fondamentale  puisse  représenter  le  carré  de  l'élément  linéaire  d'une  surfacr  dn 
deu\iéMie  ordre:  et  enlin,  il  détermine  la  forme  d'une  lelle  surface  lorsque  l'oa 

Ce  Travail  fait  suite  A  d'aulres  Mémoires  du  même  auteur,  en  parltrulîer  * 

.   relui  qui  a  élé  publié  dans  ces  Alti,  t.  IV.  p.  i33r>  (i-oir  ei-dessus),  et  il  est 

une  nouvelle  preuve  de  la  fécondité  et  de  l'utilité  des  méthodes  de  dérivatioa 


J'adoi'a  (A'.).  [R8c-'].    Moiivemenl  d'uti  disque  circulaire  pesant 
qui  tourne  en  s'!ip)>tijatil  sur  tin  plan  horizontal.  (^Hg-^g5). 

Le  point  d'appui  est  supputé  ne  pas  glisser  sur  le  plan.  La  résolution  com- 
plète du  prohlrinc  dépend  il'intêgralcs  liyperellipliques,  mais  on  peut  établir 
eei'laines  propriétés  ilu  itiouvr-mcnl.  Par  exemple,  si  la  vi(e!.se  du  point  d'appui 
est  uniririiie,  sa  trajeetoirc  c^l  une  eircoiiférciice.  et  réci|iroquement. 

Ffii-firo  (.(.1.  —  [\  0].  ItaKIassarrc  Boncornpagni  el  l'Iiisloiredps 
Sciences  riialliénuiliijiies  et  |ilivsicjncs.  \olLce.  (j09-j2i). 

h'maru  (J.).    —    '  VO].    Sur    la  Jiib/iol/ieca  malhemalica  de 
(liisliivc  Knestn.n..  I)i^i,'me  Cominiinicalion.  {5a2-52G). 

l'aUitini  {f.}.  —  [l^^]-   (^onlrilmiion  à  la  ihéoiîc  des  faisceaux 
de  rav.ins  cl  à  \.i  tltcorie  <lc  IVj-alilé  des  figures  planes.  (710- 

7^9  )■ 


Ihawl  (/..).  -  [C  l,  rrj\  OGi,',  /■<■/.  (J2].    Sur  une  classe  de  s 


nEVUB   DES  PUBLICATIONS. 
^iscalo  (O.).  —  [U].  Ob§ervalioiis  de  planifies  et  Je  .     n 
failcs  à  l'observaloire  de  Puduiie  en  i8i)4,  et  calculs  rel 
l'orbite  de  (354).  ■■.('iGi-ii84). 


Tome  Vn,  1833-1836. 

Favaro  {A.).  —  [V*^]-  Nouvelles  conliibutions  à  l'histoire  des 
Sciences  dans  le  diK-septième  siècle.  Tite-Live  BuratLiai.  (i  10- 
1,6). 

Piccialli  (G-).  —  [R8^'].  Sur  la  transforma  lion  des  équations  de 
la  Dynamique  dans  quelques  cas  particuliers.  (i^J-iSj)). 

Antoniaszc  (A.).  —  [13].  Équations  de  condition  pour  les  occiil- 
lalioDS  observées  à  Padoue  en  1894  et  iSgS.  {3a7-384). 

Favaro  {A,).  —  [V7].  Amis  et  correspondants  de  Galilée.  Élndes 
et  reciierches.  11,  Octave  Pisani.  (4i  ^-f^^o)■ 

Favaro  {A. ).~[\1].  Amis  elcorrespondants.ie  Galilée.  Éludes 
et  recfierclies.  111 .  Jérôme  Magagnati.  (44  i-4(i^)- 

Lerenzoni  (G.).  —  [R8rf,  réf.  T2].  Sur  l'influence  de  la  flexion 
du  pendule  sur  la  durée  de  son  oscillation.  (466-474)- 

Ciscaio  (G-).  —  [UJ.  Observations  de  planèlcs  et  de  comètes, 
faites  à  l'observaloire  de  Padoue  en  i8yj.  (-'Sy-y5-j:). 

Del  Lungo{C.)-  —  [l^^]-  Sur  le  mécanisme  des  forces  y  dislance. 
(997-1003). 

Lt^vC-Cii-ila  (T.).  — [Iï9c].  Sur  le  mouvement  d'un  système  de 
points  maléricls  éprouvant  des  résistances  proporlionncllesaux 
vitesses.  (loo.^-iooS). 

Les  équations  diiriTunliclli's  du  mouïcmetit  d'un  sjsliJine  nuiliiriel  S  dont  li-s 
points  éprcjuïtnl  dts  roiisuiice»  |>ru portion  11  elles  aux  titi'sscs,  ik'iiiciU  so 
diïituirc  des  l'quaLiuns  rel;ilivïs  au  iiiouvciiicnt  liLic  de  S  \>aT  le  cli<ingciiii;nl 


Fano  (G.).  -  [Q2,  nrf.  M,8].  Sur  les  variétés  algébriques   de 

Bull,  des  Sciences  malhiim.,  i- ii-ni-,  t.  \X11I.  (Ninomhn-  rSi,,,.)     [1,17 
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l'espace  à  quatre  dimensions  avec  un  groupe  conlinti  iot^grabl« 
de  linnsformnlions  projeclives  en  elles-mêmes.  (i<i(iij-i  io3). 


Ce  S' 


l  les  SI 


mposéc  do  =t'  plans  et  ayaal 


1,  VariL^é  ilu  qnaliiémc  ord 
(Jiiu))l<'  comme  ilirccleiir  cl  si 

2.  Variélé  rul>ii]iic  avec  deuï  coniques  ifoubles. 
X  Vaviélé  cubique  {particulière)  avec  deux  droites  doubles  iacideolet,  l'ane 

de  prcmicrc  et  l'autre  de  deuiiéme  espèce. 

4.  Variùlv  du  r|uatrièinc  ordre  avec  un  plan  double  et  une  droite  triple 
siluêi-  dans  rc  plan  et  contenant  un  point  où  Its  deu\  espaces  qui  constituent 
le  et\nu  lancent  sont  coïncidants. 

5.  Variétés  diverses  du  l>pc 


(") 


-;-t/= 


iiiqur  telle  que  les  «spices 


s  du  secoud  degré. 


Tome  VIII;  i8ç)0-i8t);. 
rji   (/',i.  —  [12].    La  détlnilion  géométrique  de  nombre 


/lonfi^n  lO.).  —  [<>:2,  r,-/.  Al-7i2].  Cas  parliculiers  de  surfaces 
tt-^li-f:.  rjlioiiiiilles  du  t|itmrit-mc  ordre.  (4-jo-43a). 


(Ys-m/o(/;.^.— [t|.  Ob^ 


Ironoiniqucs  faites  à  l'obser- 
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(Vclnpirlen  a  riïduit  la  clétcrininalido  de  toutes  Ifs  surraces  appricablcs  sur 
une  surface  donnée,  i  riolrigration  d'une  équation  aux  dérivées  pnrtiell»  du 
SRCond  ordre.  L'auleur,  en  employant  les  mélliDdes  du  calcul  difîi'rentiel 
absolu,  déduit  le  IhéDréniE  de  Wcin);arUn  des  torniulcs  fuudanienlales  de 
Géométrie  ialrintéque  {voir  ces  Atli,  t.  Vi). 

Levi-Civiln  {T.).  —  [R8].  Sur  la  slalililé  de  l'équilibre  pour  les 
svsLème^  .i  liaisons  complètes.  (i247-'2ào). 

L'auteur  suppose  que  le  système  soit  A  liaisons  indépendantes  du  temps  et 
doué  d'un  seul  dv^ril!  de  liberté;  les  foires  sont  supposées  ne  dépendre  que  de 
lu  posUiou  du  ijstËme.  Soit  a:  la  coordonnée  du  sjsléme  {x  =  o  étant  la  giusi- 
tion  d'équilibre)  et  \{x)  In  force.  On  sait  i\uk  si  le  dcveloppemenl  de  X(«) 
commence  par  une  puîisjnce  impaire  ex',  l'équilibre  est  stable  on  instable 

L'auleor  démontre  que  l'équilibre  c^il  toujours  instable,  ciceplé  le  Cas  de 
n  impair  et  c<  o. 

Hicci  (G.).  —  Sur  le  théorème  de  Stokes  dans  im  espace  quel- 
conque à  trois  dimensions  et  en  coctrdonnees  générales.  (i536- 
i53y). 

Le  tbéorémc  de  Stokcs  a  liru   dans  un  espace  de  nuLure  quelconque  (non 


Palalini{F.).  —[119,  réf.  l'-lc].  Sur  les  solutions,  satisfaisaol 
au  problème  géométrique,  des  équations  de  condition  pour  Ici 
transformations  Ciemona  des  figures  planes.  (i55j-i  j68). 


Cassant  [P.).  —  [1'  it].  Sur  la  correspondance  quadratique,  (3o- 

34). 

Correspondance  quudnitiquc   parlicuticre,  non    Invululivo,  colre  d«ux   [dans 
superposés. 

Z.o/-«/i=o/ii(G.).  —  [It8</,  réf.  ïâ].  Sur  niillmj.cc  de  la  Ikxioii 
du  pendule  sur  la  durée  de  sou  uscillatiuii.  ^()i-(i^). 

Veroiicie  («.).  —  [  V!)].  Kolice  iiOer.ji(.sii|c.e  sur  le  |uof.  séiialeur 
F.  Brioschl.(ili-c(3). 

Cassani{P.).  —  [\  !IJ.  Couiméniuratiun  de  I'.  l'anitui.  (3iy-33.ï). 

Gradenigo  (/'.).  —  [V^l.   Sur  la  maladie  r|ui  pruduisJL  la  eéeité 
de  Galilée,  (i-ji-.i.l,.). 
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D'Arcaix  (F.).  —  [D3/].  Sur  les  fonctions  d'une  variable  com- 
pleic.  {io48-io5o). 


Tome  X:  1898  (oclobrc-di^cembre). 
Cassant' (P.).  —  [VI].  Sur  les  fondements  de  la  Géométrie.  (4*- 

60). 

Palaiini  (F.).  —  [^l-\c].  Quelf|iics  propriétés  sur  le  s^slème  de 
surfaces  d'ordre /passant  par  les  arêtes  d'un(r->-  i)*"*"  complet, 
et  quelques  théorèmes  sur  les  surfaces  algébriques  relativement 
à  la  théorie  des  polaires,  (]H--:'.oo). 

VoUerra  {¥■)■  —  [H9/].  Sur  les  fonctions  poljbarmoniques. 

(23;i-a35). 

Cl!  sont  k's  fonctiiinji  (à  un  namlirc  quelconque  de  variables)  qui  siliiTont 

i.  l'Oqu»lion 

On  peut  j  appliquer  l'inversiuii  par  rajons  Tccleurs  réciproques. 

Lauricella  (G.).  —  Intégration  de  Ja  double  équation  de  Laplace 
dans  un  champ  en  forme  de  couronne  circulaire.  (336-a5o). 

Intijgraliun  itc  t'ùquatiun  l'ù'=^o. 
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r  donne   une 
I  en  supposani 


^lle  solution  de   ce   problAmr   (posL<   fi 
nCtion/LoloniorpliE  El  nulle  k  l'origin.- 


Lémeray.  —  Sur  quelques  algorithmes  généraux  el  su  ri     éraiion. 
(io-i5). 

Soit /(^o)  iine  fnnclion  de  j?,  ;  dr!,ignons  par  F(x)  su  x'"'  iliric  /'{x,'i\ 
8  la  fonction  f[x)  correspond  une  fond  ion  V{x)  son  ilÉrte;  invcrsemfttil  on 
peut  dire  que /(a;)  esL  la  desUérée  de  P(a;);  on  peut  à  son  tour  itérer  F(x) 


D'Ocagne  {M.).  —  Appllealion  de  la  méthode  nomograi»hi(|uc  la 
plus  générale,  résultant  de  la  superposition  de  deux  plans,  aux 
équations  à  trois  et  à  quatre  variables.  (i6-i(3). 

Delaunay  (A',),  —  Sur  les  surfaces  ii'aj-;im  qu'un  cûlé  el  sur  les 
points  singuliers  des  courbes  planes.  (43-52). 

Après  avoir  indiqué  des  mojens  de  réaliser  des  surfaces  à  an  nul  càtè  (sur- 
faces pour  lesquelles  le  sens  de  la  normale  se  trouve  changé  quand  on  revient 
au  point  de  départ  après  un  parcours  convenable)  el  signalé  quelques  pro- 
priétés singulières  de  ces  surfaces,  l'auteur  établit  les  équations  générales  de 
celtes  qui  soQt  réglées.  Il  trouve 


(■) 


-ni) 


-F(0 


-?(0 


/((H-A-)-/!/)        F((-+-A)-F(()       ,(,  +  *)-?{/) 

périodique*,  de  mi^nic  période  i* 


les   fonctions  /,  F,  ?  étant  des  (oi 

[/{(  + A) -/{  0)'+ [  Ft/ H- ft)-F(0]^+I?(i +  *)-¥(()]'  = 
Si  l'on  prend 

fit)  _,   Vit)  _ 


¥(')  = 


n  obtici 


jrfacc  bici 


c  dont 


LecylimlroVdc  de  l'IUcker 


.rresp.,ndauif.,nc[i„ns 

F(i)  =  sin(,        9(()  = 

le  de  caracl 
cITct  il  déni 


Le  lieu  géométrique  des  titngenlfn  à  une  cnuibe  fermée  gniiclic,  ayant  ii. 
aomlire  impair  de  points  singuliers,  qui  sont  des  points  de  rebroussemen 


iii  sitcoNinî  PAiiTir;. 

OH   des  poinU  doubles   à   ianf;enle  double,  eti   i 
n'ayant  iju'un  côld. 


urfaee  dévHoppaNe 


Pimrcpii  dcïHoppablps  lo*  linn 
rappnrts  (i),  sont  des  Iruici-Luiii 
rcsuitu  du  culcul  de  rilémcin  lii 


ir  ciani  la  valeur  rnmitiunc  du 
}  (les  gcnéntUicci,  ninti  qn'tl 
ileur  donne  ea  leriuinant. 


D'Ocagiie  (M.).  —  lîi'sumé  d'un   Mémoire   sur  les  ëqiialiona 
reprcsunlabics  par  Iidîs  systèmes  linoaires  de  points  coK^s.  (53- 

S5). 

Ce  llomilirc  est  public-  diiii>  lï*  Alla  malhematica,  t.  X\I,  p.  'i'<i. 

Lr  lioiix.  —  Sur  rinlé^-mbililé  dos  cfiiii.llons  linéaire»  aux  dérî- 

vées  du  second  ordre  |wr  lit  m,-lliode  de  Laplace.  (j5-5(i). 


i 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  a,i3 

Delannoy{U.).  —  Sur  la  probabililt;  des  év^ncmenls  compostas. 

(04-70). 

L'aultfur  discute  Ircils  problèmes  de  piN)l)nblli[ë  dont  la  ecilutloD  avait  par» 
k  M.  Siliimoiis  cont  rallie  tu  ire  avec  la  régie  de  Laplnce  :  Si  lu  événemenla  iml 
îndipmdantt  lei  uns  dei  autre»,  Itt  probabililè  de  leur  eniembte  est  le  prii- 
daît  de  leun  prûbabUilés  parliculUrei.  Si  la  tèf\e  de  Laplace  paraît  en 
Aita»\,  c'til  que  les  événements  ne  tant  pas  indépendant,  comme  le  prouvr 
M.  DelanDciy.  Il  mcntiuanc  ensuite  pnur  les  événements  dits  indé/iendanU  une 
iti^anition  due  A  M.  Simmons  et  qui  est  bien  préférable  A  celle  de  Moivre.  Oii 
dira  que  deux  événement»  sont  indépendanti  quand  l'arrivée  de  l'un 
n  'augmente  ni  ne  diminue  In  probabilité  de  l 'arrivée  de  l'autre. 

Zaremba  (S.).   —  Sur   les   équalîons  aux  dérivées    partielles 
4u4-5u+/=^o.  (70-77). 

Soient  (S)  une  surface  fermée  limitant  un  domaine  (D); 
X  une  fonction  donnée  des  coordonnées  x,  y,  z,  admettant  des   dérivées 
premières  dans  le  domaine  (D); 
t  une  constante  réelle  ou  imaginaire; 
u  une  fonction  satisfaisant  i  l'intérieur  du  domaine  (  D)  i  l'équation 

(J^f       d^       d^       ,  ,_ 

di-  "*"  ày'  "*"  di'  -'-*"-•-/-'' 

et  prenant  la  valeur  zéro  sur  la  surface  (S). 
M.  Zaremba  fait  connaître  une  expression  nouvelle  de  fonction  u. 

Il  suppose  que  ta  surface  (S)  admet  un  plan  langent  déterminé  en  chacun  de 
SCS  points  et  que  le  domaine  (D)  est  simplement  connexe. 

Il  désigne  par  p,  la  détermination  de  ^—  ^  dont  la  partie  rcclk  est  pusiLiic, 
par  r  la  distance  des  deux  points  (.r.y,  ;)  ci  (,r',  r',  ;'):  piii'  d-  un  i-léiiienl 
de  volume  du  domaine  (  1>)  autnur  du  point  (.r',  y'.  :')  et  pose 


'iifj'-''-'''--^'^ 


et  l'on  désigne  par  i'.,,,,  la  f.inrtiim  i|iii,  lériliant  .\ 
l'équation    AW:„^,  =  ",    prend   sur  lu    surface  (S)   1 
l'équation  *•,„,+  *■.„,,-". 
Cela  posé,  l'aulcui-  ilùmoniie  que  lu  sitic 
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est  convergente  et  qu'elle  repriïsentc  la  ronction  u  dam 
oit  II-  module  àe  E  est  a->sei  grund,  l'argument  ùLanl  catnpi 


■cssion    ainsi    obtenue    pour    u    permet    d'iîublir    Irù 

e  dp  M.  Poincaïc  ;  Lorsque  le  module  de  î  croit  indéfiniment,  l'ar- 


tlici 

guntcnt  conservant  une  valeur  fixe  compriie  entre   ~  et  ^^i  l'intégrale  u 

a  pour  valeur  aiymptotique  —  j  - 

Deudon  (■/.),  —  Sur  les  singiil.iriiùs  des  équalions  aux  dérivées 
parliclle*  du  jtrcmier  ordre.  (77-80), 


n^^. . 


i  dtrivéci  partielles  1 

.^...  ~<  p .y»)  = 


t  ,|u-flle  udmet 

a' 


s  par  les  équations 


..^-- 


'Op 


'àp. 


^+P.^ 


ÙX, 


unt  loquatiiin    proposée,  et  par  chaque   élément  du 
iiultiplioito  ou  fait  passer  une  earactcrislique. 
icilc-  initiale   Ml-i   est   elk-mfme  engendrée  par  des 
L-dê  prêeédenl  ne  s'applique  plus.  L'auteur  démontre 
ne  infinitc  de  surfaces  intégrales  qui  contiennent  celte 


RKVrjR    OES    PUBLICATIONS. 
Lecornu.  —  Sur  les  développantes  d'une  développante 

(85-86), 

Parmi  loalei  Ut  développantes  d'une  mime  développante  de  eerelt,  il  y 
en  a  une  dont  le  rayon  de  courbure  al  partout  égal  au  rayon  polaire  issu 
du  centra  du  cercle. 

Touche.  —  Sur  la  résisUnce  des  lluides  »  une  sphère.  {86-89). 

Borel{Ém.).  — Sur  les  caraclérislit|ues  des  fonctions  ft.  (89-90). 

Détermina  II  on  directe  du  nombre  des  caraclcirisliquïs  paires  d'une  (onclioQ  9 
â  p  vuriables. 

Bricardl^R.).  —  Note  sur  une  propriélé  des  fonctions  elliptiques 
du  second  ordre.  (91-9^). 


Soit  f  {s)  une  /onction  elliptique  du  second  ordre,  dont  l'une  des  périodes 
est  iw.  Considérons  les  expressions 

,=/<.,,    <,=/(.^î;^) ,^,=/(..i^.4 

L'équation  qui  a  pour  racines  („  *,, ..,,  t^,  ett  de  la  forme 

P(B)H-Î.Q(9)  =  o, 

P(8)  et  (^(6)  désignant  deux  polynômes  du  degré n  à  coefficients  constants. 
Celte  |)ro|)osîtion  csl  susecptilile  d'applicalions  {^éo  m  étriqués,  dont  voici 
l'une.  Considérons  deux  cunirgues  C  et  C  telles  qu'il  exisle  un  polygone  de 
n  cùlés  inscrit  à  la  première  et  circonscril  à  la  seconde.  Un  sali,  d'uprès  le 
Ihjoréme  de  Ponceict,  qu'il  ciisle  alors  une  Infinité  de  polygrinci  de  il  cùLés 
jouissant  de  la  mènie  propriété.  Le  Heu  des  centres  des  moyennes  distances 
des  sommets  de  ces  polynômes  est  une  conique  homotlidlique  à  ta  conique 
circonscrite  C,  quelle  que  soit  ta  conique  C 

Appctl  {P.).  —  Interprétation  de  la  ])ériode  iinaj^inairc  dans  un 
mouvement  a  la  l'oinsot.  (y8-iyï). 

Dans  la  solution  analytique  donnée  par  Jacobi  pour  le  mouvement  d'un  corps 
solide  autour  d'un  point  Tue  quand  il  n'y  a  pas  de  forces  accélératrices,  les 
composantes  île  la  rotation  instantanée  et  les  neuf  cosinus  s'ciprinienl  par  des 
fonctions  doulitcnieni  périodiques  du  temps,  de  première  ou  de  seconde  espèce. 

L'auteur  montre  que  l'on  peut,  par  un  clioix  convenable  des  conJitions 
initiales,  associer  les  inuuvcnicnls  du  solide  deux  â  deux,  de  telle  Taçon  que  la 
période  réelle  de  l'un  >oil  é;:alo  A  la   période  imaginaire  de   l'autre,  divisée 
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De  Monttheuil.  —  Élude  des  surfaces  délinies  par  l'équalioD 

(.o3-.^). 


■jjons  priiicip^in  ilc  courbiiri'  R  et  El'  salisf^is^ent  à  l'ctiualion 


où  P  cl  r,  sonl  des  fin 
Ccj  surfuces  ciiiiiprvi 

ij  r^iit  o.nniiltre  |)oiir  \. 
■S\.    lli'   Mollir  l.<.-iii[    c<< 


r  Ciis  trrs  partinilier  les  surfac 

f  (Ir  gi'ni-riiliori  analogue  â  celui  <]ue  S.  Lie 


REVUE  DES  PUBLICATIONS. 
Si  l'on  égale  ces  conalanlcs  ù  této,  on  oblient  dca  surfaces  Ikuï  du  milieu  d'un 
segment  wctiligne  ilont  la  rM-T^m'uii  décrivent  ks  attlua  de  rvtiruirsipme.nt 
de  deux  dcïetoppableï  isuiropci,  c'c9l-4-drrc  dcox  eoiirlies  minimi  :  c'est  le 
mode  de  géninlioa  indiqua  pur  S.  Lie  pour  Icâ  surfaces  mininia. 

A  propos  d'un  anlre  cas  parliculier.  celui  eu  les  dcuK  coufLes  eonl  les  inler- 
seclious  de  deux   développablea  isotropes  par  di'u»   plans  isolropos,  Taulcur 

n  4-  II'  -  ^^' 

dont   l'ïnli'grale   générale   ressort  du   son   analyse,   diusl   que   dr»   propi'i<iti!s 
remarquiiLlei  des  surfaces  currcspandantes. 
Le  Mémoire  se  termine  par  une  propriété  générale  des  surlaces  cun>i durées  : 

Si  l'on  appelle  développée  moyenne  la  surface  Heu  du  miliKii  du  Kgment 
focal  d'une  congriience  normale  à  une  famillt  de  tui-facet.  tet  turfacet, 
lieitx  du  milieu  d'un  segment,  dont  la  extrëmitët  décrivent  dfitsr  ùoarbei 
quelconques,  sont  celles  que  l'on  obtient  quand  on  chercha  à  délermintr  tes 
développées  moyennes  des  surfaces  définies  par  l'cqaation  (3)'. 

hsaly  {l'abbé).  —  Sur  une  foimulu  d'ICntiepoi-  el  sa  coriélativc. 
(ii4-ia4). 

Dumont   (F.).   —  Sur  deux  formes    pnrllciilii'rcs  de  l'éqiialion 
réiliiite  des  surfaces  du  troisième  degré  générales,  (laij-iag). 

Goursat.  —  Sur  l'existence  des  fonctions  intégrales  d'un  s^sLème 
d'équations  aux  dérivées  partielles.  (129-134). 

L'auteur  substitue  à  la  démonslralinn  de  M™  Komalcnskv  une  iinalye  i]ui 
permet  d'arriver  plus  vite  au  l>ul,  Ki'itce  â  remploi  d'un  artilire  duiil  il  s'c>t 
déjà  servi  pour  l'étude  des  prupriétOs  des  raracléristiqucs. 

Pour  une  ci|uatiun  du  second  nrdrc  à  dcuv  variables  iiid.-pcndiintei,  la 
démonstration  du  lliéorcme  de  Cauclij  se  ramène  pur  iiucfi|ues  ir^usri'iiii:ilii>u5 


•^rale  hotomorphc  de. 


indique   pi 
fuit  dé|>en<l 
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à  V  est  la  somme  des  dérivées  partielles  d'ardre  n  dei  fonctionâ  ineoanua, 

nu/  les  dérivées  -^-^  <  et  où  l 'on  a 


11  = 


r,  +  x,  +  ...  + j:,+  Z. +.. 


.^.-■&+. 


Us  termes  non  écrits  comprenant  toutes  les  iSdrieées  d'ordre  inférieur  à  n, 
admet  un  système  d'intégrales  holomorphes  dans  le  voisinage  du  point 
X  =  01^  —  ...  —  x^~  n,  tel  que  tous  les  coefficients  des  développements  en  série 
de  ces  intégrales  soient  des  nombres  réels  el  positifs. 

Appell{P.).  —  Sur  les  lignes  qui  se  conscrveat  dans   la  défor- 
malion  d'un  milieu  continu.  {i35-i3(>). 

Dumonl  {F.).  —  Sur  les  surfaces  réglées  du  troisième  ordre  à  uq 

seulcûté.  (i3;-i38). 

Les  siirraccs  rùsk'cs  du  IroUJùmc  ordre,  A  deux  direclricea  rcciilignes,  soot 
ulgùbriquci  les  plus  simples  qui  n'uienl  qu'ua 
c  )iropriêtiï  constîliic  un  nouveau  caractère 
surfarc  de  Caylej'  (  surface  réglée  du  troisième 
lie)  qui   n'est  pus  une  surface  i  un  seul  cAtè. 

■faces,  (iSS-iSg). 

paru  dans  \ei  Annales  de 

j'eïpose  permet  de  siin- 

ipbérique,  en  parti - 

e  de  CliristolTcl  et  celai  de 

erines.  J'y  donne  vatsi  no 

le  de  rèicment  linéaire  de« 

surface  de  révolution,   lorsque  les  coefBcïents  «le 

is  dt  1,1  courbure  de  la  surface. 


P.-Mcl{A.).  -  Surlatlié 

orie  des  surfacet 

Introduction.  —  Ce  Mémoir 

cfiiil  suite .'i  celui  qu 

t't.coU  Aormale  en  scplenibii 

!  1S97.  La  méthode 

plifier  \d  théorie  des  surfurcs  i 

<yant  même  représi 

culier  celle  des  surfaces  de  W< 

nngarten,  le  lliéorèi 

Uamé  sur  les  syslilmcs  triples, 

orthogonaux  el  iso 

I,  l'expression  E^néi 

UEVUE   DES    PUBLrCATIONS. 
H.  I^corau   se  propose  de   proavcr  que  la  mime  chose  peut  a 
l'équilibre  alaliquc  d'un  point  lotlicilé  par  drs  (nrccs  (juî  n'ool  pas  d" 
Il  Cdiumcnce  par  étudier  les  rondilions  de  Ktatiilitc  d'un  point 


,  sollicité  par  des  forces  san 
s  particulier  en  réalité  qu'e 


apparence,  ci 


les   neuf  cocITicients  m,  n,  p   étant  des   constantes.   On  arrive  d'abord  A  ne 
tbéorème  : 

L'équilibre  est  stable  quand  il  exUte  à  partir  de  la  poiition  d'équilibre 
0{x  =: y  =  :  —  o)  Iroi*  directions  rëellet  teilei  que,  pour  chacune  d'ellei. 
la/orce  aoit  dirigée  vers  le  point  O  (lignes  centrales).  Quand  cette  condition 
nécessaire  cl  suffisante  est  remplie,  le  mouvement  le  plus  général  résulte 
de  la  composition  de  trois  vibrations  pendulai 
lignes  centrales  sou»  Caction  desjorces  correspondantes. 


Le  lii 


:u  des  points  pour  lesquels  la  force  est  pcrpendici 
l'origine  est  on  câoc  du  second  degré 


Il  rajoi 


(mx--rny  +  pz-)x-^{m-x-^ny-^p:)y~  {m'x  +  n'y -t- p':):  =  i: 

Faisant  alors  coïncider  les  axes  coordonnés  avec  les  aies  de  lymétrie  de 
cane,  on  a  pour  nouvelles  expressions  des  composantes  de  la  force 

x=-Ax-firy-?s), 

7.  =-C=  ->-{px-«y). 

Les  termes  renfermant  A,  B,  C  correspondent  à  une  force  dciivanl  du  polenl 

iiAx'  +  Dy'+C:'), 


représentent  les  ci 


p  pare 


tourbillon  éli 
Quand  les 


t  le  vecteur  (a,  p,  •{).  Cela  posé,  i 


s  théorf 


,  H,  C  sont  positives,  c'est-à-dire  quand  tes  sur- 
it de  lit  force  /lolenlietlc  sont  des  ellipsoides,  la  stabilité  est 
ec  une  direction  i/utlconque  du  tourbillon:  il  suffit  que  la 
e  tourbillon  soit  inférieure  à  une  limite  déterminée,  facile  à 


fae 

compatible  i 
grandeur  de 
calculer. 

Quand  l'une  des  conslanles  A,  B,  C  est  nc^iiti\:c,  la  stabilité  peut  encore 
subsister,  bien  que  la  force  potentielle  et  la  force  tourbillonnaire  produisent 
séparément  un  équilibre  instable;  il  faut,  dans  ce  cas,  que  la  direction  de 
la  force  tourbillonnaire  soit  convenablement  choisie  et  que  sa  grandeur  soit 
comprise  entre  deux  limites  déterminées. 


T-t.tM-lil    f=|-li. 


La  conjuguée  d'une  droite  1  par  rapport  à  une  cubique  gauclte  P,  q  tlté 
ne  reneantre  pai,  est  une  cubique  gauche  coupant  T  aux  quatre  paii,  ie 
contact  det  tangentes  qui  rencontrent  i,  et  louchant  en  chacun  de  cet  p  tt 
le  plan  oiculaleur  de  r.  Cetic  conjuguée  te  rëduil  i  une  cTonic|ue  si  i  icn- 
conlre  1',  i  une  droite  ai  i  rencontre  T  en  un  jinint  et  appariicnt  ou  p\aa 
osculaicurcn  ce  point.  Si  A  est  une  corde  de  T,  elle  est  s»  propre  conjuguiie. 

Si  une  ligne  L  d'ordre  m  coupe  T  en  A  poiats  et  touche  son  plan  nsculatcur 
en  A  points,  sa  conjuguée  est  une  ligne  d'ordre 


Si  une  surface  S  d'ordre  m  ci 
si  h  des  nappes  passant  pur  r  y  91 
face  ï  conjoguëc  de  S  est  d'ordre 


=  'Sm-{t^h). 


des< 


ta  cQbique 
celte  ci)urb( 

r  et  dont  A' 

i  elle-mêrao, 

nwppes 
On  a 

=  m-(t  + 

ïA),        h-  = 

.m-{ 

:.* 

m'-m  = 

»(*'-*-)  - 

j-lh-- 

A). 

nombres  corrélatifs  suni 

:  ÉCBUi, 

les 

stes< 


II.  tquation  det  surfaces  ayant  pour  ligne  aaymptotique  une  cubique 
gauche.  —  Dci  f'irniule-i  priJitVlcnles,  il  réaullr  inimOdialcrneut  que  toute  sur- 
face fin  Irnitirnie  ordre  qui  admet  pour  ligne  atymptotiqiie  une  cubique 
gauche  peut  être  considérée  comme  le  lieu  des  potes  d 'un  plan  par  rapport 
aux  quadriquei  passant  par  la  cubique. 

Si  trois  quadriques  passent  pnr  une  cubique  et  n'ont  que  celle-ci  en  commun, 
Be  lieu  des  p6les  d'un  pifin  1'  uj<int  pour  ('quiilinn 


(-BY- 


.  C/. -i-l)T  =  o 


du   système   formé  par  ces 
L'équation  de  cette  surface  1 


st  de  ta  fornu 

+  CS,+  CS, 


es  et  le  pluii 
-I)S.=  o, 


L-ndre  pour  A,  I!.  <:, 
c  ligne  asymplolii/ii 


m.  Propri 

faces  d'ordre  . 
[cubique  3(/» 


des  surface, 
asymptolique 
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naot  r  et  des  surfaces  du  quatrième  ontrr  admcltanl  r  coiniuc  asjiart 

chacune  de  ces  dernières  penl  être  considtn'e  rniiimp  U  jncobirnnr  corretpvè-  ' 
danl  â   un   s}SIènie  de   quadriques  ayant   «>   points  oommuus.   Parmi   elln.il 

cubic|uc  a  deoi  contacts  du  second  ordre  avec  une  quailritjne  dit  tj^tême  m 
passant  pas  par  r  (les  Jix  points  de  baso  se  confondant  /roû  par  Irvût:  ntU 
surface  csl  réglée,  ses  asymploliques  non  reclilignes  sont  loatcs  des  cabnjMi. 
iransformées  liomographiques  de  T,  el  la  surface  divise  hartnoDjqDctneat  Ib 
cordes  de  l'une  quelconque  de  ses  asymploiiques.  Elle  jonit  d'une  proprWU 
caractéristique  ;  c'esl.  parmi  les  lur/ncei  du  quatrième  ordre  ayaji$  mu* 
droite  triple  el  une  droite  simple,  la  leule  qui  puiue  $e  trans/ormtr  ItaiMi- 
graphiquement  en  elle-même  de  façon  que  tei  points  homologuet  ne  ê»M»t 

Le  Mémoire  se  termine  par  quelques  indications  sur  la  saKaire  lortaét  Je» 
cordes  d'unp  cubique  et  par  la  détcruiinaiion  des  surface!  réglées  dont  lonln 
les  asyinptotiquc  sont  des  cubiques  gauclies.  Toute  lurface  lelU  ett  h  livt 
des  droites  qui  joignent  chaque  point  d'une  cubique  aux  poînti  où  If  ploM 
osculateur  correspondant  coupe  une  droite.  De  celte  propriété  résulte  [a  f^tA- 
rjli'in  de  ces  surfaces  et  leur  répartition  en  six  types  ;  deux  fanmis  par  dt* 
surfaces  du  siiiéme  ordre,  un  par  une  surface  du  cinquième,  deux  par  dM  i 
surfaces  du  qualrième,  le  dernier  par  la  surface  du  troisième  ordre  1  dJiCctriM 
unique  (-^urf^icc  de  Caylcy). 

IJumbcit  (6-).  —  Sur  une  înlciprijlation  géométrique  de  réana- 
tion  modulaire  pour  la  transforiimtlon  du  [roi^iéme  ordre.  (aSÎ- 

a:)6). 

Voici  cette  interprclation  :  Soit  une  cubique  plane  unicuriale  queleonque; 
les  quatre  tangentes  qu'on  peut  lui  mener  par  un  point  arbitraire  la 
coupent  de  nouveau  en  quatre  points:  le  rapport  anharmonique  des  droite» 
qui  Joignent  à  ces  quatre  points  le  point  double  de  ta  cubique  et  le  rapport 
anharmonique  des  quatre  tangentes  primitives  sont  liés  par  l'équation 
modulaire   du  cas  n  =  3.   L'auteur    indique   quelques    conséquences    de  ce 


UliVUlC   I(KS   l>UliLlCATI()NS. 

\i,  M.  Goiirsal  dtmontre  ca  qudquc?  Iigne-i  que,  si 
i£e  e^t  une  clrc«i>rÉreacede  cercle,  la  déEcrniinaiion  de 
problâme   classique  de  Diridilel,  rclalir  i   l'équali.iii 
sans  iDodïliCiiLion  au  l'aa  d'un  nombre  quelconque  de 

^■(^"l 

).  —  Sur  les  singularités  des  séries  de  Tavl 

^^Bltailntii 

H  a  pruuvf  que,  si  I'od  considère   les  Iroi»  séries  eiil 

/(•)  =  ".». 
it^OBt  les  deux  prrraicres  ont  un 
!#l  «  e«  nd  point  singulier  quelci 
gUlier  quelconque  de  '^{  =  ),   la  f 


ingulie 


n  de  eonvergence  Itni  el 
edelar<.ncli<,n,<i)  e 
ion /(s)   ne  peut    a.oi 


poin 


démonstration  qu'il  a  trouvée  indépcn- 
cn  fonJi^e  sur  le  mtiae  principe,  pemiel 


M.  Bottl 
(Umment  de  celle  de  Taui 
de  compltîter  le  ihiforèinc. 

Ainsi,  il  iiiablil  que  la  nature  du  point  tinguliar  ifl  ne  dépend  que  de 
ta  nature  des  points  aingulicn  a  el  ^;  que,  dans  des  cas  rssci  i^lenduï,  /a 
^int  aP  eu  ejfectivement  un  point  tingalier  de  la  fçnction  /(  a  );  que  tX 
lieux  lingularilét  a^  et  a'^'  ae  saperpoient  {a^^a'p'),  elles  peuvent  » 
détruire;  enlin  que,  si  tes  fonctions  ?(3)  et  •!/{.»)  sont  respectivement  uni- 
/ormes  au  voisinage  des  points  a  et  ?,  la  /onction  fi  s  )  est  uniforme  au 

tisinage  du  point  a^.  l 

A  \a  Tin  du  Mémoire  est  fnnncée  une  généralisation  âci  résnllats  pr<'cédcnli<. 

n  con<tidèrc  un  nombre  quelconque  de  si^rici  de  Taylor 


?{i)  =  >]».;".         •;(;)  =  Vb„;-,         .... 

.„U) 

-y,L--': 

qui  snnt  ccnsi'es  représenter  toutes  dc<>  functions  ini. 
quelconque  1'  (it,  /- t).  La  série 

■.Miiorp 

es  cl  un  pi 

/[  =  , =2; '■<"-''.. '..) 

représente  une  fonclion  méronmrphe. 

CcUc  géDoralisalion  a  êliS  supgércf  par  une  Crunmu 
trouvera  développée  ci-après  <méiiie  Hccucil,  ]..  ili- 

-'-.»)■ 

.II-  M.  Lciii 

Maillct.  —  Des  },'rou[)cs  lran>ilifs  (ic  stilisN 
de  classe  N  —  1.  (:*.î.)--*;^<)). 

m  ton 

(If   .l0f;n 

Suite  des  reclicrches  puliiiécs  par  laulcor  Mir  cr- 
Doctorat  et  dans  le  Diil/ftiii  de  lo  Socirlr  malht 
suiv.;  .Sç,,). 

sruupo:^ 
•>aliq„ 

dans  -.,  -1 

(t.  \\V, 

Combebiac.  —  Sur  l'aiiplicalion  d.i  riilciil  .1. 
Gé...nélrio|.hnr.(',5,)..(i,i) 
Bull,  des  Sciences  inathcm..  2'  série,  1.  Wlll.  (!><■ 
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Uadamard.  —  Sur  la  généralisatiOD  du  tliéorcmc  dcGuldiD.  (a6^~ 
a65). 

Il  s'agit  de  la  propusllion  de  M.  Kocnïgs,  d'après  Uqucllr  le  vnlunic  engendre 
par  une  portion  de  surface  <|uelconqiie,  dans  iin  déplacement  quelconque,  peul 
se  rcpivsciilcr  par  le  moiiieiit  mutuel  de  deux  sjslémes  deHcgnicnts  dont  l'ua.  S, 
ne  dépend  que  Je  la  forme  de  la  surface  mobile,  tandis  que  l'autre,  S,  ne  dé~ 
pend  que  de  la  lui  du  déplacement. 

L'auteur  vend  cette  proposition  intuitive  en  rapprochant  l'expression  eonawe 


e  de  for 


ression /)riy  du  travail 
irraee  qui,  en  se  dcplar 


n  saiidi 


iablc,  I 


ompli  par  une  pression  uniforme />  normaie  i  une 
,  décrit  un  cléTncnt  d<^  volume  dv.  En  même  temps, 
iii'c  du  système  S  qui  est  le  lyilème  reiuttant  die 
itr/ace  mobile  en  ses  différents  point»  et  égaux 

yrreipondants. 


Appcll  {/'-)■    —   Sur  los  éijtiulions  de   Lagrange  cl  le  principe 
d'Hamiltoii.  {ati5-2G7). 


m  port  ont  de 


nt  être  exprimées  en  termes  finis.  Les 
jnéral,  être  appliquées  aux  systèmes 
r  indique  à  quel  point  de  la  djmon- 
arid  on  cherche  k  déduire 


les  équations  de  l.agrangc  dn  principe  d'ilainillui 

Leau.  —  Extotision  d'un  llicorèinc  de  M.  Hadamard  à  l'étude  des 

stïrics  de  Ta^lor.  (■jôj-a^o). 

Il  s'agit  (lu  thénrèmc  que  nous  avons  rappelé  à  propos  du  travail  de  M.  Boni, 
analysé  ei-dc»^sus.  On  généralise  cette  proposition  eu  considérant  plusieurs  séries 
dont  les  eneflicieiits  soient  pour  l'une  a,,  pour  les  autres  â,,  ...,  pour  la  der- 


HKVUlî  DES  PUBLICATIONS. 
Laisanl.  —  ConrdonniJcs  polaires  symétriques.  (271-' 
L'iiilt^ur  recoin  mu  n  de,  pour  rcncire  tes  i^oorilonné»  polaires  di 
praliques,  d'en  employer  ([uulre,  savoir  ■'  le  rajon  Tccleur  cl  scï 
diretlcurï  1,  ?,  ï.  Iici5  par  U  relalian  a'+0'-(-T'=  1. 


NOUVKLI.es  annales  nK  SUniÉiuTnjLKS.  Joiirriiil  tios  .■amlidals  luix  Ècolos 
spieiales,  à  la  Licence  et  b.  l'Agrégation,  dinî;(!i  [lar  MM.  C.-A.  Laisant  i?l 
X  AxTOMAHr  ('  ).  —  3'  série. 

Tomo  XVII;  1B9H. 

Peiersen  (/.).  — ■  DémonslrBlion  d'un  ihéorèine  relatif  à  l'inlé- 
gratioD  d'expressions  diiféren  lie  lies  algébriques  et  d'équalions 
dlIVérenlielles  algébriques  sous  forme  finie.  (6-^3). 

Ëtude  de  la  qucslion  suivxnte  : 

(I  Quelle  forme  aoe  expression  dilTérenliclle  algébriqne  doil-ellc  avoir  pour 
qa'il  suit  possible  de  rcprësEoter  son  inlégratc  au  moyen  de  functioa»  slgë- 
briquïs  el  Iagarillimii|ue9,  sous  forme  finie?  » 

Abcl  a  résolu  celle  qucslion  dans  des  cas  parliculiers,  et  l'autenr  inonlrc 
qu'elle  est,  elle-mi^me,  un  ta*  particulier  d'une  question  plus  généraln. 

Cel  Article  ni  la  irdduclion,  par  iU.  L.  Laugel,  <un  Travail  paru  en  i(<7tj. 

Michel.  (C).  —  Sur  la  règle  des  analogies  de  M.  Lemoine.  {34- 
43). 


Sous  le  nom  de  transfoi 

■mation  continue.  M.  1- 

:.  Len 

;ioinc  a  ^igna 

■  principe  géni-ral  concc 

inant 

les  analogies 

eenicnt  entre  elles  les  relal 

lions  mclnqucs  entre  le! 

-scsn 

icnlsellcsani 

peut  déduire  géomil'lri.iuen 
L'auteur  se  propose  de  d 

onncr,  de  ce  principe,  1 

im  en 

once  préi-is  e 

monstralion  entiùrcnicnl  satisfaisanle.  Il  reproduit,  en  la  compli-lant,  la  dé- 
munstraliun  qu'il  avait  publiée  en  i8i)3.  et,  abordant  cnsnile  la  question  ]>ar 
une  voie  dilTéreute,  il  est  conduit  à  une  Iransfiu'nialiun  des  angles  etdeseôtcs 
qui  n'est  pas  celle  de  M.  Lemoine,  mais  qui  en  a  toutes  les  propriétés. 

d'Ocagne  {M-)-  —  Construction  de  la  pcrspctlivc  coniijuc  d'une 
sphère.  {-\\-^(^). 

Duporcq  {£".).  —  Dcuxicnic  Concours  des  Aoine/li-s  Annales 
pour  i«()7.  (53-(i4). 

{')  Voir   tiuUetui.    t.  Wll.,  p.   ju',;  t.   MX^,  p.   n;;  \.   W-,.  ]>.    ',7   cl  jo.,- 
I.  XMllj,  p.  .I7. 


T 
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Propriiilcs  diverses  <te  la  cubique  Oquilati^re  (oiibiquc  gauche  dont  les  trois 
usyniptotes  sont  deux  à  deux  recta iiguJaircs)  cl  du  tétraèdre  arlhoceatrïqas 
(léliaédre  dont  (es  arttcs  opposées  sont  orthogonale*). 

Iltirwit:  {A.).  —  Sur  les  formes  aritlimduques  liDi^aircs  à  coeffi- 
cients réels  qiielconqties.  (64-;.^).  (Traduct.  Laugel). 


^ouvcllc  démonstration   d'un   lliéorùi 
kowski  : 

Dans  n  formes  linéaires  homogènes  entières  il  n  va 
quelcon(|ucs  el  de  déterminant  A  ditTércnt  de  zéro,  i 
aux  variables  des  valeurs  numéri(|ucs  entières  qui  □' 
et  telles  (|ue  cliaeunc  des  formes  ait  une  valeur  al» 
à  v'âbTÏ- 


énoncé   et  démontré  par  M.  Min- 


iblcs,  A  coeflîcicnts  rèeU 
L  peut  toujours  doDucr 
soient  pas  toutes  nulles 
lue  inférieure   ou    égale 


Gallucci  (G.).  —  Sur  une  (iropriété  focale  des  coniques.  (^4-75). 
Dcuv  tangentes  qticl<'ouques  d'une  conique  et  les  perpendiculaires  abaissées 


Lémcroy 

E 

.1/.) 

—  S 

11-  lu  con 

vergence 

des  siibâliliilions 

uni- 

fornics. 

i:^ 

-8o) 

Suili-  ,i  1 

av. 

de  su 

le  mf 

ne  sujet  in 

,èré  dans 

e  précédent  Volume. 

Ora<i'  {!) 

)■ 

—  S 

■  r  les 

rx|)rc.ssio 

ns  dites 

surpuissances.  {%o^,) 

Dans  le 

Méi 

loirc 

ntitul.. 

De  form 

lis   exponeinialibua   repUcatU 

{Aeta 

Petrop.,  I 

-77) 

Eiile 

r  traite 

le  problén 

e  suivant 

«  Soient 

les 

rclali 

ns.-,(^)  =  a',.- 

{x)^.,.'- 

^,(jr|^a-'',...,ou 

a>a 

trouver  l.i 

lim 

te  Û{ 

X)  vers 

laquelle  t 

nd  o.„(a-] 

Comme  F.uie 

ned 

éiMOnlr 

pas  su  »o 

ulion,  d'à 

leurs  complète,  l'aule 

rs'csl 

BEVUE  DES  PUBLICATIONS. 
Ocagne  (/*/-).  —  Sur  Iei  détcrminalioo  des  courL 
équation  entre  les  dàlanccs  taugcotielles  de  leurs  [ 
courbes  données,  (i  ii'i-i  i8). 

Lp*  Kourbci  ici  ctudiëcs  onl  poiir  i^ijualion 

F('„',.  •■   .(.)  =  ". 

/,./.,  -..,'„  clùsignaol  Jcs  dislanocs  larigcnllcllcs  du  poinL  A  a  ut  courbes  i  i>i,ii 
(W,).  ...,(M.). 

liovut  (L.).  —  Remarques  sur  une  matrice,  (i  i8-iao] 

Soi!  une  malrice  S  itunt  la  sh      ..'-  ' 
ijuc  l'on  a,  pour  équation  idcnliqt  ™.i;  ,  ■-  .; 

WeiU{E.).  — Quelques  rcmarqnes  sur  le  lliéor^-me 
ceroanl  les  polyèdres,  {iao-128). 

Tbtortmp  d'Euler.  —  Polyèdres  culérjtns(c'«ïl-â-dirc  «uiqucls  Il>  iWoW'nie 
d'Ealer  en  applicable.  —  <>ifn£riilisiitioa  du  ibforènie  d'Euler. 

Malo  {B.).  —  Remarque  au  sujet  de  la  quesliori  de  Concours  des 
Nouvelles  A nnaies  ea  1896.  (laS-iag). 

Ls  d'un  polynôme  It(j;)   <Iu  quatrième 


Grosselêle.  —  Agrégation  des  Sciences  malhémaliques  ;  Concours 
de  1896.  Solution  do  la  question  de  Matliématiques  clémeii- 
taircs  (iSo-iJj). 

PropriéLi^s  de  spliùrcs  orlliogonalcs. 

Lagoulinsky  {l\l.).  —  Surnnc  intégrale  d'un  problème  sur  l'équi- 
libre d'un  (il  flexible  et  iucTlcnsiblc  (L.I9-1  r,:i). 


Nouvelle 
SaltykolT. 


ats  déjù  obtenus  piir  .M.C.  iloii 


Haton  de  la  GoiipillU-re.  —  Noies  bibliograpbiqu.s.  {[.^;i- 

Addition*  ^nix    \.>l,>s  bibliograpliiqucs  publiées  par  le  iiii-mf  ^lulciir, 
spirales  sinusoïde,  (  j-' =  <in»0],  et  sur  r.islroVrlc:  {J'-\-y'-\). 

ÉCOI.K  CE.XTHAL];  i.i:s  Arts  kï  Mi.m  FM:Trri:s. 
(première  Srssion).  (  '77-1  ;()). 


.otL,snF.iS„7 
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BEs  "  NnuF.LLEs  A.1S11.ES  »  pouB  1898.(197- 


Kn'>n'-c  di:  diver^s  proprift'r^  île  six  points  doobleï,  siloés  diBi  an  néatc 
l>Un  iin<;iilicr,  app^irtnnanl  d  In  surface  appelée  tétraédroidt  (  uansfoiBiL  h»- 

iii'j5ra[jlii'[ii'-  ïtriiT^k  de  la  jurfjcc  de  fonde). 

Dfdekind  Ut.'j.  —  Sur  les  équations  à  coefficicDls  ralîoDDcU. 

{■^oi-ao4j.  (TrailiHl.  Laii-el). 

(lOdefroY .  —  Sur  Its  intégrales  de  Fresnel.  (aoÔ-aotiV 

lii-ltriniii»ti'in  'ti-  ii^<  intt-gfat'^^  en  livilant  l 'introduction  du  nombre  i. 

l'iciifÀiilL).  —  -Noie  sur  les  géodésiques  du  cône.  (207-209). 

Nouvelle  dijmon'.tralion  ilc  di-ui  prupriéti:?  de  coî  lignes  :  le  long  d'une  géo- 
di'»i|iic  il>i  i.<*ini:.  I<!  \»\>\>'<\\.  de-^  dfiii  rjyons  de  prcmiùre  et  deuiiénic  courbuTC 
ï'I  evpi  iiiii:  pai' une  fonction  liniliiirc  rie  l'arc  Av  la  mCme  ligne  (  Enoeper); 
cr«    ;.'':< id''~ii[u';s   ont    Ifs    pldn-    ii.culdtuur^   .1    Id    mJme  distance   du   sommet 


.,n  (lesTliéorcmcs  de  Giildin.  (lijj- 

I  lis  .1  <ikt  rjrré  cl  de  la  vis  à  filet  triiogu- 


Man'^not  <S.).  —  Sur  une  iiomolle  méthode  de  reclierchc  des 
centre:*  dans  le,  cnirljes  et  r-nrfiices  algébriques.  (2i5-2r8). 

Foiiyi'  ( /;'.).  —  Agrégiilii>n  des  Sciences  mathématiques  (1896). 
Solntion  du  pmblèine  de  Mécaniqtie  rationnelle.  {237-244). 


Candido  (G.).  —  Conséquence  d'un  lliéorime  sur  les  congruE 
pscuiluspliériques.  (273-^77). 

Laurent  (//-)-  —  A  pioposdeladérinilion  du  nombre,  (377-280). 

Réponse  à  une  critirjuc  de  la  délinidan  du  nombre,  rormulée  pnr  M.  J.  Tdn- 
nery  dans  le  Bulletin,  1Ë9S  (p.  yi),  au  cours  du  compte  rendu  de  l'Ouvr.igc 
de  M.  Lsisanl,  intitula  La  Mathématique. 

Moreau  {€.).  —  Sur  quelques  lliéor^mes  d'*-"'< —-'■  j3_ 

3o,). 

Propriétés  de  l'indicateur  et  de  l'indicalrur  réduit,  avec  Irs  nu        1:11  i-< 

pondant  aux   dircrjes   valeurs  de  ce  deraier  de  1  a  luo.  puar  les  noiiibi . 

moins  jusqu'à  loO'i. 

de  Saint-Germain  (//-).  —  Sur  le  mouvement  d'une  harre  qui 
s'appuie  sur  deus  droites  dépolies  (3o7-3i3). 

La  discussion  complète  du  mouvemeut  d'une  barre  pesante  dont  les  extré- 
mités sont  assujetties  â  glisser  respectivement  sur  deux  droites  fixes,  rectan- 
gulaires, est  eilr£mement  compliquée;  mais,  si  l'on  supposé  la  barre  homo- 
gène, non  pesante,  elle  coemcieot  de  frotleuient  identique  sur  les  deux  droites, 
la  discussinn  devient  facile. 

Fade  (//.).   —    Note    sur  la    formule   sinj;  =  ^rT(i Tiï' 

(3.a-3i4). 

veloppement  en  produit  infini  <lc  ^\ax  pour  k-s  v;ileurs  réelles  de  x. 
d'Ocagnc  (J/.).    —    Sur  les  raccordements  par  arcs  de  cercle. 
(3,4-3.7). 

Publication  de  résultats  obtenus  par  l'auteur  en  i88j  et  que  M.  Mannlicim  a 
rencontrés  d'une  autre  façon,  â  propos  de  la  construction  de  l'anse  de  pnnirr 
{Moaveltes  Annales,  p.  jo)  :  i>^g7}. 

Fontené  (G.).   —  Sur  un  système  remarquable  de  n  relations 
entre  deux  systèmes  de  n  quantités.  (3i7-3a8). 

Jiipert  (i-)-    —  Sur  la  discussion   de  l'équation  des   coniques. 

(3»,j-:i3,). 


Tableau    r 
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CoKCOlins  GtSf.RAL  DE   1898,  (33i). 

(loNCOuns  d'admissioîi  a  l'Ecolk  Polytechnique  eh   1898.  (332- 

(mcoui'  { E.).  —  Représenlation  géométrique  de  l'iovariant  absolu 
cl  des  covarianls  d'une  forme  Liquadralicjiic.  (3^i-35i), 

Tiincrd'iiig  [Il.-E.).  —  Sur  une  cerlaine  famille  de  courbes  algë- 
liriques.  ['S')  \ -"Hi-j) . 

Ces  courbes,  diies  courbes-puissances,  ont  deux  propriétés  caraaérisiiqucs  : 
Elles  sont  Iransformces  en  tllcï-inùincs  par  le  groupe  de  n'  homographies 

pnrliculiiJres. 
Leur  hessienni'  se  itécompiise  eu  trois  tlroiles,   les  cijtés  du  iriargle  de  rcfé- 

rctitc  A  comptés  (  h  -j  )  fois. 

l(if;^i {{£■).  —  Sur  les  fondions  cilipliqucs  de  première  espèce. 
(3(i;-:i8:,). 

i:eUr  \<ile  n  piiiir  buL  de  montrer  qu'on  pourrait  choisir,  comme  t'Iémeots 
lie  la  tliéoric  des  fondions  elliptiques,  dcu\  fonctions  présentant,  par  leurs  pro- 
priétés analjtiques,  une  analogie  complète  avec  les  fonctions  circulaires  sini 
et  cosjr,  en  sorte  que  cette  analoKÎe  pourra  servir  d'indication  pour  les  re- 
cherches ri  les  applications  ultérieures. 

Caspary    il'.').    —     Vjiplicalion    des    inélliodes    de    Grassmans. 
Centre  de  graviU'  d"ii]i  ijuadrilalère  et  d'un  pentagone.  (38()- 


BEVUE  DES   PUBLICATIONS. 
AoKtoiTlOK  i>ES  Sciences  mathématiques.  —  Concok 

(•^a4-4^7)- 
Co]i(cotJnsn'\nMis»to\  a  l'Écoi.k  Noiimale  supÉniEuni:  rn 

4a8). 

CoHcODits   d'admission   a  l'École  Centrale  hes  Arts  et  «- 

l'ACTDREs  EM  i8g8  (première  Session).  (.4a8-43o). 

Lacour  (E.).  —  Sur  la  surface  de  Steincr.  (437-445)  "J 

Représenta  lion  de  la  surface  sur  un  plan. 
Lci  seclions  planes  de  la  surfa'''-  lur  ima 

L'image  de  la  seciinn  par  un 
Équation  langentielk. 

Plans  tangenls  singuliers. 
Ligne  parabolique. 
Lignes  asymptotiqucs. 

Jiipeil  (L.).  —  Sur  raiiplicatlon  du  [irincipe  .le  dualit,!  aux 
théorèmes  de  GéoméLrie  plane.  (^4*'-4'>')- 

PiiEMiEit  CoNcccBs  DES  «  Nouvelles  Annales  n  pottii  i^çji).  (48^- 
488). 

Antomari{X.).  —  Sur  un  cas  particulier  de  la  transformation 
homograpliique.  (489-499)- 

Lacoiir  (£■)■  —  Réduclion  à  la  forme  canoni(|uc  des  formules  i{ui 
donnent,  en  fonction  rationnelle  de  deux  paramètres,  les  coor- 
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du  Plcssis  (/'.),  — Concours  d'admission  à  rKcolel'olylcclinique 
en  1898.  (Composition  de  Mallicmatiipirs.  {:>■?.•'.- j:>a)). 
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,lesr.^ïi„ni,.  (,îi;-5i8). 


ConuK 

.srOM.\Mj.-. 

_ 

M.  /' 

-//. 

5. 

:  hou  le 

.  - 

■  Sur 

un  thûorèmc  de 

.M. 

Gallucci.  [. 

.-,{8- 

->i;);- 

ClIlTl 

KU.TS   ,.',>T 

.u,: 

,.,EV 

.E. 

-,   DES   F 

ACV 

LTÉS 

DES  Sciences. 

Lo 

jo«r...i  «  CM 

linu. 

fcm 

.uu 

;>u  titre 

,  l'a 

.,  inaiigii. 

■êe  en  .896. 

Je, 

uesliolis  d'Ail 

Ml>se 

.  <l.^  Wi 

caniii 

Nie.  pr. 

nposées  ai 

<lc  Li 

•:eni'.c<:-s$cic!ii 

CCS  11 

lUtlL'IlI 

.Itiqu. 

P«rlsct 

rlan 

s  la   pi 

Il  pari  des 

Universités 

franc 

lises.  Le  l.rc< 

™l  i 

le:   ticci 

ice  c; 

.1  a 

uj-mi-ifli 

ui  r. 

emplac 

i   par  de^ 

1  certificats 

d 'éludes  supérieur! 

■s. 

Les 

sujets  iIp  cri 

iiposi 

illon  il< 

iiinés 

«c< 

;ltc  ..rc;i 

cil  jui 

lletctnoii 

■cmbw  .897 

et  en 

jiiiJlel  iNfiN  « 

i>[it  1 

iiienlioi 

iiitâ  < 

Ui>> 

:  ce  Vol 

lime 

avec 

des  indicé 

itîons  pour 

la  sol 

lutinn  dc\]U( 

:l4UC 

8-llllS. 

(p.  ■: 

,C-> 

7<'.  ^Vl- 

■j36, 

V"-4: 

;e,  5l]-53 

.,  5^9.57.). 

UitVUE  DES  PUBLICATIONS. 
2°  Sur  la  propriété  des  nombres  conséciitil's  8  et  9 
puissances  exactes;  3"  Sur  une  propriélé  des  coniqti 
une  propriété  de  l'ctlipse  de  Cassini;  5°  Sur  la  défi  1 

tétraèdres  semblabieinent  situés;  6"  Sur  une  proprîi  i- 

cincs  d'une  certaine  équation;  7"  Sur  une  propositii 
tique. 

Donon.  —  Ligne  orllioplique  de  deux  coniques  confocales. 

Sondât  {P-)-  —  Reliition  cnlrc  les  racines  d'une  équation  du  cin- 
quièmedefîré. 

Dulimherl.  —  l'rojirlété  du  parallélogramme. 

Un  abonné.  —  Inégalités  algébriques. 

Jîetaii  (V.)  cl  A/annheim  (A.).—  Élude  d'unn  rcriaino  transfor- 
mation quadratique  rationnelle  involutive. 

Lez  {11.).  —  Propriété  du  triangle  formé  par  les  perpendiculaires 
aux  eûtes  d'un  triangle  donné  aux  points  où  it  sont  rencontrés 
par  une  transversale  quelconque. 

Subi  (A.)  et  Franel  (■/.)■  —  Propriélé  de  deux  séries,  d'élre 
simultanément  divergentes. 

Desloux  {•/.)■  —  Sur  une  certaine  relation  lioniographiquc  entre 
deux  variables  imaginaires. 

Lez  (//.)-   —  Lieu  géométrique  relatif  à   une   ellipse   et  à  des 

Gardes.  —  Sur  l'astronomie  des  Sélénitcs. 

Lez  (//■).  —  Mode  de  génération  de  Ui  stroplioïdc  droite. 

Droz-Farny  {A.).  —  Noies  :  1"  Sur  une  propriété  des  coniques; 
2"  Sur  les  cercles  de  Joacliinistlial  ;  3"  Sur  les  centres  cl  foyers 
de  certaines  coniques  osculatrices  à  une  circonférence  donnée 
en  un  point  donné. 


iG4  SECONDE  l'AHTIR 
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L'es  de  teur  enseignement. 
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